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SUR L'IRREDUCTIBILITE DE CERTAINS POLYNOMES
A PLUSIEURS INDETERMINEES ET A COEFFICIENTS DANS
UN CORPS FINI

par Simon AGOU

-

Cet article se référe 3 une publication de L. Carlitz [1] . Comme 3

1'accoutumée, on désigne par Fq le corps fini & q €léments.

1. DEFINITION. - On dit qu'un polyndme £(X ,...,X) € Fq [xl,...,xk] est
linéairement factorisable s'il peut se mettre sous la forme
8.1
f(X,,...,X) =
AR Mo %oy Kbeeosay (%)

ou les a. .
1,]

?

sont des éléments d'une extension F  de F _.
q

Nous faisons la convention expresse suivante : la notation f(Xl,...,Xk)

désigne un polyndme ol figurent effectivement les k indéterminées  SPREERS P
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2. MANIPULATIONS SUR LES POLYNOMES LINEAIREMENT FACTORISABLES ET IRREDUCTIBLES.
Soit f(Xl,...,Xk)e Fq[X],...,Xk] un polyndme linéairement factorisable
et irréductible dans Fq[Xl,...,Xk] et soit s son degré total. On sait [1]

que 1l'on peut écrire

s—-1

qj qj qj
f(xl,...,xk)=TT (0 % +o" X+t X)),
j=o
ol Qs+ee»Qy sont des €léments de F S qui sont assujettis & une certaine
q

condition.

Si £(0,...,0) = 0, le polyndme f(X "’Xk) est homogéne et peut €tre mis

1"

sous la forme

X
_ s 2 xk
£(X,rnX) = a X g(-—x] —Xl) ,
X s-1 ;X i X
. N 2 Xk _ q 2 q
oi a ¢ Fq et ol g(X1 yeess §7) = ;E; (1+6‘ ;T +...4 Bk Xl ) est un

%

X
- " . -2
polyndme irréductible de F |— ,..., — .
n q[‘X] X] ]

Si £(0,...,0) # O, on peut écrire

S
f(x],-'°sxk) = ao(q -o/(q_l)g(xl’°--sx-k)’

s-1
avec g(Xl,...,Xk) =TT

o 4
(1+ DY x
j=o0 o

% o
k\q
1+...+ (q) Xk).

On voit ainsi qu'il est possible d'associer & f(Xl,...,Xk) un certain polyndme
linéairement factorisable g(Yl,...,Ykpe Fq [Yl,...,Yk,j (avec k' = k-1 ou k),

que l'on appelle le normalisé de f(Xl""’xk)'
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Ceci étant, on a le résultat suivant.

3. PROPOSITION. - Soit f(XI,...,Xk)e F [X],...,Xk] un polyndme linéairement

q
factorisable, de degré total s et tel que £(0,...,0) # 0.

Pour que f(Xl,...,Xk) soit trréductible dans Eq [Xl""’xk] s L1 faut et il
suffit que les polyndmes f(o,...,xt,o,...,o) (t = 1,...,k) vérifient les

conditions sutvantes :

1) leurs degrés sont égaux & s,

2) ils sont, a un coefficient miltiplicatif de Fq prés, des puissances de

polyndmes irréductibles de chacun des Fy [Xt] , dont le p.p.c.m. des degrés

est s.

Remarquons que, par une procédure de recherche de p.g.c.d., il est possible
de déterminer si un polyndme de Fq [X] est ou non une puissance d'un polyndme
irréductible, & un coefficient multiplicatif de Fq prés (cf. (2] ). s'il 1'est,
on peut effectivement, en utilisant les résultats de [2] , déterminer de quel

polynSme irréductible il s'agit sans nouveaux calculs.

En effet, soit £(X) un polyndme monique, puissance d'un polyndme irréductible
de Fq [X]»; il est clair que l'on peut se restreindre aux cas oi f(0) # 0 et ol
£(X) n'est par une puissance p-éme d'un polyndme de Fq [X] » p étant le diviseur
premier unique de q . Reprenant les notations de [2] » on sait alors qu'il existe

un diviseur dedu degré n de f(X), tel que Afciéfﬁ . Avec les hypothéses faites on
’

a pged (d,q) = !
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oy
2 4
a-1

Or A divise Of do = (-1)md X - f(o) ; donc A n'a que des
] 3

f,d

racines simples et ainsi A

f,d

£ q st irréductible sur Fq. I1 en résulte que,
’

dans ce cas le polyndme irréductible cherché est Af 4
9
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION,
Condition nécessaire.
Si f est linéairement factorisable et irréductible, il résulte de [l] qu'il

existe Qseeesly € F s tels que

k
q s—1 . . .
T qJ qJ qJ
f(xl,...,xk) = j‘=o (ao +a, X] oot o Xk)
et que s soit le p.p.c.m. des degrés des polyndmes minimaux de ao,...,ak
sur F .
q s-1
qJ qJ
On a £f(0,...,X ,0,...,0) = (o + 0 X).
t 3=0 (o} t t

Pour 1¢tfk, les polyndmes £(0,..., X, 0,...,0) sont évidemment dans Fq [xt]

t’

On a o # 0 et o # O pour t = 1,...,k.

Considérons le polyndOme normalisé suivant, qui est bien entendu linéairement

factorisable et irréductible :

f(x ,--n’x.k) S_] j j
1
= T a+B%x +..+8%9x) ,
o j0 & kX

- L]
oi, d'aprés [lj,le p.p.c.m. des degrés des polynSmes minimaux sur F des B.,
q 1

qui sont non nuls, est s.
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Par suite, on a

_l .
£(0,..+,X,, 0,...,0) s o
- =T a4+ B, X))
q -1 j=0
o q—l
(e}

Ce polynOme est &videmment de degré s ; et le degré du polyndme minimal

de Bt sur Eq est aussi le degré du polyndme minimal de - L sur F .
t
. f(o,..., X, 0,...,0)
I1 en résulte aisément que S » qui est un polyndme de
q-!
o a1
)
5.

A

L . . -1 o . -
degré s, est, au coefficient Bt 7 ¢ Fq prés, une puissance du polyndme

minimal de - L sur F .
et

Condition suffisante,.

Par hypothése, les polyndmes f(O,...,Xt,O,...,O) sont de degré s ; il en
résulte que f(Xl,...,Xk) est un produit de polyndSmes irréductibles, linéai-
rement factorisables et deux i deux distincts de Fq[X],...,Xk] dans chacun

desquels figurent les k indéterminées. Soit alors fl(xl""’xk) un tel poly-

nome irréductible et divisant f. Par [1]| , on sait que
m-1 j
fl(Xl,...,Xk) = }z; (aoq +a. 3% +...+09 Xk).

m-1 qj
fl(o,...,Xt,O,...,O) = ]T (ao +Q

J
tq Xt) est donc , 3 un coefficient multipli-
j=0

catif prés,une puissance d'un polyndme irréductible de quxt].
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Comme £(0,...,0) # O, on a o ¥ 0 ; ainsi on peut considérer le polyndme

normalisé

f (X,,... Xk) m-1 b J

1" i q q
_TT (1+£] xl+...+£k xk),
m 3=0
q -1

a q-1
o

ot EI,...,Ek sont des é€léments de F s tels que le p.p.c.m. des degrés de
q

leurs polyndmes minimaux sur Eq soit s.

Comme f](Xl,...,Xk) est irréductible, il en résulte que son degré teotal est
s et, par suite, que f est irréductible dans [ [X ,...,Xk].

qt 1

c.q.f.d.
4. Pour etre complet, il suffit de faire les remarques suivantes.
Soit f(X],...,xk) un polyndome linéairement factorisable de Fqul""’xk]'

si £(0,0,...,0) = 0, alors f(Xl,...,Xk) est divisible par un polyndme homogéne
linéairement factorisable de FqLX],...,Xk] . Si f(Xl,...,Xk) n'est pas homogene
alors f n'est évidemment pas irréductible dans Fq[X],...,Xk].

Enfin, si f(Xl,...,Xk) est homogéne, on a le lemme immédiat suivant :

4.1. LEME. - Soit £(X,,...,X,) wn polyndme homogéne de Fq[x],...,xk]. Pour
que £(X,,...,X ) soit irréductible dans wq[xl,...,xg] , 1l faut et il sufpst

X X X
2 Yo i %2 Xev .. .
que f(]’ﬁ yeuos Y]-)e qulx—l yeous X—I] soit irréductible dans Fq(x—z

,"-’i—}

1 \

10
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La preuve découle du fait que si un polyndme homogéne de Fq(X],...,Xk]

est un produit de deux polyndmes de Fq[xl,...,xg} s alors ces deux derniers

polynOmes sont homogénes .

La proposition 3 et le lemme 4.1 permettent donc d'étudier 1'irréductibi-

1ité de tout polynlme linéairement factorisable.

4.2. EXEMPLE. - Considérons le polyndme suivant de FZ[X],XZ] :

6 6 5 2.4 4.2 4 2.3 3.2 s 3
E(X %) = X+ X + X0+ XKy + KXo+ XX, + KXy + XX+ X+ X X0
2.2 4 3
+ XIXZ + X2 + Xl + Xl + 1,

x6 + X5 + X3 + X 0+ 1 + l)3 s

On a f(Xl,O) 1 X " 1

2
(xl + Xl

6 4
X2 + X2 + 1

3 2 2
f(O,Xz) (x2 + x2 + 1),

Les conditions 1) et 2) données dans la proposition 3 sont évidemment des

conditions nécessaires pour qu'un polyndme soit lindairement factorisable et

irréductible.

On est donc conduit & utiliser les éléments j¢ F , et O¢F , respectivement

2 3 Z 2
définis par 1 + J+ " =0et 1 +6 + 0~ = 0.
Un calcul relativement facile montre que
5 2k 2k
£X,X,) = W (1 +3°x, +86° %)
1°72 K=o 1 2

Cecl montre que f(Xl,Xz) est linéairement factorisable et irréductible dans

pz[xl,xil.

1
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