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INVARIANCE HOMOTOPIQUE EN K-THEORIE HERMITIENNE

par Michel CRETIN

Soit A un anneau (unitaire). On désigne par P(A) la catégorie des
A-modules projectifs de type fini et par Nil(A) la catégorie des couples
(E,v ) ol E est projectif de type fini et v un endomorphisme nilpotent de E.

Oes catégories sont exactes ; on peut donc considérer les K-groupes Ki(A) de
P(A) et Ni(A) de IK11(A). Le foncteur d'oubli, défini par (E,V )+ T, fournit

une décomposition en somme directe Hi(A) = Ki(A) ® ﬁ;(A). On montre alcrs que
pour tout entier n»2 , inversitle dans A, le groupe ﬁ;(A) est n-divisible

et sans n-torsicn. Pour cela, on fait apparaltre ﬁ;(A) comme facteur direct dans
le groupe Ki(Q(A)) d'une catégorie Q(A) formée de modules projectifs de type
f£ini munisde "polyndmes de Laurert inversibles".

On suppose de plus 1l'anneau A hermitier. On a alors sur P(A) un

< t . . .
foncteur de dualité E «'E ; ceci permet de faire agir le groupe @/2%Z sur Ki(A) H

On obtient ainsi des groupes de cohomologie de Tate k. (a) et k{(A).
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

Rappelons d'autre part (cf. [3], probléme 3 "théoréme fondamental de
la ¥-théorie algébrique") gque l'on conjecture que Ki(A[h]) = Ki(A) ® ﬁi_1(A)_
Dans le cas ol i=1, c'est un théoréme classique de E. Bass. Il en résulte que
les foncteurs k; et k'i sont des inveriants homotopiques sur la cetégorie des
enneaux hermitiens dans lesquels 2 est inversible.

Enfin, les groupes ewi et sEW{ de lea K-théorie hermitierne sont reliés
aux groupes k. et ki par la suite exacte de péricdicité [6] . I1 en résulte

édonc aussi l'inveriance homotopique des groupes hermitiens.

C. RAPPELS SUR LA K-THEEORIE ALGEBRIQUE.

Tans ce paragrapke, on rappelle briévement la constructicn de la K-théorie
- -
algébrique d'une catégorie exacte, ainsi que quelques propriétés dont nous
aurons & faire un usage fréquent par la suite. lious suivrons [8] auguel nous

renvoyons pour un expcsé détaillé.

(0.1) Catégories exactes.
DEFIKNITION. - Une catégorie exacte E est une sous-catégorie rpleine d'une

catégorie arélierne A, stakle par extensions et conternart l'obiet nul

i 3

0 de &. Ime sutte de E, Je la forme OC-—-E' » I —— E"—0 ,est
exacte st ¢lle est exccte dans A.
REMARQUE. - On peut caractériser axiomatiquement les catégories exactes.

Soit € une cetégorie exacte. Une fléche E'— 2 E (resp. E —4 , E") de E

figurant dans une suite exacte de E de la forme précédente est appelée un
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

monomorphisme (resp. épimorphisme) admissible et est notée E'»—2>—y E

(resp. E— %»E").

Exemple. - Soit A un anneau (unitaire) ; la catégorie P(A) des A-modules &

droite, projectifs de type fini est exacte.

(0.2) La construction de Quillen.

A toute catégorie exacte E, on associe une catégorie Q(E) de la fagon
suivante : les objets de Q(E) sont identiques aux objets de E mais les

fléches de E vers E' sont les classes, & isomorphisme prés, de diagrammes de

la forme F i E
—

<&

Pour qu'un tel diagrarme soit équivalent 3

]
F'g 1 1

P g

|
L

E /

i1 faut et il suffit qu'il existe un isomorphisme kb

]

4

: F—s F' tel cue

L1



Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

w//)L////// i
E h E
a\\\ii\\\\\\

J i

soit comnmutatif.

La corposition des fléches dans Q(E) est définie & l'aide du diagrerme

(0.3) Définition ces K-groupes.
Le nerf e la catégerie Q(E) est l'enserble simplicial [r] v» Mor([n]JQ(En).
L'espace classifiant BQ(E) de C(E) est la réalisation géométrique de cet
ensertle simpliciel. L'objet nul O de E définit ur point-base de 1'espace
BQ(E).
Les K-groupes de E sont alors définis comme les grcupes d'homotopie
de l'espace pointé BQ(E). Plus précisément, on a

Ki(E) = ﬂ1+1(BQ(E)) pour 1ijo.
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

On vérifie que ces groupes sont compatitles avec les produits finis
et les limites inductives filtrantes : si E et E' sont deux catégories exactes
on 8

Ki(lExlE')z Ki(lE) & Ki(lE')

et, si jrqrEj est un systéme inductif filtrant de catégories exactes, on e

On montre (cf. [8] th.1) que KO(E) est canoniquement iscrorrhe au groupe

de Crothendieck de la catégorie exacte E.

Enfin, on définit les K-groupes d'un anneeu unitaire A par

K, (A) = K, (P(R)).

(0.L4) Foncteurs exacts.

Soient E et E' deux catégories exactes. Un foncteur £ : EE' est exact
s'il est additif et transforme les suites exactes de E en suites exactes de E'.
On obtient alors un foncteur Q(f) : Q(E)— Q(E') et des homomorphismes de
groupes K. (f) : K, (E)— K.(E'). De cette fagen K; deviert un foncteur des

catégories exactes et des foncteurs exacts, & valeurs dans les groupes atéliens.
DEFINITION. - On dit qu'une suite O——» f'—uy * 5 "' 5 o de foricteurs exacts

de E vere E' est exacte, si, pour tout okjet E de €, la cuite

0—> f'(E)——f(E) —> £"(E)—> 0 est exacte dans F'.
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

Nous utiliserons souvent la proposition suivante

PROPCSITION. - Sott O —w» £f'— s £ — f"—5 0 une suite exacte de Forcteurs
exacts entre € et E'. On a la relation :
‘:' f = ~e f' + 3 " : 3 e " A ; 7 -
£,(9) = K (') + K (£") 1 K (B)— K (E") pour i 7 0
Indiquons la méthode de démonstration : soit EZx(E) la catégorie des
suites exactes de E. C'est une catégorie exacte dont on note les ctlets o
par C» 30— t0 —»q0 —» 0, définissant ainsi trois foncteurs exacts

s,t et ¢ : Ex(E)—E. Il suffit alors de prouver que :

Y.i(‘t) = Ki(S) + Ki(q) : Ki(Ex(E))—>Ki(nE).

Pour cela, considérons le foncteur exact o : E«E9ExX(E) tel que td = (s8q)d,
sd = 12 et gd = Pr,-
D'oC

ki(t)Ki(d)=(Ki(S)+hi(q))Ki(d) : Ki(E)QKi(E)-* K. (&)
Mais, d'aprés [8] th. 2,

(Ki(s),Ki(q) : Ki(Ex(E))—aKi(E)OKi(E) est un isomorphisme. Puisque
(s,q)d = id, Ki(d) est un isomorphisme et 1'on obtient la relation cherchée,

1. LES GROUPES Ni(A).

Dans la prermiére partie 2e ce paragraphe, on donne la définition des
~N
groupes Ni(A) pour un anneau unitaire A et on énonce le théoréme de divisibi-

1ité. Les autres parties de ce paragraphe sont consacrées & la démonstration
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

v
de ce théoréme. Pour cela, on fait apparaitre les groupes Ni(A) comme facteurs
directs de K-groupes Ki(Q(A)) d'une catégorie exacte Q(A), introduite dans

la seconde partie de ce paragraphe ; une filtration sur Q(A) permet d'établir

ce dernier point.

N
(1.1) Les groupes I\i(A).
Soit E une catégorie exacte . On désigne par MNil(E) la catégorie dont
les objets sont les couples (E,y) ol F est un otjet de E et » un endomorphisme

nilpotent de E ; un fléche f : (E, v )——(F,u) est une fldcke £ : F —» F telle

que W o f=1f oV et une suite

0— (E', p')— (E,p)—y (E",0")—» O est exacte s'il en est ainsi
de la suite sous-jacente d'ctjets de [E.

De plus, pour tout entier rj 0, on désigne par Gil © (E) la scus-
catégorie pleine de Mil(E) dont les objets sont les couples (E,p ) tels que

r+1

Y = 0.

LEMME. - Les catégories Wil(E) et Mil T (E) (» 2 0) sont excetes et l'cr g

Nil(E) = lir N1 T (®).
g

En effet, on reut considérer E comme sous—catégorie exacte d'une
catégorie abélienne A. Alors Wil(E) (resp. tvi1 ¥ (E)) est une sous-catégorie

exacte de la catégorie ab&lienne Nil(A) (resp. Wil ¥ (a)).
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

COROLLAIRE. - Om définit les groupes Ni(IE) = Ki(lNil(lE)) et rour tout r 0,
r - . = 13 r
N.T(E) = X, (Mi1*(E)). On a alors N, (E) 1_%13 N (E).
En particulier, pour un anneau unitaire A, on notere

M. (A) = n;(P(A)) et Nir (A) = r-:ir (P(A)).

De plus, le foncteur Ew—> (E,0) de E & valeurs dans Nil(E) (resp. cans

NilT (E)) admet pour rétraction le fencteur d'cubli (E,p ) +> E. On définit

-9

o ~)
alors les groupes N, (E) et N;r(E) & 1l'aide cdes suites naturellement scindées -

I. ~
0—> K, (€)—> n_(E) _ N (E)—0
Tr
nt .

0—> K. (B)— 1.7 (E) — r-!ir((s)_, o .

. PO g N ~
+ = N -
Le corollaire précédent montre que hi(E) lim by (E) et pour un anneay

. . ~ ford -~
unitaire A, on a les groupes Ti(A) = Ni(@(A)) et Nir(A) = f;T(P(A)).

La suite de ce paragraphe est consacrée & la démonstration &u théoréme

suivart

THEOREME. - Soit A wun anneau unitaire. Pour tout entier n22 <nversitle dang

~/
A, les groupes N.(A) sont n-divisibles et sans n-torsicn,
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

(1.2) La catégorie Q(A).

Soit [E une catégorie exacte. D'aprds [4 ] on considdre 1a catégorie
E[t.t_1] dont les objets sont les objets de E, les flictes de E ders F sont

n

les sommes formelles & support fini (polyndmes de Laurent) vy = t

ne? Yn
ol les Yo sont des fléches de E dans F Gans [E. La loi de compositior est le

"produit des polyndmes de Laurent".

On définit alors une catégorie Q(E) de la fagon suivante : les ctjets
de R(E) sont les couples (E,y) od E est un otjet de E et Y un autormorphisme
de E dans E [t,t—11 ; les fléches £ : (E,y) = (F,8) sont les ©ldctes © : £ = F
ée E telles que §of = foy dans E [t,t-1] ; enfin une suite
0— (E',¥") — (E,v) — (E",y")— 0 est exacte, si la suite sous-jacente
de E est exacte.

De plus, pour tout entier r o, on désigre par Q7 (E) ia sous-catégorie
pleine de Q(E) dont les objets sont les courles (E,y ) tek que l'ordre de Yy

soit supérieur ou égal & r (i.e. Y_,=o pour n»r).

LEMVME. - Les catégories Q(E) et oY (F) pour tout r >0 sont exccetes et
. r .
QE) = lim Q@ "(E). Par suite K. (R(E)) = lim K. (Q°(E)).
— 1 _y 1
r r
En effet, E est une sous—catégorie exacte d'une catégorie abélienne A,
r

alors 2(E) (resp. § (E)) est une sous-catégorie exacte de la catégorie abélienne

Q) (resp. 27 A)).

Lorsque A est un anneau unitaire, on note Q(A) = QP(A)) et

F(A) = Q" (P(A) r» oO.
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

(1.3) Les homomorphisme p; Ki Q) — N’i (A).

Tout d'abord, nous construisons un foncteur exact p° : Q°(A) = Nil(A)
Pour cela, en suivant 1'exemple de [9] (démonstration du théoréme 16.4) on

établit la proposition suivante :

PROPOSITION 1. - ) Soit (E,a) un objet de Q°(A). Désignons par uy 1 'endomor~
phisme de E OA"A[t] induit par a. Alors Ea = Coker(ua) est un A~module
projectif de type fini et la multiplication par t indutt sur E,6 w
endomorphisme nilpotent V!

1t) L'application (E,a) ~ (Ea,\)a) définit un foncteur exqet
p® : Q°(A)—MWNil(A).

117) Sotent (E,a) et (E,B) deux objets de Q°(A) ayant le mdme
module sous-jacent, alors la suite
00— (EB,\)B)-——) (EOLB’\)OLB) — (Ea,\)a) — 0

est exacte.

Considérons donc un objet (E,») de R°(A). L'inclusion
. =1 - . e . .
i:E8, Alt] —E ©, Alt,t ) admet une ré&traction A-linéaire j, de sorte que

Vy = j ou' ) i est une rétraction A-linéaire de us ou u' | désigne
a a

1'endomorphisme de E OA A[t,t-ll induit par a-l . I1 résulte de ceci une Suite

scindée de A-modules

u
0—> EO®, Alt]—2— E®, A(t]— E —0 ;
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

donc E a est un A-module projectif et on note Y 1'endomorphisme de Eo induit
. s .

par t. De plus, la suite exacte E €, Aft] / t’E 0, Alt)—™ E,~2 0,0l : est

1'ordre de u-i montre que Ea est de type fini et Vy nilpotent. On obtient

ainsi un foncteur p%(E,a)k——a(Ea,va) dont 1'exactitude résulte du lemme du

gserpent.
Enfin soient (E,a) et (E,B) deux objets de Q2°(A) ayant le méme module
sous-jacent. On a la suite exacte
0
00— Imua / ImuaB ———>Coker(ua6)-—q Coker(ua) —
et le diagramme commutatif

u
E o, Aflt] — % .k ®, A (t]

YaR u
Im uaS ————> Imu

montre que Im ua/ Im Usg s'identifie 3 Coker(uB);d'oﬁ la suite exacte :

0 — EB — EaB-——+ Ea —» 0, ce qui achéve la démonstration de la proposition 1.

COROLLAIRE. - Pour tout entier r 3 o, on a un foncteur exact

pT: QT (A) —sNil(A) défini par (E,y)—s (E v ).

e TY Y
PR . - r r
On considére alors les homomorphismes composés : oy = ﬂi ° Ki(o ) ¢

r ~
K, (@7 () —> N, (4).
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

PROPOSITION 2. - Pour tout entier rzo le diagramme

K, (27 (a))
r
Py
/ ﬁ,i (A)
0r+l pl.-+l
Ki Q" " (A)) 1

est comrutattif.

+ . .
En effet, soit ir : Qr(A)—> ot 1(A) le foncteur d'inclusion et

St:Qr(A)—) Nil(A) le foncteur défini par (E,Y) — (E,0).

D'aprés la proposition !, 1iii) on a une suite exacte :

0-———%(Et,Vt)———+(E ) —>0

r+l »V r+1) i:Er’\)r
t Yy t oy ty ty

et, par définition de p°, on a (Et,vt) = (E,o0). Il en résulte que la suite

de foncteurs de Qr(A) dans Nil(A).

0—> Gr—) prd’l

°ir—, pr—) 0]
est exacte. D'aprés la proposition (0.4), on a la relation.
R 0™ e i) = K00 ¢ K5 K @A) — N (a).
En composant par I'Ii : Ni(A) - I\’I\i'(A) on obtient la relation

r+l

. r - .
i ° Ki(lr) =05 > d'ol la proposition.
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

COROLLAIRE. - Pour tout i;0 , il existe un wnique homomorphi sme

pi:Ki (R(A)) — 'I\\fi (A) tel que, pour tout r 30, le diagramme

K, (@7 (4)) r

=
\ Ni )

/

Ki ((a)) P
sott commutatif.

Nous allons montrer que 1'homomorphisme p ; @ une section, ce qui
~)
établira que le groupe Ni(A-) est facteur direct dans Ki(Q(A)) comme annoncé

au début de ce paragraphe.

Pour cela, on définit un foncteur exact A]: Nil(A)—> QI(A) par (E,v)i— (E,l—vt-])

et on note
v K; (a1 !
BN — N () ——— T k@' @) — &, @)

1'homomorphisme composé. On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 3. - Pour tout iy 0, A. est une section de O . T.e. P, olA.=idn .
2 i i 1°71 Ni a)

Avec les notations précédentes, on a P ]oAl(E,\)) =D °(E,t-v).

Mais on a une suite exacte de A[ t:] -modules (la suite exacte caractéristique

de v, [1], p. 630)
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

0—sE 8, Alt]——>E ®, Alj— E —» O,

ou E\) est le A[t] -module dont le groupe sous—jacent est E et ou

x.( 2 tk) = I \)k(x).a , pour x€¢E et I a thA {t] ; par suite on a
2 k k
k k k
-] - = 1 ] = . . ] - .
p°(E,t-v) (E,v) et P o & ldNil(A)' Si 1'on désigne par
1, K (8 !
Ai : Ni(A)-—a Ni(A)___________, Ki(Q (A)) 1'homomorphisme composé, on a

1 1 . .o . e s
s o Ai 1d§’i(A) pi°Ai , ce qui établit la proposition.

(1.4) Le théoréme de divisibilité.

LEMME. - Soit n¥2 wn entier. Les coefficients de la série formelle

n . - 1
VvV 1+t € Q[(t]) sont Jans le sous-anneau T [n] de Q.

On procéde par récurrence sur le degré de cette série. On a
W =] + % t + o(t). Supposons que \n/th = 1+p(t)+ak+ltk+l+o(tk+]) .
od P(t) est un polyndme dans 2[;11-], d coefficients, sans terme constant et
de degré k. On a alors I+t = l+nak+]tk+] + Q(r) + o (tkH) ou Q(t) est un

polyndme de degré k+1 & coefficients dans Z[];] ; i1 en résulte que

1
akH( 2 [;] .

Le théoréme (1.1) résulte alors de la proposition suivante.
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Invariance homotopique en K-théarie hermitienne

PROPOSITION. - Sotent A un anneau {unitaire) et un entier inversible
dans A.
n . . \ -1
1) Le foncteur 6 : Nil(A) —Q(A) défint par (E,V)+— (E ,\ﬁ—vt }
est exact.
Désignons par er.l1 : ﬁ'i(A)—-» N.(A) — Ki(Q(A))Z'homomorphisme composé
i1) L'endomorphisme oioe? de ﬁ;(A) est bigectif. L'automorphisme

réciproque est induilt par la multiplication par n.

Le foncteur 6" est bien défini grace au lemme précédent.
Pour 1 (k ¢(¢n, on considére les foncteurs exacts gk:Nilr(A)—vt\’il (A)
définis par (E,v) W (E kv K), ob a =t (V1-ve™ ).
La proposition (1.3.1,iii) montre que l'on a la suite exacte
0—> g gy =28, —>0 ;
4'08 K; (@) <k, (g)4K, (g) 1 N, Tta) —> N, (A)

et, par suite, Ki(gn) = n Ki(gl)'

., . T ~T o ~ . ..
Soit AP Ni (A)-—-,Ni(A). Grace au corollaire de la proposition (1.3.2)
on vérifie que
.T _ n T ~r ~
Par passage a4 la limite inductive, on obtient

n '\5
P o b, =1n p 0O, N.(A)— N, ()

"os n_ .o~
d'oi n Oi ° ei ldNi(A).
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

COROLLAIRE. - S7 A est wre Q-algébre, ﬁ;(A) est un Q-espace vectoriel pour

tout 1i30.

2. SUR L'INVARIANCE HOMOTOPIQUE DE LA K-THEORIE HERMITIENNE.
(2.1) Les groupes ki(A) et k'i(A).

Soit A un anneau hermitien (i.e. un anneau unitaire A, muni d'un antiji-
automorphisme involutif awy d). Si E est un A-module projectif de type fini,
tE désigne 1'ensemble des f : E—> A, & -linéaires tels que f(x.a)=af(x) pour
X€E et acA. Alors tE est un A-module projectif de type fini et 1'application
E —>"E définit un foncteur P(A) — P (A)°, tel que t(tE) 2 E pour tout E.

I1 résulte de ceci, que le groupe Z/2Z opére sur les Ki(A)'
On peut donc considérer les groupes de cohomologie de Tate ki(A) = %pait
WPT (2722, () et k(A) = HHP (2/22, K ().

De méme, le foncteur Nil(A) — Nil(A)°, défini par (E,v) —> (tE,tv).
induit une action de Z/22Z sur les Ni(A)’ d'ol des groupes ni(A) et n'i(A)'
De plus, on a une suite scindée de Z/2Z-modules

0—> K (4) —> N, () = §_ (&) —>0

permettant de définir les groupes ﬁ;(A) et 3}'(A).

PROPOSITION 1. - Scit A un anneau hermitien dans lequel 2 est irversible.

~ ~
On a alors ni(A) = n'i(A) = 0 pour tout iyO0.
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

En effet, siM=§fi(A), on a
ﬂi(A) ={xeM/x=i} /{xeM/;ych=y+§} et
K'i(A) = {XEM/X = -i} / [xeM/JyeM X = y—)"; .

Soit x€M tel que x = €% (e=+1 ou €=-1). Or 2id,, est un isomorphisme ; donc,

M

. ] -1 o _ 1 ‘. -
.1y--2-x,onaey 7 EX =35 X d'ol x = y+ey.
On peut généraliser de la fagon suivante la proposition 1.

PROPOSITION 2. - Soient A wn anneau et G un grouwpe fini tel que lee w; (A)
sotent des G-modules. Alors, si n = Card(G) est inversitle dars A, on

ﬁj(G,ﬁ}(A)) = 0.

11 suffit,pour cela, de démontrer le lemme suivant.

LEMME. - Soient G un groupe fini, n = Card(G) et M un 2[-:;1 -mocule Sur

lequel G opére. On a g9 (G,M) = 0 pour tout j.

On pose A = Z[G] et A' =A[?ll-]. I1 suffit, par exemple, de montrer que

(i) le foncteur d'inclusion Mod, ,—> Mod, , qui est exact, préserve

da

les objets injectifs, et que (ii) le foncteur composé (ModA. —> Mod, —» Ab est

M —> oC
exact.

(i) Soit 0— M —N une suite exacte de Mod, et f : M—T un homomorphisme,

od I est injectif dans ModA,. Le diagramme

55



Invariance homotopique en K-théorie hermitienne

(0] » M 5 N
'
Oy Mo, z[—] 2N 8, 2[1]
//
/
/
1t

montre que f se prolonge en un homomorphisme N —» I.
(ii) 1l suffit de montrer que si M SELIN P = 0 est exacte dans Mod , la

suite MG—, PG——50 est exacte dans Ab.

G

L g.-x¢M et
eG

Soit yGPG, il existe x¢M tel que y = 7(x). Mais x' =%

4
m(x')=y.

On peut interpréter les propositions | et 2 comme des résultats d'invariance

homotopique.

COROLLAIRE. - Sott A un ammeau hermitien dans lequel 2 est inversitle.

<

Alors ke(A) A2 ko(Aft]) et k() & k (a[t]).

En effet, d'aprés [1] (p. 663 th. (a) ) et [2] th.4, on a la relation
KI(A [t])zkl (A) ® No(A), il résulte alors de la proposition 1 que kl(A[tl)zkl“
En utilisant 1'isomorphisme de suspension Kl(SA) =~ Ko(A), on obtient

ko (A) @ ko(A(t]).

Pour les plus hauteg dimensions, 1'analogue de la formule de Basgs est

encore 3 1'état de conjecture ([3], p. 63, théoréme fondamental de 1la K-théorit

algébrique (1)).
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CONJECTURE. - Soit A un anneau unitaire. Pour tout i»2, ona

Ki(A[t]) > Ki(A) ® Ni_l(A).

Cette conjecture implique donc que ki(A) ~ ki(A[t]) et k'i(A)avk'i(A[t])
pour tout i, donc que les foncteurs ki et k'i sont des invariants homotopiques

sur la catégorie des anneaux hermitiens dans lesquels 2 est inversible.

REMARQUE4.- D'aprés Quillen ([8) cor. du th. 7), on sait que 1'on a
‘i(A) > K, (aAft] ), pour tout anneau noethérien régulier.
REMARQUE 2. - Les résultats précédents permettent de montrer que Ni(SA) est

facteur direct dans Coker(Ki(A) K;(A t ) ol SA désigne la suspension de
1'anneau A.

(2.2) Invariance homotopique en K~théorie hermitienne.

Rappelons tout d'abord, d'aprés [5], la définition des groupes €W'i(A)

et swi(A) de la K-théorie hermitienne.

On désigne par A un anneau hermitien, dans lequel 2 eet inversible.
Si E est un A-module projectif de type fini, on note H(E) le module e-hyper-

i8 ; _ 1
bolique associé : c'est E o E muni de la forme c-hermitienne (g 0 ) . On

- n _qs
pose eon,n(A) Aut(H(A™) et 0(a) = 1%9 eon,n(A)'

Par définition on a eLi(A) = vi(BEO(A)+)i30, tandis que ELo(A) est le
groupe de Grothendieck de la catégorie des modules €-quadratiques. D'autre
part, d'aprés [2] th. 4, on a Ki(a) = 7. (B G1(A)") 131 ob GL(A) = %gcln(A)
avec Gln(A) = Aut(A™) . Le foncteur d'oubli des structures quadratiques
définit un homomorphisme ELi(A)—e»Ki(A) iyo, dont le noyau est, par définition
le groupe eW'i(A) . De méme, le foncteur hyperbolique défini un homomorphisme

Ki(A)-—?eLi(A) dont le conoyau est le groupe ewi(A)°
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PROPOSITION. - Soit A un anneau hermitien dans lequel 2 est inversible. On a
7 ~~, ’ : ' A\ T PR
alors e‘”i(A)-’ewi(A[t]) st O¢ig2 et W i(A) 5 W i(A[t:]) st
0¢1igl. De plus, la conjecture irplique que Ewi et ew'i sort des

invartants homotopiques pour tout 1i30.

Tout d'abord, d'aprés {51(1. th. 1.1), on a ng (a) aJewL (A(t]). On
vérifie alors aisément que 1'on a une suite exacte EW'O (a) —,tw'o (A) = ko (A) ;
d'oli il résulte que EWo(A)Sl' €Wo(A[t]).

D'aprés le théoréme de périodicité de la K-théorie hermitienne [6] , on

a la suite exacte

cw'n(L, ewn (A)————» kn () -Ewn+l (A_)____, €w'n-—l (&)
T |
k'n(A) k'n(A)
!
[ T J/
Ew n-1 (A}__L Ewn+l (<A)_ kn (Az___ Ewn (A)e—— E:w n(A) *

Le corollaire (2.1) et ce qui précéde montrent alors que €W2(A):$SWZ(A[t]¥
Par 1'isomorphisme de suspension, on a ewl(A) X et\'] (Alt]) et, enfin, 1la

. ] ~ '
suite exacte montre que W {(8) = W i(A[t]).

éné ' : : al = .
Plus généralement, 1l'invariance homotopique des eWi et E“ i €St equivalentt
& celle des k, et k'i. Donc, si la conjecture est véfifiée, les groupes

hermitiens sont des invariants homotopiques.
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