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INVARIANCE HOMOTOPIQUE EN K-THEORIE HERMITIENNE 

par Michel CRETIN 

Soit A un anneau (unitaire). On désigne par P(A) la catégorie des 

A-nodules projectifs de type fini et par Nil(A) la catégorie des couples 

(E,V ) où E est projectif de type fini et o un endomorphisme nilpotent de E. 

Oes catégories sont exactes ; on peut donc considérer les K-groupes K^A) de 

P(A) et N i(A) de Kil(A). Le foncteur d'oubli, défini par (E, \) ) *-* E, fournit 

une décomposition en somme directe K.(A) = K.(A) 9 ( A ). Or. montre alors que 

pour tout entier n » 2 , inversible dans A, le groupe Î ^ U ) est n-divisible 

et sans n-torsion. Pour cela, on fait apparaître Î T u ) comme facteur direct dans 

le groupe K¿(fi(A)) d'une catégorie fi(A) formée de modules projectifs de type 

fini munis de "polynômes de Laurent inversibles". 

On suppose de plus l'anneau A. hermitien. On a alors sur P(A) un 

foncteur de dualité E *-?E ; ceci permet de faire agir le groupe 1/27L sur K^A) ; 

On obtient ainsi des groupes de cohomologie de Tate k ¿(A) et k!(A). 
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Invariance homotopique en K-théorie hermitienne 

Rappelons d'autre part (cf. [3] , problème 3 "théorème fondamental de 

la K-théorie algébrique") que l'on conjecture que K^UClJ) = K^A) $ ^ (A)„ 

Dans le cas où i= 1 , c'est un théorème classique de H. Bass. Il en résulte que 

les foncteurs et k'^ sont des invariants homotopiques sur la catégorie des 

anneaux hermitiens dans lesquels 2 est inversible. 

Enfin, les groupes et la K-théorie hermitienne sont reliés 

aux groupes k ; et k^ par la suite exacte de périodicité [é] . Il en résulte 

donc aussi l'invariance homotopique des groupes hermitiens. 

C RAPPELS SUR LA K-THEORIE ALGEBRIQUE. 

Dans ce paragraphe, on rappelle brièvement la construction de la K-théorit 

algébrique d'une catégorie exacte, ainsi que quelques propriétés dont nous 

aurons à faire un usage fréquent par la suite. Nous suivrons [8] auquel nous 

renvoyons pour un exposé détaillé. 

( 0 . 1 ) Catégories exactes, 

DEFINITION. - Une catégorie exacte E est une sous-catégorie pleine d'une 

catégorie abélienne A, stable par extensions et contenant l'objet nul 

0 de A. Une suite de E, de la forme 0—>Z' — E : > E"—* 0 yest 

exacte si elle est exacte dans A. 

REMARQUE. - On peut caractériser axiomatiquement les catégories exactes. 

Soit E une catégorie exacte. Une flèche E' — ï E (resp. E —0.—> E") de E 

figurant dans une suite exacte de E de la forme précédente est appelée un 
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Invariance homotopique en K-théorie heimitìennc 

nonomorphisine (resp. épimorphisme) admissible et est notée E'; 1 i. E 

(resp. E á_^E"). 

Exemple. - Soit A un anneau (unitaire) ; la catégorie P(A) des A-modules I 

droite, project if s de type fini e.ct exacte. 

(0.2) La construction de Quillen. 

A toute catégorie exacte E, on associe une catégorie Q(E) de la façon 

suivante : les objets de Q(E) sont identiques aux objets de E mais les 

fleches de E vers E' sont les classes, è isomorphisme près, de diagrammes de 

la forme : J 
F> l ,>£' 

j 

E • 

Pour qu'un tel diagramme soit équivalent à 

F'> il > E . 

J 1 

E J 

il faut et il suffit qu'il existe un isomorphisme h : F , F' tel que 

41 



Invariance homotopique en K-théorie hermitienne 

F 

i ' ^ . / i 1 

J F f < 

soit coramutatif. 

La composition des flèches dans Q(E) est définie à lfaide du diagramme 

F JU.F- > F' , Il , E" 

) 

r > ^ n 

j : 

k 
**" • 

( 0 . 3 ) Définition des K-groupes. 

Le nerf de la catégorie C(E) est l'ensemble simplicial [n] +-* Mor( [n] ,Q(E)). 

L'espace classifiant BQ(E) de C(E) est la réalisation géométrique de cet 

ensemble simplicial. L'objet nul 0 de E définit un point-base de l'espace 

BQ(E). 

Les K-groupes de E sont alors définis comme les groupes d'homotopie 

de l'espace pointé BQ(E). Flus précisément, on a : 

K ¿(E) = " iT (BQ(E)) pour i^o. 
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On vérifie que ces groupes sont compatibles avec les produits finis 

et les limites inductives filtrantes : si E et E' sont deux catégories exactes 

on a 

K^(E*E' ) a: K ¿(E) • KjÍE
1) 

et, si J H t E . est un système inductif filtrant de catégories exactes, en a 

K ¿ ( lim E j ) — lim (Ej ). 

On montre (cf. [8] th.l) que K Q(E) est canoniquement isomorphe au groupe 

de Grothendieck de la catégorie exacte E. 

Enfin, on définit les K-groupes d'un anneau unitaire A par 

K.(A) = K.(P(A)). 

(O.k) Foncteurs exacts. 

Soient E et E* deux catégories exactes. Un foncteur f : E-*IE! est exact 

s'il est additif et transforme les suites exactes de E en suites exactes de E'. 

On obtient alors un foncteur Q(f) : Q(E)—* Q(E f) et des homomorphi sine s de 

groupes K ¿(f) : K^E)—•» K ^ E ' ) . De cette façon K ¿ devient un foncteur des 

catégories exactes et des foncteurs exacts, à valeurs dans les groupes atéliens. 

DEFIHITION. - On dit qu'une suite 0 — , f '—>. f — , f"_^ c de foncteurs exacts 

de E vers E' est exacte, si, peur tout objet E de E, la suite 

0-—»f'(E) >f(E) —^f'(E)—» 0 est exacte dans E'. 



Invariance homotopique en K-théorie hermitienne 

Nous utiliserons souvent la proposition suivante : 

PROPOSITION. - Soiv 0 —^ f f — » f —» f" » 0 une suite exacte de fondeurs 

exacts entre E et E'. On a la relation : 

'^(D = K.(f') + Kjff") : K.(E) » KjtE") pour i * 0 , 

Indiquons la méthode de démonstration : soit Ex ( E ) la catégorie des 

suites exactes de E. C'est une catégorie exacte dont on note les objets a 

par C—> sa—> ta —*qa — f 0 , définissant ainsi trois foncteurs exacts 

s,t et q : Ex ( G ) »E. Il suffit alors de prouver que : 

K• (t ) = K. (s) + K. (q) : K. (EX(E) ) — * K. (IE) . 
i i 1 ^ 1 i 

Pour cela, considérons le foncteur exact a : E*E-*Ex ( E ) tel que td = (s€q)d, 

sd = pr^ et qd = pr 0. 

D'où 

K i(t)K i(d) = (Ki(s)+Ri(q))Ki(d) : K. (E)eK.(E) K. ( E ) 

Mais, d'après [8] th. 2, 

(Ki(s),Ki(q) : Ki(Ex(E))-^Ki(E)eKi(E) est un isomorphisme. Puisque 

(s,q)d = id, Kj.(d) est un isomorphisme et l'on obtient la relation cherchée. 

1. LES GROUPES N\(A). 

Dans la première partie de ce paragraphe, on donne la définition des 

groupes N^(A) pour un anneau unitaire A et on énonce le théorème de divisibi­

lité. Les autres parties de ce paragraphe sont consacrées à la démonstration 
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de ce théorème. Pour cela, on fait apparaître les groupes N^CA) comme facteurs 

directs de K-groupes K^{iï{k)) d'une catégorie exacte Q(A), introduite dans 

la seconde partie de ce paragraphe ; une filtration sur Q(k) permet d'établir 

ce dernier point. 

Les groupes I\\(A). 

Soit E une catégorie exacte . On désigne par Kil(E) la catégorie dont 

les objets sont les couples (E,i>) où E est un objet de E et o un endomorphisme 

nilpotent de E ; un flèche f : (E, \> )—*(F,y) est une flèche f : E F telle 

que P o f = f o ^ et une suite 

0 — * (Ef , y 1 ) — > (E, v )—> (E">4> 0 est exacte s'il en est ainsi 

de la suite sous-jacente d'objets de (E. 

De plus, pour tout entier r * 0 , on désigne par Kil c ((E) la scus-

catégorie pleine de «Nil(E) dont les objets sont les couples (E,i>) tels que 

^ = 0 . 

LEMME. - Les catégories Bîil(E) et (Nil r (E) ( r » 0 ) sont exactes et l'on a 

Nil(E) = lim :Nilr (E). 
r 

En effet, on peut considérer E comme sous-catégorie exacte d'une 

catégorie abélienne A. Alors Nil(E) (resp. (Nilr (E)) est une sous-catégorie 

exacte de la catégorie abélienne mil (A) (resp. «Kil r (¿0). 



Invariance homotopique en K-théorie hermitienne 

46 

COROLLAIRE. - On définit les groupes N^(E) = ((Nil(E) ) et -pour tout r^ 0, 

N. r(E) = K^(lNilr (E) ). On a alors N^(E) = lim N i

r(E). 
r 

En particulier, pour un anneau unitaire A, on notera 

N,(A) = U.(P(A)) et N. r (A) = K. r (P(A)). 
1 1 1 1 

De plus, le foncteur E %—9 (E ,0 ) de E à valeurs dans Nil(E) (resp. dans 

Nil r (E)) admet pour rétraction le foncteur d'oubli (E, p ) E. On définit 

alors les groupes N̂ .(E) et (E) à l'aide des suites naturellement scindées : 

0—» K^(E) » N (E) — > N^(E) ,0 / 

0—*K.(E) >II.r(E) ^ K . r ( E ) — • C . 
1 1 1 

Le corollaire précédent montre que Iw(E) = lim^rK r(E) et pour un anneau 

sanitaire A, on a les groupes N^(A) = E..((P(A)) et (A) = îî/(IP(A)). 

La suite de ce paragraphe est consacrée à la démonstration du théorème 

suivant : 

THEOREME. - Soit A un anneau unitaire. Pour tout entier ni 2 inversible dans 

A, les groupes K̂ .(A) sont n-divisibles et sans n-torsion. 
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( 1.2) La catégorie J2(A). 

Soit E une catégorie exacte. D'après [ 4 ] on considère la catégorie 

E[t,t 1 ] dont les objets sont les objets de E, les flèches de E dans F sont 

les sommes formelles à support fini (polynômes de Laurent) y = y t" , 
n £ £ n 

où les Y n sont des flèches de E dans F dans E . La loi de composition est le 

"produit des polynômes de Laurent". 

On définit alors une catégorie JÎ(E) de la façon suivante : les objets 

de îKE) sont les couples (E,Y) où E est un objet de E et y un automorphisme 

de E dans E [t,t~1] ; les flèches f : ( E , Y ) -* (F,ô) sont les flèches f : E F 

de E telles que 6 Qf - foY dans E [t,t "'j ; enfin une suite 

0 - * ( E , , Y F ) — * ( E , Y ) — » ( E , F , Y L F ) — » 0 est exacte, si la suite sous-jacente 

de E est exacte. 

De plus, pour tout entier r^o, on désigne par ftR(E) la sous-catégorie 

pleine de fi(E) dont les objets sont les couples ( E,y ) tei que l'ordre de Y 

soit supérieur ou égal à r (i.e. Y_ n=o pour n>r). 

LEMME. - Les catégories H ( E ) et fir\e) pour tout r >o sont exactes et 

fi(E) = lim fi r(E). Par suite K.(fi(E)) = lim K.(fir(E)). 

r r 

En effet, E est une sous-catégorie exacte d'une catégorie abélienne A, 

alors Î2(E) (resp. fi (E)) est une sous-catégorie exacte de la catégorie abélienne 

(resp. G rCA)). 

Lorsque A est un anneau unitaire, on note Œ(A) - fì(P(A)) et 

0 r ( A ) - flr(P(A)) r > 0. 
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(1.3) Les homomorphisme : îL(ft(A))—* (A) . 

Tout d'abord, nous construisons un foncteur exact p ° : fi°(A) -> INil(A) 

Pour cela, en suivant l'exemple de [9} (démonstration du théorème 16.4) on 

établit la proposition suivante : 

PROPOSITION 1. - i) Soit (E,ct) un objet de Çï° (A) • Désignons par u^ l'endomor­

phisme de E G 4 A[t] induit par a. Alors = Coker(u) est un h-mcdule 

A CL CL 

projectif de type fini et la multiplication par t induit sur E^ un 

endomorphisme nilpotent v . 

ii) L'application (E,a) (E^yv^) définit un foncteur exact 

p° ; n°(A)-*<Nil(A). 

iii) Soient (E,a) et (E,g) deux objets de fi°(A) ayant le rnêtoe 

module scus-jacentj alors la suite 

0 — , ( E 6 , V 8 ) _ ^ ( E a 6 , V a 6 ) - ^ (E 0.V a) - * 0 

est exacte. 

Considérons donc un objet (E,a) de Jî° (A). L'inclusion 

i : E § A A[t]—?E A[t,t \ admet une rétraction A-linéaire j, de sorte que 

v^ • j o u' _ j o i est une rétraction A-linéaire de u^, où u' ^ désigne 
a a 

l'endomorphisme de E 9^ A[t,t \ induit par a Il résulte de ceci une suite 

scindée de A-modules 

u 
0 — » E « A A[tl S—» E « A A C t l - » E a — > 0 ; 
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donc E est un A-module projectif et on note V a l'endomorphisme de induit 

par t. De plus, la suite exacte E $ A A[t] / t
SE & A A[t) » E^—> 0 , où :. est 

l'ordre de a ' montre que E Q est de type fini et nilpotent. On obtient 

ainsi un foncteur p°;(E,a)i *^çx'Vq) dont l'exactitude résulte du lemme du 

serpent • 

Enfin soient (E,ot) et (E,(3) deux objets de ft°(A) ayant le même module 

gous-jacent. On a la suite exacte 

0 — > Imu / Imu n ^CokerCu r ) — > Coker(u ) —> 0 

a aB 7 aB or 

et le diagramme commutatif 

UR 
E » A A Ctl 2 — ^ E 3 A A [t] 

u^ \ ) ^ 
Im u Û * Im u 

aS a 

axnitre que Im u^/ Im u^g s'identifie à Coker(ug);d'où la suite exacte : 

0 — * Eg —* E ^ g — » E^ —* 0, ce qui achève la démonstration de la proposition 1. 

COROLLAIRE. - Pour tout entier r ̂  o, on a un foncteur exact 

p r: fir(A)—*Nil(A) défini par (E,y)i—* ( E rv ' v ry* * 

On considère alors les homomorphismes composés : p* • Tf5 o K ^ ( p r ) : 

Kl(fl
r(A)) •N'.CA). 
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PROPOSITION 2. - Pour tout entier rjo le diagramme 

K.(Qr(A)) 

îf.(A) 

" r ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

K.(P.r+1(A)) P i + 1 

est ccmmutatif. 

r r+1 

En effet, soit i : fi (A)—> fi (A) le foncteur d inclusion et 

&r:fi
r(A)—-> Nil(A) le foncteur défini par (E,y) h—>(E,0). 

D'après la proposition 1, iii) on a une suite exacte : 

0 >(Et,V )_*(E ,v ) rfE ,V ) — * 0 

t y t Y t Y t Y 

et, par définition de p ° , on a ( E

t>
v

t)
 = (E,o). Il en résulte que la suite 

de foncteurs de fir(A) dans Nil (A). 
r+1 r 

0 » 6 r — » p 0 i r — > p — > 0 

est exacte. D'après la proposition (0.4), on a la relation. 

K . ( p r + 1

0 i ) = K . ( p r ) + K.(6 ) : K. (Qr (A)) N.(A). i r i i r i. > / / x\ 

En composant par Î"L : N^(A) > N^(A) on obtient la relation 

r+1 v ,• \ r 
p ^ o K £ ' x

r )
 B P- » d ou la proposition. 
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COROLLAIRE. - Pour tout i)0 , il existe un unique homomorphisme 

p^:K^(fi(A))—^ Î^(A) tel que, pour tout r > 0 , le diagramme 

K.(fìr(A)) r 

^ ^ - ^ N.(A) 

K . № ( A ) ) ^ ^ ^ ^ 

soit commutati f. 

Nous allons montrer que 1 1 homomorphisme p ̂  a une section, ce qui 

établira que le groupe N^(A) est facteur direct dans K^(Q(A)) comme annoncé 

au début de ce paragraphe. 

Pour cela, on définit un foncteur exact A 1 : '«Nil (A)—> fi1 (A) par (E,v) »—* (E, 1-vt ') 

et on note 

^ K (A 1) 
A £:N i(A) *N.(A) ± > K.(fil(A)) IL 02(A)) 

l f homomorphisme composé. On a alors la proposition suivante : 

PROPOSITION 3. - Pour tout i> 0, A. est une section de P . i.e. P .0A.=id<rv / A N . 
' i i l i N^(A) 

Avec les notations précédentes, on a p'oû'tE.v) - P°(E,t-v). 

Mais on a une suite exacte de A[t]-modules (la suite exacte caractéristique 

de V , [l], p- 630) 
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0 .E « A A[t] ~ > E « A A[t] > E v - ^ 0, 

où est le A [t]-module dont le groupe sous-jacent est E et où 

x.( I \ t k ) = ^ v k(x).a k > pour x c E et I a k t
k G A [t] ; par suite on a 

k k k 

0°(E,t-v) « (E,v) et P ]

0 A 1 = i dNil(A) # S i l f ° n d é s i 6 n e P a r 

K . ( A J ) j 

A^ : N^(A)—> N^(A) - » (Q (A)) 1 1 homomorphisme composé, on a 

pî o A? * id^ . v • P . o A . , ce qui établit la proposition. 

(1.4) Le théorème de divisibilité. 

LEMME. - Soit nï2 un entier. Les coefficients de la série formelle 

\/ F+t c Q[Ct]] sont dans le sous-anneau 7 [-^] ¿ 2 

On procède par récurrence sur le degré de cette série. On a 

1 + t = 1 • i t + o(t). Supposons que ^J/T+t = 1+p (t)+a f c + } t
k + 1 +o ( t k + 1 ) 

où P(t) est un polynôme dans z [ - ^ ] , à coefficients, sans terme constant et 

k+1 k+1 
de degré k. On a alors 1+t = l+na k + |t + Q(t) + 0 (t ) où Q(t) est un 

polynôme de degré k+1 à coefficients dans if—] ; il en résulte que 

Le théorème (1.1) résulte alors de la proposition suivante. 
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PROPOSITION. - Soient A un anneau (unitaire) et un entier inversible 

dans A . 

i) Le foncteur e n : (Nil(A) *R ( A ) défini par (E,v)r—v (E ,Vî-vtf1 > 

est exact. 

Désignons par 0? : N \ ( A ) — » N ^ A ) — > K^(Q(k))l 'homcmorphisne composé 

n 

vij L'endomorphisme P^o9^ <3e N ^ ( A ) est bijectif. L'automorphisme 

réciproque est induit par la multiplication par n* 

Le foncteur 0 n est bien défini grace au lemme précédent. 

Pour l{k^n, on considère les foncteurs exacts g^:Nilr ( A ) —» Nil ( A ) 

définis par (E,v) v-> ( E a

k > v a

k ) , où a = t r (^l-vt" 1 ). 

La proposition (1.3.1,iii) montre que l'on a la suite exacte 

g, > g k + l — ^ g k _ _ > 0 ; 

d'où K ^ ^ , ) = K . C g ^ + K ^ g ^ : N . r l A > — ^ N.(A) 

et, par suite, ^ ( g ^ = n K ^ C g , ) . 

Soit : (A)—^N^(A). Grâce au corollaire de la proposition (1.3.2) 

on vérifie que 

p^A^jT = n p.,ej . NT(A) — " > N-^A). 

Par passage à la limite inductive, on obtient 

p i o A. = n p. 06? N . ( A ) — » N.(A) 

d'où n p. o 6° « id-
i 
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COROLLAIRE. - Si A est une ty-algèbre, ft^(A) est un Q-espace vectoriel pour 

tout i)0. 

2. SUR L'INVARIANCE HOMOTOPIQUE DE LA K-THEORIE HERMITIENNE. 

(2.1) Les groupes tu (A) et k'^A). 

Soit A un anneau hermitien (i.e. un anneau unitaire A, muni d'un anti-

automorphisme involutif a i-* 3) . Si E est un A-module projectif de type fini t 

*~E désigne l'ensemble des f : E — } A, 2»-linéaires tels que f(x.a)=af(x) pour 

x€ E et a£A. Alors tE est un A-module projectif de type fini et l'application 

E »—%*E définit un foncteur P (A) —>(P (A) 0, tel que 1 (tE) - E pour tout E. 

Il résulte de ceci, que le groupe 2/22 opère sur les K^(A). 

On peut donc considérer les groupes de cohomologie de Tate k.(A) « H ^ a i r 

H p a i r (Z/2Z,Ki(A)) et k!(A) = H
i m p(Z/2Z,K.(A)). 

De même, le foncteur Nil (A)—*>^il(A)°, défini par (E,v) i—* ( tE, tv) % 

induit une action de Z/2Z sur les N^(A), d'où des groupes n^(A) et n'.(A), 

De plus, on a une suite scindée de Z/2Z-modules : 

0 — } K. (A) — b N. (A) —> N?(A) — * 0 
1 1 1 

permettant de définir les groupes ru (A) et ru '(A). 

PROPOSITION 1. - Soit A un anneau hermitien dans lequel 2 est inversible. 

On a alors n^(A) = n\(A) = 0 pour tout i^O. 
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En effet, si M = 8 ^ ( A ) , on a 

^(A) - [x€ M/x - x } / [x£M/3 y c M x = y+y} et 

£ \ ( A ) = (x€M/x = -x} / [x€M/3y CM x = y-y J • 

Soit x € M tel que x = (e=+l ou e=-l). Or 2id^ est un isomorphisme ; donc, 

s i y • | x, on a ey = | £x = y x d'où x = y+ey. 

On peut généraliser de la façon suivante la proposition 1. 

PROPOSITION 2. - Soient A un anneau et G un groupe fini tel que les n ^ ( A ) 

soient des G-modules. Alors, st n s Card ( G ) est inversible dans A, on a 

H J ( G,ff . ( A ) ) * 0, 

Il suffit,pour cela, de démontrer le lemme suivant. 

LEMME. - Soient G un groupe fini, n = Card ( G ) et M un *f~l -module sur 

lequel G opère. On a ÏP(G,M) = 0 pour tout j . 

On pose A = ^ [ G ] et A ' = A T ^ l - H suffit, par exemple, de montrer que 

(i) le foncteur d'inclusion Mod,f s Mod A , qui est exact, préserve 

les objets injectifs, et que (ii) le foncteur composé (Mod , —> (ModA—> Ab est 

A C 

M »—> M 
exact. 

(i) Soit 0—> M —>N une suite exacte de Mod A et f : M—*I un homomorphismet 

oû I est injectif dans Mod^,. Le diagramme 
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0 > M > N 

i I 
0 > *>»2*B 

1 ^ 

montre que f se prolonge en un homomorphisme N — » I. 

(ii) il suffit de montrer que si M — ^ > P —-> 0 est exacte dans Mod^ , la 

G G 
suite M —•> P > 0 est exacte dans Ab. 

G 1 G 
Soit JÇ? , il existe x^M tel que y « T T ( X). Mais x f » — £ g.xCM et 

n g£ G 
Tr(x')«y. 

On peut interpréter les propositions 1 et 2 comme des résultats d'invariance 

homotopique. 

COROLLAIRE. - Soit A un anneau hermitien dans lequel 2 est inversible. 

Alors ko(A) * k 0(A[t]) et kj(A) * k,(A[t]). 

En effet, d'après [î"l (p. 663 th. (a) ) et [2 "] th.4, on a la relation 

Kj (A [t J ) » Kj (A) S No (A), il résulte alors de la proposition 1 que kj(A[t\)^fc (A 

En utilisant 11isomorphisme de suspension Kj(SA) — K 0(A), on obtient 

ko (A) * k o ( A C t ] ) . 

Pour les plus hautes dimensions, l'analogue de la formule de Bass est 

encore à l'état de conjecture ([3*J, p. 63, théorème fondamental de la K-th€ori« 

algébrique (1)). 

56 
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CONJECTURE. - Soit A un anneau unitaire. Pour tout i> 2, on a 

K^ACt]) 2r K^A) 8 N ^ X A ) . 

Cette conjecture implique donc que lu (A) k^(A[t]) et k\ (A) k V (A£t]) 

pour tout i, donc que les foncteurs k^ et k'^ sont des invariants homotopiques 

sur la catégorie des anneaux hermitiens dans lesquels 2 est inversible. 

REMARQUE ri.- D'après Quillen ( [ 8 " ) cor. du th. 7 ) , on sait que lfon a 

K^(A) ̂  K^CAft]), pour tout anneau noethérien régulier. 

REMARQUE 2 . - Les résultats précédents permettent de montrer que N^SA) est 

facteur direct dans Coker(Ki(A) K^(A t ) où SA désigne la suspension de 

lfanneau A. 

( 2 # 2 ) Invariance homotopique en K-théorie hermitienne. 

Rappelons tout d'abord, d'après [5], la définition des groupes e

v i ^ A ^ 

et W.(A) de la K-théorie hermitienne. 
e i 

On désigne par A un anneau hermitien, dans lequel 2 est inversible. 

Si E est un A-module projectif de type fini, on note H(E) le module e-hyper-

bolique associé : c'est E © t E muni de la forme e-hermitienne ̂  o ) * 0 n 

pose 0 (A) - Aut(H(An) et 0(A) = lim 0 (A). 
* c n.n e —* z n,n 

n 

Par définition on a L.(A) = T \ ( B 0(A)+)i>0, tandis que Lo(A) est le 

groupe de Grothendieck de la catégorie des modules e-quadratiques. D'autre 

part, d'après [ 2 ] th. 4 , on a K^A) = T T . ( B G1(A) + ) \\\ où G1(A) = limGln(A) 
A 

avec Gl n(A) * Aut(A ) . Le foncteur d'oubli des structures quadratiques 

définit un homomorphisme e

L^(A) K^(A) i>,o, dont le noyau est, par définition^ 

le groupe W . (A) . De même, le foncteur hyperbolique défini un homomorphisme 

fc. (A)—* CL. (A) dont le conoyau est le groupe W. (A). 
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PROPOSITION. - Soit A un anneau hervritien dans lequel 2 est inversible. On a 

alors W. ( A ) ^ W.(A[t]) si 0fU2 et W'. (A) ̂ * W». <A[t] ) si' 

Ofi<\. De plusy la conjecture implique que U\ et ^ ^ sont des 

invariants homotopiques pour tout i$0. 

Tout d'abord, d'après [5J(I. th. 1.1), on a (A) ̂ £ W
!

0 (A[.t]). On 

vérifie alors aisément que l'on a une suite exacte ^W'0 (A)-*>^W'0 (A)—>ko(A) ; 

d'où il résulte que W c (A) ̂  £W 0(A[t]). 

D'après le théorème de périodicité de la K-théorie hermitienne [6*] , on 

a la suite exacte : 

eWVA-> > e

W n ( A i > k n ( A ) > -eVl ( A> > eW'n-l<A> 

1 
j 

k' (A) k'(A) 
n n 

î i 

Le corollaire (2.1) et ce qui précède montrent alors que (AO^^V^CAft]}. 

Par 1 1 isomorphisme de suspension, on a ^W^ (A) ^ e^
Tj(A[t]) et, enfin, la 

suite exacte montre que e

w ,^( A[ t])» 

Plus généralement, l'invariance homo topique des et G^
7 l£ est équivalent* 

à celle des et k1^. Donc, si la conjecture est véfifiée, les groupes 

hermitiens sont des invariants homotopiques. 
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