ANDRE ROUX
Catégories, complexes et homotopie

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1975, tome 12, fascicule 1
,p- 13-24

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1975__12_1_13_0>

© Université de Lyon, 1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1975__12_1_13_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Publications du
Département de
Mathématiques
Lyon 1975 t. 12-1

CATEGORIES, COMPLEXES ET HOMOTOPIE

par André ROUX

0. INTRODUCTION.

L'objet de cet article est une démonstration simple du ré@sultat suivant
dd 3 D. Quillen (cf. [2] , ch. 6, § 3) : & étant 1a catégorie des espaces
topologiques, sotent H la classe des équivalences faibles d'homotopie et
%-¢ [H-lj la catégorie "homotopique" ; B = TA : gng étant le foncteur
classifiant (au sens de G. Segal [3] ) de 1la catégorie & des retites catégories
dans €, coit T 1la classe des foncteurs f tels que Bf € H ; alore R induit
une équivalence de catégories de € [Z-l] dans 36 dont 1'équivalence inverse est
induite par ES :gw., A > Ou S est le foncteur complexe singulier et E le

foncteur eaplosion (pour les définitions, voir le § 1).

<

En fait, y étant la catégorie des complexes (semi simpliciaux), soit @
la classe des morphismes de complexes tels que TE€H (ol T est le foncteur

réalisation géométrique ) ; T et S sont en adjonction et on voit facilement
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que T induit une &quivalence de 9’[6“} dans J6 dont 1'équivalence inverse
est induite par S. Il suffit donc de montrer que le foncteur injection cano-
nique A : %w»¥ induit une équivalence de ‘@[Z_}] dans «9’[@-11 dont 1'équi-
valence inverse est induite par E ; dans ce but, on établit 1l'existence de
morphismes fonctoriels j : E& =+ IZ et k : AE -+ 19 qui, par passage aux
catégories de fractions, donnent 1'équivalence cherchée.

Le plan de cet article est le suivant : on donne (§1) les rappels des
définitions des foncteurs A et E et on construit le morphisme j ; on montre
(§2) comment étendre 3 yun foncteur de O dans & (o O est la catégorie des
ensembles finis totalement ordonnés) ; on en déduit (§3) que AE est 1l'extension
de AEA ce qui permet de comstruire le morphisme k et de montrer que kA = Aj
on rappelle alors (§4) l'adjonction entre les foncteurs S et T et on &tablit
1'équivalence entre y[@-ll et J6 ; on montre (§5) que, bour un complexe K,

Tk]( : BEK—» TK est une équivalence d'homotopie et que, par suite, k et j
induisent 1'équivalence cherchée entre g[):_l] et 3[@—1] .
On notera qu'aucun appel n'est fait aux notions d'homotopie simpliciale et de

complexe de Kan.

1. Pour une petite catégorie A, soit AA le complexe [n] r» %( [n},A), ot ([n]
est la catégorie définie par 1'ensemble ordonné {0 <l¢...¢ n} . On définit
ainsi un foncteur A : & mr I pleinement fidéle dont 1'image consiste en leg

complexes qui transforment les sommes fibrées de O en produits fibrés dans Eng,
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A admet un adjoint 3 gauche G 94,.,,6 tel que GA = ]6, et on note € : ly-» AC
1'autre morphisme d'adjonction. Explicitement, pour un complexe K, 1l'ensemble
(GK)o, des objets de GK est K, et 1'ensemble (GK)] des morphismes de GK est

1'ensemble des suites finies (xl,...,'xp) d'éléments de K, tels que élxi = éoxi_]

passé au quotient par la relation d'équivalence engendrée par ély = (62y,60y)

pour tout y¢€ K2.

Pour un complexe K, l'explosion de K est la catégorie EK dont 1l'enserble
des objets est (EK)o = Ume = {( {m],x) / 3 mGN} et dont 1'ensermble

(EK), des morphismes est L O([m],[n])xl(n ={e :((m] ,x)= (In],y) /6 € O([m], [n])

m,n

avec ©° y=x} - On définit ainsi un foncteur fidéle E : ¥y €. Par exemple,
EA[n] est la catégorie dont les morphismes de (=] _oc» [n]) dans [p] ._B_; n)
sont les applications croissantes @ {w] = [p] vérifiant B® =a ; en

particulier, EA[n] admet 1'identité I, ¢ [n]-—>n] comme objet final. E admet

un adjoint 3 droite D :Ew\, Pet on note $:1, => DE et Y:ED —» |

19’ 8 les

morphismes d'adjonction.
Pour nelN, soit 6 un morphisme dans EAn] de [m]._i, [n] dans [p] £ 5 [n]

ona a(m) =8 68(m) ¢ B(p), donc jlﬂ]: ar a(m) est un foncteur de EA[n] dans

[n]; de plus, pour Ye®([n],[n'), on a le diagramme commutatif ci-dessous

sl — W

o

safor] P[0T
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donc j[n] est fonctoriel en [n) de O. Pour une petite catégorie A, soit

i () = BG4 (08 = €(1m,8) > EEa]a] .0 F@ln],08) = 0a)

les (in(A))n définissent un morphisme de 'complexes iA:AA — DA qui est fonc-
toriel en A ; d'ol un morphisme fonctoriel i : A - D. Par adjonction, il en
résulte un morphisme fonctoriel j : Ei - 1(@ ; explicitement, pour

g6 (AA)p = ?([p’] ,A) considéré comme un objet de EAA, on a jA(g) = g(p) et,

pour ©¢O([m],[p]) considéré comme un morphisme dans EAA de ([d] ,f=g €) dans
({5} ,8), or a j,(8) = g(€(m) ¢ p):f(m)=j,(£) > j,(g)=g(p). On peut aussi
construire des morphismes p:E -» G et q:l‘,—» DG (se correspondant par adjonction)
tels que pA = J et qA = i. Les morphismes i,j,p et q se déduisent de 1'un

quelconque d'entre eux.

2. Pour un complexe K, soit TTK:([m] ,X)ww [m] le foncteur projection de EK
dans 0. Pour un foncteur F de O dans .? , on définit le complexe FK comme 1la

limite 3 droite dans f du foncteur Fm, de EK dans J :

K
EK =_lip, FT.

Pour nel, on a donc (F-K)n =\ (F@ )nll(p /nn , o A~ est la relation
P

d'équivalence engendrée par (a, ©" y)=((F®)a,y), pour tous a{F[p]m » YeKk
et 060([p],lq]). Il est évident que, si f:K—»L est un morphisme de complexes
f induit canoniquement un morphisme de complexes Ff:FK—> FL. Donc F est un

foncteur de ¥ dans elle-méme.
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par exemple, il est bien connu que, pour A:0 v &, on a limE An =K,

> EK K
donc A = ly . D'autre part, on voit facilement que EA[m] = Flm]; donc
FA=F (mais, F étant donné, cette égalité ne détermine pas entiérement F).
Enfin, F est Zonctoriel en F au sens suilvant : un morphisme p entre deux
foncteurs F et F' de O dans % , se prolonge canoniquement en un morphisme e
entre les foncteurs F et F'.

Pour un foncteur G de ¥ dans elle-méme, on a un morphisme canonique de GL
dans G, mais ce morphisme n'est pas nécessairement un isomorphisme (pour un
exemple voir §3). Soit K un complexe, on a EK=E(I:'-];mEKATTK) = IEE'EKEATTK car
E: & v € préserve les limites droites. Pour une petite catégorie A, on a
une application canonique p de 1i»m'EK @(A,EATTK) dans f(A,l_}’mEKEATTKF @(A,EX).
De fagon précise, on a Lim. €(aEam) = U €(A,EA[0])XK_ /~n , o o est la
relation d'équivalence engendrée par (¢, 0% y)=((EL6)¢,y) pour tous
¢e%(A,EA[m]),chP et 6€O([m],[p]). Soit (¢,x) € e(A,EA[m])me ; pour un objet
a de A, on a $(a)¢ 0([n},[m]) et pour un morphisme f:a-»b de A, d:(f)co([n;,[ng )
vérifie ¢(b)d(£f)=¢(a) ; donc, ¢(a)*x=¢(£)*d(b)*x, c'est-a-dire que $(f) est un
morphisme dans EK de ([n;] ,6(a)*x) dans ({nb'] ,0(b)¥x). Par suite,y
(a »(Yna] ,0(a)*x), £+ ¢ (£f)) est un foncteur d>x de A dans EK et il est facile
de voir que ¢ ne dépend que de la classe d'équivalence de ($,x) ; par passage
au quotient, ($,x)+r» ¢x définit 1'application canonique p de 1_'1,mEKf.(A,EA‘rTK)
dans @ (A,EK).

On suppose maintenant que A a un objet final# , et on note H:a— # 1la

projection canonique. Pour Y €€(A,EK), on pose lb(a)=([na’] ,xa) ; pour f:a =»b
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dans A, V(f) ¢ o( na'] ,[nb\) vérifie P(£)* X =x_ et, comme %f=§, on a
w(%)W(f)w(Z)e0([na-],[nﬂ) ; 11 en résulte que (a}—vw(g),f » P(f)) est un
foncteurm de A dans EA[n.] . Soit Ay la classe de ("‘L,X*) dans

1-i»m'EK Q(A,EAﬂK) ; on amx (a)=({ng ,w(g)*x*=xa), donc, pXA est l'application
identique de g(A,EK). Pour (¢,x)te(A,EA[m])me, av» ¢(3) est un foncteur

Zb' de A dans EA[n,] , et pour 8 = ¢(a) cO([n.],[m']), on a (EAe)g =¢ , d'ot
(¢,x)~(E,e"x)=>\(¢x)=kp(d>,x), c'est-a-dire que A¢ est 1'application identique
de 1_3'._,1111:‘,K Q(A,EAHK). On a démontre ceci : 87 A est une petite catégorie possé—
dan* un objet final, p est une bijection de lo-i,mEK @(A,EATrK) sur B(A,ER) ;

par la suite on Zdentifie ces deux ensembles & l1'aide de cette bijection.

3. La petite catégorie [m] posséde m comme objet final ; donc, pour un
complexe K, on a (AEK)m= ?(A[m] ,OFK) = e((_m] ’EK)=lé,mEK & ([m) ,EATTK)--
=\ o %([m] ,EA[n])xKn/~

= U @ee[a]) %K/~ = (U QEAla]XK [« ) =(AEA K) .-

I1 en résulte que le morphisme canonique de AEA  dans AE est un isomorphisme :
par la suite, on identifie MEA et AE 3 1l'aide de cet isomorphisme.

On a vu (§1) que l'on avait un morphisme j:EA -+ lg , d'ol un morphisme Aj
de AEA dans A ; par restriction & la catégorie O puis extension, on en déduire
un morphisme k = Aj:AE=AEA +~ A = 1.5, . Explicitement, soit (¢,x)¢ @([m],EA[rq ):&
un représentant d'un €lément sé€ (AEK)m, alors (j[n]cb,x)e e([m],[n] ):vl(n est un

représentant de kze€ Km.
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C: fw@étant 1'adjoint 3 gauche de A, il est facile de voir que le morphisme
d'adjonction €:ly—9 AG s'identifie au morphisme canonique de 1‘7 =L = AGA

dans AG. Il en résulte que le diagramme ci-dessous est commutatif

.
k]

g = Ao t ke
// A
k= éi: ApA / |2

d'ol €k=Ap. On en dé&duit : kA = (gp) (kA) = (ek)A=Aph = Aj. On a de méme
p=GAp=G(ek)=(Ge) (Gk)=Gk. k détermine les morphismes i,j,p,q, mais ceux—-ci ne
déterminent pas (directement) k qui apparait comme un morphisme fondamental.

On notera que les morphismes Ek et JE de EAE dans E sont distincts (et de

méme, ¢k # iE:AE -» DE).

4, Pour n¢ N, soit B[n] ={t=(t1,...,tn) tIn/O.(t](... et ¢ l} . Pour

® e 0([u],[n]), on définit 6; B[m] ~» B[n] par

e‘(sl"“’sm)=(t]""’tn)’ oli tj=si. avec ij=min(i/ 6(i) 2 ).

On obtient ainsi un foncteur B de O dans . t=(t],...,tn) est intérieur 3 Bn]

P o . . .
(en abrégé teB [n]) si et seulement si O<tle...(tn ¢1l. Les résultats suivants

sont faciles 3 vérifier :

(i) powr t€B[d], <l existe a €0([m),[n)) injectif et seBo[m] uniques tels que

tq!ls ’
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(ii) pour te€B%(n] et B c0([n],[m)) surjectif, on a B,tcBo[m];
(iii) pcur seB°[m), O+ O,s est injectif de O([m),[n]) dans Bn] ;
(iv) pour s et s', 71l existe t et 8,B'surjectifs et tels que s=B,t et s's= B;t :
de plus, st s et s' sont intériewrs, on peut choisir t 1intérieur.

(Pour démontrer (iv), on range les éléments de s et s' dans 1'ordre croissant)

La réalisation géométrique d'un complexe ¥. est 1'espace topologique
TK = ELPEKB“K' c'est-a-dire TK= \% B[ﬁ)xKn/«: ol ~ est la relaticn d'équi-
valence engendrée par (t,8"x)=(6,t,x) pour toux t¢B[p}, x¢€ kK, et Oco(['p] ,[n?]).
On dit que (s,x)€ B[nﬂxxm est ron égénéréc si s est intérieur et x non dégénéré
(dans K) ; d'aprés le lemme d'Filenberg-Zilber et les propriétés de B rappelées
ci~-dessus, chaque Elément de Un B[n]‘Kn est équivalent & un unique élérment non
dégénéré. Ceci montre que TK est naturellement muni d'une structure de Ck-
complexe (on rotera qu'un polyédre géométrique P s'identifie & la réalisation
géométrique du complexe ordorné associé au schéma simplicial définissant P,
avec un ordre total sur les sommets de FP).
Pour un morphisme de complexes f:K-» L, on note Tf:TK-» TL 1'application
(cellulaire) induite par (s,x) v» (s,fx). T est alors un foncteur de & dans e.
Or. montre facilerent (veir ['l-] )
1) T transforme les irjecticrs !resp. suriections) ewm roncrovphisres (resp.
€ptrorprigmes stricts).
2) T préserve les [7ritece gauckes Fnecs,

3) T préserve les limites croites.
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En particulier, T admet un adjoint 3 droite S :fw.,.‘f’appelé le foncteur
(complexe) singulier ; explicitement, pour un espace topologique X,
sxsc(B[.] »X). On note u: ly-b ST et V:TS - ]6 les morphismes définissant
cette adjonction,

. P . ' . . = F =1
Soit B la classe des €quivalences faibles d homotopie et soit & = [H J
la catégorie homotopique. On rappelle le résultat classique de J.H.C.
whitehead [4] ; pour tout espace topologique X, \)X:TSX =X est une équni-
valerce faible d'homotopie.

Soit © la classe des morphismes de complexes f tels que TfeH. Alors,

. . — ~1 m ' . .

T induit un foncteur T de @ [9 ] dans . D'autre part, pour une application

continue f:X -»Y, on a le diagramme commutatif ci-dessous ; donc fekl est

équivalent 3 Sf¢ ©.

Tsf

TSX TSY

N |

>4
Y

En particulier, S induit un foncteur § de'® dans 3[6—]] et Vv induit un
isomorphisme de TS dans 1%. De plus, pour un complexe K, \)TKTLK=1TK donc
Tu, €E et par suite 1, € © . I1 en résulte que 1 induit un isomorphisme de

13[0 -1 dans ST. Dorc (T,S,V,T) définit une équivaierce entre les catégories

B et Ple'1.
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5. Pour n €N, on a TA[n}= B[n). Plus généralement, pour une petite catégorie

A, TLA est appelé le classifiant de A et noté BA. B=TA est un foncteur de 8

dans ,? Qui préserve les produits finis ; en particulier, B(Ax[l] )=BAxB(l] =(BA)xl-
En interprétant un morphisme fonctoriel h entre deux foncteurs f et g:A22% C

comme un foncteur de Ax[1] dans C, on en déduit que Bh:(BA)X I —» BC est

une hormotopie erntre EBf et Bg:BA:BC. Par exemple, pour des foncteurs en
adjonction f:A+~» C et g:C = A, Bf et Bg sont des équivalerces d'homotopie

inverses l'une de l'autre ; en particulier, si A a un objet final ou initial,

BA a le type d'homotopie de B{C]= pt ; donc BA est contractitle.

Pour un complexe K, on a BEK=TAEK= UmB{m]l(AEK)m/.vm ; or, d'aprés le §3,

= g : . ) ~ ‘e
on a (8EK) UP(AEA[p'] )m!Kp/av p 3 d'ou BEK UP(U mB(m]X(AEAIp] )m/~m)'Kp/~p -
u TAEA[p)s Ro/w =l BEA[p]iKp/N o Limg, (BEA)T, .
Alors, 1'application Tk, :BEK-» TK=UP Bl’p]"!(p/.v b est induite par les

Tk, v~ = Bj de BEA[p] dans B[p] qui sont des équivalences d'homotopie
Lip, (7}
puisque EAIp] et |p] ont des objets finaux ; par fonctorialité de ces équiva-

lence d'homotepie, Tk :BEK =®» TK reste une équivalence d'homotopie. On a donc

K
montré

Pour tout corpiere K, kK:AEK - K arrartient & @ .

Soit £ 1la classe des foncteurs f tels que Af € © (c'est~3~dire Bf ¢H).
Alors, £ induit un foncteuwr £ de ?[I_l] édans ?[O—] . D'autre part, pour

un morphisme de complexes f:K-» L, on a le diagramme commutatif ci-dessous
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AEK BEf —m AEL

et, pulsque kK et kL appartiennent 3 ®, AEfe © est é€quivalent 3 fe ©. Epr
particulier, E induit un foncteur F de & [© —l] dans e[z"] et k induit un
isomorphisme de A F dans | @ lo-1] De plus, pour une petite catégorie 4,
AjA-kAAe ® donc jAeZ et par suite, j induit un isomorphisme de E 2 dans

- o

lgIZ"] . Par suite, (A,E,k,(})_l) définit une équivalence entre les caté-

gories 2 ?[9-1] et g[z-lj

REMARQUE. - On notera que, si la premidre équivalence entre _9’[0—]'.\ et 5(9
est induite par des foncteurs en adjonction entrey et » 1'équivalence entre
‘g LZ-I] et 9[9_]] est induite par des foncteurs entre € et ¥ qui ne
gsont pas en adjonction (bien que chacun d'eux admette un adjoint) ; la seule
difficulté est, en fait, la construction et les prcpriétés des morphismes
fonctoriels j et k. Le foncteur composé GS est bien connu : c'est le foncteur

oupoide fondamental ; par contre, les foncteurs D et TD n'apparaissent pas
group PP P

dans la littérature.
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