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CATEGORIES, COMPLEXES ET HOMOTOPIE 

par André ROUX 

0. INTRODUCTION. 

L'objet de cet article est une démonstration simple du résultat suivant 

du à D. Quillen (cf. [2] , ch. 6, S 3) : € étant la catégorie des espaces 

topologiques > soient H la classe des équivalences faibles d'homotopie et 

la catégorie "homotopique" ; B « TA ; étant le foncteur 

elœsifiant (au sens de G. Segai [3] ) de la catégorie t des petites catégories 

dans % * soit £ la classe des foncteurs f tels que Bf e H ; alors B induit 

urte équivalence de catégories de [E" 1 ] dans dont l'équivalence inverse est 

induite par ES : *wi> £ , où S est le foncteur complexe singulier et E le 

foncteur explosion (pour les définitions3 voir le § 1). 

En fait, *P étant la catégorie des complexes (semi simpliciaux), soit 0 

la classe des morphismes de complexes tels que Tf CH (où T est le foncteur 

réalisation géométrique ) ; T et S sont en adjonction et on voit facilement 
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que T induit une équivalence de dans dont l'équivalence inverse 

est induite par S. Il suffit donc de montrer que le foncteur injection cano­

nique A : %*svot3 induit une équivalence de «[if 1] d a n s é e " 1 ] dont l'équi­

valence inverse est induite par E ; dans ce but, on établit l'existence de 

morphismes fonctoriels j : EL •+ lg et k : AE 1^ qui, par passage aux 

catégories de fractions, donnent l'équivalence cherchée. 

Le plan de cet article est le suivant : on donne (§1) les rappels des 

définitions des foncteurs A et E et on construit le morphisme j ; on montre 

(§2) comment étendre à $ un foncteur de 0 dans if (où 0 est la catégorie des 

ensembles finis totalement ordonnés) ; on en déduit (§3) que AE est l'extension 

de AEA ce qui permet de construire le morphisme k et de montrer que kA = Aj ; 

on rappelle alors (§4) l'adjonction entre les foncteurs S et T et on établit 

l'équivalence entre if [© '] et ; on montre (§5) que, pour un complexe K, 

Tk^ : BEK —> TK est une équivalence d'homotopie et que, par suite, k et j 

induisent l'équivalence cherchée entre ^ [l ^] et cS^[0 ]̂ . 

On notera qu'aucun appel n'est fait aux notions d'homotopie simpliciale et de 

complexe de Kan. 

1. Pour une petite catégorie A, soit AA le complexe [n] H> %{ [n] ,A), où [n] 

est la catégorie définie par l'ensemble ordonné |o^l ^ ...^ n] . On définit 

ainsi un foncteur A : £ **s* if pleinement fidèle dont l'image consiste en les 

complexes qui transforment les sommes fibrées de 0 en produits fibres dans E n s % 



Catégories, complexes et homotopies 

15 

5 

A admet un adjoint à gauche G : ̂  g tel que GA = 1 et on note e : ДС 

l'autre morphisme d'adjonction. Explicitement, pour un complexe K, l'ensemble 

(GK). des objets de GK est K. et l'ensemble (GK), des morphismes de GK est 

l'ensemble des suites finies (x ,...,x) d'éléments de K. tels que 6,x. = <5 x 
P 1 1 î о i-1 

passé au quotient par la relation d'équivalence engendrée par 6 ] У = (6 2y,6 oy) 

pour tout y e K 2. 

Pour un complexe K , l'explosion de К est la catégorie EK dont l'ensemble 
des objets est <EK>o = = {( C m ] > x ) , M ^ m e N j e t d o n t 

(EK), des morphismes est U 0([m] , [n])XKn ={e :([m],x)-* ОД ,y)/# *:>([»],[„]) 

avec в'у=х] . On définit ainsi un foncteur fidèle E : %. Par exemple, 

EA[n] est la catégorie dont les morphismes de [Щ Л, [n] dans [p] JU Цп] 

sont les applications croissantes в : 1т\-+\р] vérifiant 6 в * a ; en 

particulier, ЕД[п] admet l'identité l n : M - > M comme objet final. E admet 

un adjoint a droite D : ë^tfet on note ф:1,_ DE et ф :ЕБ -> 1 les 

morphismes d'adjonction. 

Pour ncN, soit * un morphisme dans ЕД[п] de pq a , [ n ] dans [P] B
 > И  

on a a (m) - 6 в(ш) 6(p), donc : a - a(m) est un foncteur de ЕД[п] dans 

[ni; de plus, pour уе*([п], Гп'] ) , on a le diagramme commutatif ci-dessous 

ЕД[п] IM , [n] 

I 
ЕДу ^ y 
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donc est fonctoriel en \n} de 0. Pour une petite catégorie A, soit 

i n(A) - £(J î n l,A):(AA) n = É(lril,A)-* g(EA[n],A)% ̂ (Д[п] ,DA) = (DA) n ; 

les (i^CA))^ définissent un morphisme de complexes DA qui est fonc­

toriel en A ; d'où un morphisme fonctoriel i : A -* D. Par adjonction, il en 

résulte un morphisme fonctoriel j : Eu 1^ ; explicitement, pour 

g С (ДА) я £([pl ,A) considéré comme un objet de EAA, on a j Â(g)
 e g(p) et, 

P A 

pour ôc 0( tml , [p) ) considéré comme un morphisme dans ЕДА de ((m) ,f sg$) dans 

([Pl»g)> on a 1д(в) e g(©(m) ̂  p) :f (m)=J A(f)J A(g)=g(p) • On peut aussi 

construire des morphismes p:E-*G et q:î̂ -»* DG (se correspondant par adjonction) 

tels que рД = j et qA = i. Les morphismes i,j,p et q se déduisent de l'un 

quelconque d'entre eux. 

2. Pour un complexe K, soit TÎ^: ([nQ ,x)*~*> [mj le foncteur projection de EK 

dans 0. Pour un foncteur F de 0 dans $ , on définit le complexe FK comme la 

limite à droite dans Jf du foncteur FTT^ de EK dans $ : 

Pour nclN, on a donc (£*0 n = U (F(fà Av , où <v est la relation 
n p n p 

d'équivalence engendrée par (a, y) = ( (F0)a,y), pour tous a{F[p] , y^K 

m q 

et 6eO([pJ >1я1)« И e s t évident que, si f:K-^L est un morphisme de complexes 

f induit canoniquement un morphisme de complexes Ff:FK-yFL. Donc F est un 

foncteur de dans elle-même. 
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Par exemple, il est bien connu que, pour A : 0 ^ if , on a linu Air =K, 
— E K k 

donc A 8 !j . D'autre part, on voit facilement que £A[m] « F [m] ; donc 

FA*F (mais, F étant donné, cette égalité ne détermine pas entièrement F). 

Enfin» F est fonctoriel en F au sens suivant : un morphisme p entre deux 

foncteurs F et F' de 0 dans jf , se prolonge canoniquement en un morphisme p 

entre les foncteurs £ et £* . 

Pour un foncteur G de*? dans elle-même, on a un morphisme canonique de GA 

dans G, mais ce morphisme n'est pas nécessairement un isomorphisme (pour un 

exemple voir §3). Soit K un complexe, on a EK=E(Lin^^Tr^) = lim^EATT^ car 

E: 9 £ préserve les limites droites. Pour une petite catégorie A , on a 

une application canonique p de lim^ fc(A,EATrR) dans É?(A,lirn^ EATT )« g ( A,EK). 

De façon précise, on a g(A,EAirR) = g(A,EA[n] )*Kn , où ^ est la 

relation d'équivalence engendrée par (({>, e* y) = ((EAe)<î>,y) pour tous 

(j>€S(A,EA[m]),y6Kp et ôcodm] , [p] ). Soit (<f>fx) c ̂ (A,EA[m])icK ; pour un objet 

a de A, on a <j>(a)€ 0([n^ , [m] ) et pour un morphisme f:a-sb de A , <J>(f )€0([n^,[n^ ) 

vérifie *(b)4>(f)«$(a) ; donc, $(a)*x-4>(f ) 4 <t>(b)*x, c'est-à-dire que $(f) est un 

morphisme dans EK de ([nj ,<J>(a)*x) dans (fr̂ "] ,4>(b)* x). Par suite,fi 

(a H^(fcal ,<J)(a)̂ x) ,f H>>(j)(f)) est un foncteur <|> de A dans EK et il est facile 

de voir que $ x ne dépend que de la classe d'équivalence de (<J>,x) ; par passage 

au quotient, (<}>,x) <j>x définit l'application canonique p de 1 im^&A, EATT ) 

dans£(A,EK). 

On suppose maintenant que A a un objet final* , et on note a:a-* * la 

projection canonique. Pour if/c£(A,EK), on pose ^(a) = ([n] ,x ) ; pour f:a -* b 
a a 
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dans A, ф Ш С 0([ n
al Л n ^ ) vérifie ф < f )* x b

= * a et, comme tf=a, on a 

ф(Ь)ф(0=ф(а) € 0([na") ,[n«] ) ; il en résulte que (аиф(а) ,f н> ip(f )) est un 

foncteur ф de A dans ЕД[п«] • Soit Хф la classe de (ф,х*) dans 

И т ^ к е(А,ЕДттк) ; on (a) = (£n̂ l ,ф(a)* x*=x a), donc, pX est l'application 

identique de ê(A,EK). Pour (ф,х) с £(А,ЕД[т] )xK m, ангф(а) est un foncteur 

* de A dans ЕД[п„3 , et pour в « ф(#) с 0(£n«"] ,[m) ) , on a (EA6)$ = ф , d'où 
(ф,х)^ (ф,(Гх)=Х(фх)"Хр(ф,х), c'est-à-dire que Хф est l'application identique 

de lim^p ff(A,EAïï^). On a démontre ceci : si A est une petite catégorie possè* 

dan* un objet final, p est une bisection de ljuji^ в(А,ЕАтгк) sur g(A,EK) ; 

par la suite on identifie ces deux ensembles à l'aide de cette bijection. 

3. La petite catégorie [m] possède m comme objet final ; donc, pour un 

complexe K, on a (AEK)m= ̂ (A[m] ,ДЕК)= g([m] ,EK)=limEK £([ml ,EATT R )« 

* U n <g([ml ,EA[n])*Kn/<v 

= U (ДЕД[n]) *K /л, = (U ДЕД1и]хК 1л,) =(ДЕД К) . n J m n n k J n m m 

Il en résulte que le morphisme canonique de ДЕА dans ДЕ est un isomorphisme ; 

par la suite, on identifie ДЕД et ДЕ à l'aide de cet isomorphisme. 

On a vu (§1) que l'on avait un morphisme j:ЕД , d'où un morphisme Aj 

de ДЕД dans Д ; par restriction à la catégorie 0 puis extension, on en déduit 

un morphisme k » Aj :AEsAEA + A * 1 y , Explicitement, soit (ф,х)с ̂ ([m\,EA[n| )jef^ 

un représentant d'un élément se (ДЕК) , alors (j. -ф,х)е £(ВД ,[n] )УК est un 
m L"J n 

représentant de kzéK • 
m 
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G: étant l'adjoint à gauche de A, il est facile de voir que le morphisme 

d'adjonction e ^ - » AG s'identifie au morphisme canonique de \y = A = AGA 

dans AG. Il en résulte que le diagramme ci-dessous est commutatif ; 

lfl> - AGA E wAG 

/ 
/ 

k = Aj_= ApA / AP 

/ 
AE = AEA 

d'où ek-Ap. On en déduit : kA = (eA)(kA) = (ek)A=ApA = Aj. On a de même : 

p-GAp-G(ek)-(Ge)(Gk)=Gk. k détermine les morphismes i,j,p,q, mais ceux-ci ne 

déterminent pas (directement) k qui apparaît comme un morphisme fondamental. 

On notera que les morphismes Ek et JE de EAE dans E sont distincts (et de 

même, <|>k t iE:AE -* DE). 

4. PourncN, soit Btnl - { t - C t , , . . . , ^ ) » ! 1 1 ^ , / . . . / ^ / ! } . Pour 

• «0(CnQ,rn]), on définit % B[rn]-^B[n| par 

^,(s1,...,stn) = (t],... , t n ) , où t.= S i < avec i. =min(i/ 6 (i) ̂  j ). 
j J 

On obtient ainsi un foncteur B de 0 dans £. t=(t,,...,tR) est intérieur â B̂ ri] 

(en abrégé t«B°rn]) si et seulement si 0«,*.. « 1. Les résultats suivants 

sont faciles à vérifier : 

(i) pour ttfBBI). il existe a 60([m] , ^ ) injectif et scB°[m] uniques tels que 

t-a^s ; 
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(ii) pour t€B 0[nJ et 8 c 0(̂ n] ,[m] ) surjectif, on a B€t*B°[iriJ ; 

(iii) peur scB°[m\, Bh—+ 6*s est injectif de 0(\m\9[n\) dans %[n\ ; 

(iv) pour s et s', il existe t et SjB1surjectifs et tels que s=B^t et s' = B^t ; 

de plus, si s et s' sont intérieurs, on peut choisir t intérieur. 

(Pour démontrer (iv), on range les éléments de s et s' dans l'ordre croissant? 

La réalisation géométrique d'un complexe K est l'espace topologique 

TK = lî̂ K̂ K' c , e s t * â ~ d i r e T K = Bti^xK^/A/ où -v est la relation d'équi­

valence engendrée par ( t ,0* x) = (ôft ,x) pour toux tCB[p"J, xi et 0 € 0([p*] ,£nQ ) . 

On dit que (s,x)C B[m]x K^ est non dégénérée si s est intérieur et x non dégénéré 

(dans K) ; d'après le leœme d 'Eilenberg-Zilber et les propriétés de B rappelées 

ci-dessus, chaque élément de U n BfnJiK^ est équivalent à un unique élément non 

dégénéré. Ceci montre que TK est naturellement muni d'une structure de CV-

complexe (on notera qu'un polyèdre géométrique P s'identifie à la réalisation 

géométrique du complexe ordonné associé au schéma simplicial définissant P, 

avec un ordre total sur les sommets de P). 

Pour un morphisme de complexes f:K-%L, on note Tf:TK~**TL l'application 

(cellulaire) induite par (s,x) v-» (s,fx). T est alors un foncteur de y dans £ \ 

On montre facilement (voir £f] ) : 

1) T transforme les infections fvesp. surc'ections) en rvncmorpkisrres (resr>. 

épimorpkisnes stricts). 

2) T préserve les tirites gauches fines, 

3) T préserve les limites droites. 
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En particulier, T admet un adjoint à droite S :£U^jT appelé le fowieur 

(complexe) singulier j explicitement, pour un espace topologique X, 

SX-£(I $ n ,X). On note y: y ^ S T et v:TS -> l{ les morphismes définissant 

cette adjonction. 

Soit H la classe des équivalences faibles d'homotopie et s o i t £ - ? [ H ~ ' j 

la catégorie homotopique. On rappelle le résultat classique de J.H.C. 

Vhitehead [fl ; pour tout espace topologique X, v ^ T S X e s t une équi­

valence faible d'homotopie. 

Soit © la classe des morphismes de complexes f tels que Tf#H. Alors, 

T induit un foncteur T de 9 F© ~ h d a n s n'=,„<-.. 
e •> LO j dans D autre part, pour une application 

continue f:X-»Y, on a le diagramme commutatif ci-dessous ; donc f «H est 

équivalent à Sf c 0. 

TSX . If! y TSY 

V X v Y 

x ! „ i 

En particulier, S induit un foncteur "s de % dans ^ [ O ' 1 ] et v induit un 

i.o«orPhisme de TS dans 1^. D e P l u s , p o u r u n c o m p l e x e R > v ^ . ^ d o n c 

T U ^ E et par suite y Ô . n » r é s u l t e q u e u i n d u i t u r i s o m o r p h i s n e ^ 

^ C O - ' l D ° R C ( ~ T ' ~ S ^ > équivalence entre les catégories 

fret ?ie-ll . 
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5. Pour n€Vy on a TA£n1 = B[nJ. Plus généralement, pour une petite catégorie 

A, TÍA est appelé le classifiant de A et noté BA. В=ТД est un foncteur de 

dans f qui préserve les produits finis ; en particulier, B(Axfl] )=BAXB£i] в(ВА)ц1, 

En interprétant un morphisme fonctoriel h entre deux foncteurs f et g : A 2 ^ C 

comme un foncteur de A*£f] dans C, on en déduit que ВЬ:(ВА)Л I ̂  ВС est 

une homotopie entre Bf et BgrBAüXBC. Par exemple, pour des foncteurs en 

adjonction f:A-*>C et g:C-*A, Bf et Bg sont des équivalences d'homotopie 

inverses l'une de l'autre ; en particulier, si A a un objet final ou initial, 

BA a le type d'homotopie de ВСо"1 = pt ; donc BA est contractible. 

Pour un complexe K, on a BEK=TAEK«= U ВТт]к(ДЕК) ; or, d'après le §3. 
m m m 9 

on a (ДЕК) - U (ДЕДГр]) лК ; d'où EEK-U (U B[mJ % (ДЕДГр] ) А , )*K -m p * * n: p p p m A J m m p p 
U p ТДЕД[р>К р/л, р«и р ВЕЛ[р>Кр/л, p-HfEKÍBEA)^. 

Alors, l'application Tk : ВЕК TK= Ц ВГрЗ*К /л> est induite par les 
к P p P 

Tk. r - * В j r n de ВЕДГр} dans qui sont des équivalences d'homotopie 
llPj IPJ 

puisque ЕД[р] et Ipl ont des objets finaux ; par fonctorialité de ces équiva­

lence d'homotopie, Tk^:EEK-^TK reste une équivalence d'homotopie. On a donc 

montré : 

Pour tout corrplexe K, k :AEK К appartient à © . 

к 

Soit I la classe des foncteurs f tels que Af С 0 (с ' est-à-dire bf C H ) . 

Alors, A induit un foncteur A de £ [Z *] dans $P[Q *3 . D'autre part, pour 

un morphisme de complexes f:K-* L, on a le diagramme commutatif ci-dessous 
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AEK ^ AEL 

f 
K ! 

et, puisque k R et 1^ appartiennent à 0 , £ E f € © est équivalent à f e © . En 

particulier, E induit un foncteur Ê de 3* [ô "'Jdans et k induit un 

isomorphisme de Â Ë dans 1 y ^ . De plus, pour une petite catégorie A, 

A J A " k M * * d ° n c j A € Z e t P a r s u i t e , j induit un isomorphisme de I À dans 

'gjE- 1] ' P a r s u i t e » CA,Ê,"k, (j) *) définit une équivalence entre les caté­

gories 2 ? [ e !3 et Ê p T 1 ] . 

REMARQUE. - On notera que, si la première équivalence entre $IÔ11 et fa 

est induite par des foncteurs en adjonction entrée et € , l'équivalence entre 

\t '] et <f{Q '] est induite par des foncteurs entre g et J qui ne 

sont pas en adjonction (bien que chacun d'eux admette un adjoint) ; la seule 

difficulté est, en fait, la construction et les propriétés des morphismes 

fonctoriels j et k. Le foncteur compose GS est bien connu : c'est le foncteur 

groupoîde fondamental ; par contre, les foncteurs D et TD n'apparaissent pas 

dans la littérature. 
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