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UNE REMARQUE SUR LE LEMME DE BOREL-CANTELLI

par Alain VILLENEUVE

0 - INTRODUCTION.
Dans ce qui suit, on désignera par (1, &,P) un espace probabilisé et
3 'z rd
par (An)n;l une suite d'&vénements de &.

Pour évaluer P(lim sup An) , le traditionnel lemme de Borel-Cantelli

njl
régle définitivement le cas ol L P(A )<+ > : P(lim sup A ) = O ; et dans
o n=1 n)l
le cas od 7, P(Ah) = + ® , il exige 1'indépendance mutuelle des A pour
n=1]

conclure que P(lim sup An) =1,
nyl

R.M. Fischler [5] [6] [7] a donné des extensions de ce lemme dans le
cas ol la suite (An)n>1 est mélangeante. Les différentes démonstrations
proposées sont sans rapport avec la démonstration du cas traditionmel et,
par ailleurs, Fischler [5] évoque la possibilité d'un point de vue différent

& partir de ré@sultats de Sucheston sur les suites 0-1.
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Le but de cette note est d'abord de reprendre le point de vue &voqué
par Fischler dans [5] pour donner de nouvelles démonstrations des exten-
sions de Fischler et préciser leur lien avec le cas traditionnel, puis
d'examiner le cas oli la suite (An)n;I est stable pour montrer que le point
de vue adopté est assez restrictif ; enfin de donner une extension dans le

cas ol la suite (A)) est mélangeante de Cesiro ou stable de Cesdro. Une

n'nxl

possibilité d'extension est proposée en conclusion.

I -~ CAS OU LA SUITE (An)n>] EST MELANGEANTE.

Si (Bn)n>l est une suite d'événements de @& , pour tout nyl, on désigne
‘s

par lB 1'indicatrice de Bn et par CL(IB . lB y++.) la sous-tribu de @
n n n+1

engendrée par les variables aléatoires IB , ]B seee s

n n+1

\

DEFINITION 1. - Une suite (Bn)ml d'événements de @ est dite 0~1 8i la
o “d

@l , 1
| Bn Bn+1

tribu queue &, = () so0.) €8t équivalente & la tribu
n=

{9,Q} , c'est-d-dire st P(A) = O ou P(A) = 1 pour tout Ac a_ .
Si 1l'on envisage une autre probabilité Il sur (2, @) et si 1'équivalence
avec la tribu {@¢,0} a lieu selon Il , on parlera de suite II-(0-1).

La remarque &lémentaire qui sert de point de départ est résumée dang

le lemme suivant :
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LEMME 1. = 57 la sutte (An)n telle que :

S admet une sous-suite (Bn)ngl

a) (B) est une suite 0 - 1.
n’ny!

b) la suite (IB )n»] ne converge pas presque siirement vers 0, alors
n

P (1lim sup An) = 1.

nyl
Preuve. — De facon générale D = {we QIIB (w) 4> 0} appartient & la tribu
© n
queue @_ = N aqg , | ,+..) associée 3 la suite (1_ ) car
w B’ 'B B ‘nyl,
n=1 n n+l n

=] o0

. oo
( Q D=1 (U (N {weg| lB W) < % })) pour tout nyl, et, puisque la
k=1 PFn m=p m

suite (Bn)nzl est 0-1, P(D) = 0 ou P(D) = 1,

Puisque la suite (1B )n>1 ne converge pas presque sirement vers O,
i/
n

P(D)>0, donc P(D) = 1,

Or D = 1lim sup B, car I, () c{0,1} pour tout nyl, et, puisque
nyl n

(3)

est sous=sul
20yl une sous-suite de (An)

nyl D =1lim sup Bng lim sup An ; donc
nyl nyl
P(lim sup A ) = 1.
n
nyl

La forme traditionnelle du lemme de Borel-Cantelli, &tablie habituellement
o0

3 partir de la divergence de la série i termes négatifs I 1log(1-P(A)))
n=1
(divergence qui montre, moyennant 1'indépendance mutuelle des An , que
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oo
P(C N CQ An) = 0 pour tout pyl, donc que P(lim inf E An) = 0), apparait

n=p nyl &

alors comme une conséquence du lemme 1, tout au moins quand P(An) 4+ 0.

COROLLAIRE 1. (Borel-Cantellid. - Si les évenements An(n»l) sont mutuellement

oo

indépendants et st la série I P(An) diverge, on a : P(lim sup An) =],
n=1] nyl

. .y . .
Preuve. - Puisque les événements An sont mutuellement indépendants, il

résulte de la loi du tout ou rien de Kolmogorov que la suite (A_)

n nxl est 0-1,

ne converge pas preque sirement vers 0. En effet, si

La suite (lAn)nzl

P(An) -+ 0, c'est une conséquence du théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue, car llA | <1 pour tout nyl .
n

Si 1im P (An) = 0, puisque la série ¥ P(An) diverge, il en est de

n - +x =1
- n
méme de la série I (P(An) (l—P(An)) et, puisque les variables al@atoires
n=1

lB sont mutuellement indépendantes, il résulte du thépréme de Lyapounov (cf.
1 Aj+...4 1 - (P(A1)+"'+P(An))

n 1 A
H. Cramer [3] p. 62) que n

[P(A])(l—P(A]))+...+p(An)(1-P(An)ﬂ

1/2¢c0onverge en

loi vers une loi de Gauss réduite ; et, en particulier, si Xn =1 +,...+] -

A A
1 n
. 1
(PA))+...+ P(A)),1im P{X ¢ 0} ==,
1 n"t +m{ n E 2
[ ]
Or, si la suite (lA )n71 converge presque sirement vers O, la série ¥ 1A
n 7 n=1 n
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converge presque sfirement, car 1, ((Q) c{o,1} pour tout n2l, et, & partir

© n

de la divergence de la série I P(An)’ Xn—ltjta - ,
n=1

D'od lim P {Xn<0} = 1 et une contradiction.

na+o

Le lemme ] permet alors de conclure que P (lim sup An) =1,
nxyl

L'intérét de cette démonstration, beaucoup moins directe que la démons-
tration habituelle , est donné par la remarque 1 ci-dessous.
Comme deuxiéme conséquence, le lemme | redonne avec de nouvelles

démonstrations les extensions de Fischler aux suites mélangeantes.

’
DEFINITION 2. - Une sutite (Bn)n7l d'évenements de @ est dite mélangeante
4

st pour tout Ae &, ona lim | P (B NA) - P(B_) P(A) | = o.

n-> +

57, de plus, 1im P(B_) = a (0ga<l), la suite (B ) est dite
N+ 4+ n n'n>1

mélangeante de densité a .

COROLLAIRE 2 (FISCHLER). - S% la suite (An)ml est mélangeante et si la
i/

suite numérique (P(An))m/l ne converge pas vers 0, on a

P(lim sup A ) =1,
n
nxl

Preuve. = Si la suite (P(An))n»]’ a valeurs dans le compact [0,1], ne
converge pas vers 0, la suite (An)n>1 admet une sous-suite (Bn)n»l telle
4

que lim P (Bn) =qa > 0,
n > +
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Puisque la suite (An)n> est mélangeante, selon Sucheston [11], la sous-

>1

suite (Bn)n; de (An)ngl admet elle-méme une sous-suite (Cn)npl qui est

1

o-1.

Puisque lim P (Bn) =qa > 0, donc aussi lim P (Cn) = a > 0, il résulte du
n -7+ n -y 4+

théoréme de la convergence dominée de Lebesgue que la suite (IC )n)l
/

ne converge pas presque siirement vers O.
D'od P (lim sup An) = 1 & partir du lemme 1.

nyl

REMARQUE 1~ Les deux démonstrations précédentes montrent donc en parti-
culier que la forme traditionnelle du lemme de Borel-Cantelli et la

premiére extension de Fischler ont en fait la m@me origine : 1'existence
d'une sous-suite 0-1 qui a de bonnes propriétés. La proposition du para-
graphe 2 montrera au contraire qu'il n'en est pas ainsi pour l'extension

aux suites stables.

Dans le cas particulier od lim P (An) = 0 (ce qui implique le
n -7 +0

caractére mélangeant de la suite (An) ), Fischler a d'abord montré

o nyl

que l'on pouvait avoir I P(A) = + = et OKP (lim sup A<l Eﬂ;
n=1 nyl

puis, sous 1l'hypothése de 1l'existence d'une décomposition finie de 1la
suite (An)n»l en sous—suites O-1, que P(liilsup An) =0 ou P(limlsup An)-ltﬂ .
ny

Montrons que ce dernier résul:at est une conséquence immédiate du lemme 1.
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COROLLAIRE 3 (FISCHLER). - S7 la sutte (An)n)l est telle que
lim P (An) = 0 (done mélangeante),
n >+
(An)n>1 a une décomposition finie en sous suites 0-1, on a
7

P (lim sup An) =0 ou P (lim sup An) = 1.
nxl nyl

Précisons d'abord 1'hypothése de l'existence d'une décomposition finie
en sous-suites O-1 ; i partir du résultat de Sucheston [11] affirmant que
toute sous-suite d'une suite mélangeante admet elle -méme une sous-suite
0-1,1il est toujours possible d'assurer 1l'existence d'une décomposition

d'une suite mélangeante (An) en une famille au plus dénombrable de sous-

nl

suites (Ai)nbl (j=1,2,...) qui sont toutes O-1 (chaque A appartenant i une

et une seule sous-suite (Ai) ) ; dans le cas ol la famille de sous-suites

nyl

est finie, on parlera de décomposition finie de la suite (An)n en sous-

1
suites O-1,

Preuve. - Soit (AJ)
n'nyl

(a) .

n‘nyl

(j=1,2,...,m) la décomposition finie de la suite

Vi vt o ) N O
S'il existe i € {1,2,...,m} tel que la suite ( An )n> ne converge

,1

pas presque sirement vers O, il résulte du lemme ! que P (lim sup An) =1,

car (Aio)ngl est une sous-suite O-1.

[+
Si, pour tout je {l,Z,...,m} , lAj 2;3' 0, alors aussi § lAj
n n=1 n

converge presque slrement ; et il résulte de la réciproque du théoréme



Une remarque sur le lemme de Borel-Cantelli

@
d'associacivité des familles sommables 3 termes > 0 que ¥ 1
ns

1 An
converge presque slrement ; donc lA B3 o ; et P (1im sup An) = 0.
n nyl
REMARQUE 2, - La condition de 1'existence d'une décomposition finie en

sous—-suites O-1 est nécessaire si P(lim sup An) = 0 et non nécessaire
nxl

si P(lim sup An) = 1,
nyl

Si P(lim'sup An) = 0, ]A
nl n
suite (An)n;] est 0-1 (cf. Sucheston [lf] p. 452).

p.s. O (cf. preuve du lemme 1) et la

Dans le cas ol P(lim sup An) = 1, le caractére non nécessaire de
nyl

1'existence d'une décomposition finie apparalt sur un exemple emprunté

& Fischler [5] et légérement adapté ici :

. ). .
Q= [0,1[ ; @ est la tribu des boreliens de @ ; P est la mesure
de Borel sur @ ;

Si (An)n>1 est la suite définie par :

_ 1 _rl - i J+1
A =05 [, 4, =13 ,|[,...,An-[2m,—2m 0
oi n = 2m+j est 1'unique décomposition de nyl telle que mel et O<j<2m ,
T = 1im - =
ona : lim P(An) lim - 0.

n-+e e 2

Et P(lim sup An) =1, c»r, pour tout m3x0,
nzl

i il )
{[ oD ’ - \j j=0,1,. .,2m—1 constitue un recouvrement
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de Q= [0,1] .

I1 n'existe aucune décomposition finie de la suite (An)n)] en sous-
suites O-1.
En effet, soit (Bn)nzl la sous-suite de (An)n»] définie par
= - !
(Bn)nwl - {An Ed/An,Q [0’5-[} )

Un raisonnement analogue 3 celui concernant la suite (An)n)l permet
‘4

d'affirmer que P(lim sup Bn) =

1
ny1 2

Puisque lim P(Bn) = 0, il résulte du corollaire 3 qu'il n'existe
nr+ o©

aucune décomposition finie de la suite (Bn)n en sous-suites 0-1,.

7!
D'ol le résultat car, si (An)npl admet une décomposition finie en

sous-suites 0-1, cette décomposition détermine canoniquement une dé&compo-

sition finie de la suite (Bn)nyl en sous-suites O-1 (puisque toute sous-

suite d'une suite 0-1 est elle méme 0-1).

REMARQUE 3. - Méme dans le cas d'une suite (An)n 0-1 (ce qui est une

21
hypothése plus forte que le caractére mélangeant(cf. Sucheston [lﬂ», la
[e o]
divergence de la série I P(An) ne suffit pas pour assurer que
n=1
P(lim sup A ) = 1 . En effet, soit (R, @,P) 1'espace probabilisé intro-
nyl

duit dans la remarque 2 et An = [0, %] pour tout nyl.

. .8.
La suite (An)nyl est 0-1 car lA _B_a, 0 (cf. Sucheston flﬂ p.452).

n
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% diverge et, puisque IA .EL;' 0,

En outre I pPaA) = I
= =1 n

P(lim sup A_) = O.
n
nzl

I1 faut noter que le résultat précédent ne dépend pas du tout de
[}

la "rapidité" de la divergence de la série I P(An), mais provient
n=1

d'une "localisation" des &vénements A . Une certaine condition de
"dispersion" des &événements A permet de donner une forme plus analytique

du lemme 1.

LEMME 2. - S7 la suite (A ) admet wune sous-suite (B )
n’njl n' ny

(B)

n’nzl

i telle que

est une suite O-let Tlexiste €>0 tel que & P(B.NA) = + o
n=1l

pour tout Aed tel que P(A)>1-e, on a P(lim sup An) = 1.
nyl

Preuwve . (ab absurdo).-

Supposons que P(lim sup A _)<1 ; puisque (B ) est une sous-

ny n n nyl

suite 0-1 de (An)ngl on a aussi P(llﬁ;?up Bn)cl , donc P(liﬁ>?up Bn) = Q.
4

1
o

Puisque P(lim sup Bn) = lB P.s. O et, puisque, pour tout nyl,

nyl n
lB (NS {0,1}, la série lB converge presque slirement.
n

. n=] n

K ™8

Alors, si X = L

1z et si, pour tout kyl, C, = {X<k} puisque
n

1 n

lim P(Ck) = 1, pour tout €>0 il existe un entier ko tel que P(Ck >1-€.
k=>+ o (o]

)
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En outre f XdPsko et il résulte de la propriété de Beppo-Lévi
Ck
o
m
appliquée & la suite croissante { z lB N Ck 1 } due
n=1 n o -
oc [+ =] [ o]
I P NC )= T (f‘ch dp) = f(§ 15 AC, ) dP
n=1 o n=1 n ko n=1 o
=L, (foae- XdPgk
k n C
o] ko

D'oli la contradiction car €>0 est quelconque.

REMARQUE 4. - Le lemme 2 est plus géméral que le corollaire 2. En effet,

si (An)n>l est une suite mélangeante telle que la suite numérique
4

(P(An))ngl ne converge pas vers 0, la suite (An)n;l admet une sous-
suite O-1 (Bn)n>l telle que lim P(Bn) = a>0 (cf. preuve du corollaire 2)

et, en particulier, il existe un entier N)! tel que P(Bn) > % pour m>N.

Q

Alors, si € = 7 » pour tout Ae A tel que P(A) > 1-€, on a

a .
P(Bnn A) = P(Bn) - P(an\CQA) > 7> 0, quel que soit n>N.
[ o]

D'ol la divergence de I P(an\A) pour tout Ae & tel que P(A)>1-€
n=1

et les hypothéses du lemme 2.

REMARQUE 5. - Le lemme 2 donne un critére pour toute suite (An)nxl

"extraite" d'une chafne de Markov (xn)n70 dont la tribu queue est
{4

11
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équivalente 3 { 6,0} ("extraite" au sens : Ah.eti(xn) tribu engendrée

par X pour tout nxl) ; c'est le cas, par exemple, pour une chalne de
Markov ergodique (cf. Revesz Yld] )  ou pour une chaine de Markov
récurrente dont l'ensemble des états est dénombrable, qui a des probabi-
lités de transition stationnaires et telle que P{Xo=i} = 1 pour un

certain &tat i (cf. Blackwell et Freedman [23).

2. - CAS OV LA SUITE (An)n>1 EST STABLE.

La notion de suite stable introduite et &tudiée sous son aspect
fonctionnel par Renyi ié] généralise d'une certaine fagon la notion de

suite mélangeante.

DEFINITION 3. - Une suite (Bn)ml1 d'évenements de @ est dite stable s

lim P(Bnn A) = Q(A) existe pour tout Ae Q.

n>+o

L'application Q : Ar»Q(A), de @ dans [0,1] définit une mesure
bornée et absolument continue par rapport & P (cf. Renyi [9]) s sia
désigne la densité de Q par rapport 3 P, on dit que la suite (Bn)n»l est

stable de densité loecale o (0<agl).

Dans le cas ol la suite (An)n est stable, Fischler [6] » en uti-

»1

lisant une propriété de semi-ergodicité d'unme suite stable, a donné une

premiére approche de P(lim sup An). Nous donnons ci-dessous une nouvelle
-
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preuve de ce résultat en le faisant apparaltre comme une conséquence

directe de l'aspect fonctionnel développé par Renyi.

TEEOREME 1 (FISCHLER). - S7 la suite (An)ml est stable de densité
locale o , on a : P(lim sup A) 2P {a>0} .
nyl
Preyve. - Puisque la suite (An)nzl est stable de densité locale a ,

la suite des indicatrices lA converge faiblement vers a dans 1'espace
n

LZ(&,@L,P) muni de sa structure habituelle d'espace hilbertien :
4X,Y>=E(XY) = J XY dP pour tout couple (X,Y) d'&léments de LZ(Q,(‘L,P)
(cf; Renyi [9] ). Q

I1 résulte alors d'un théoréme de Banach et Saks [1] qu'il existe

une sous-suite (Bn)n;l de (An)n;l telle que

converge en moyenne quadratique vers o.

Alors, de fagon générale, il existe une sous-suite (Yn)n)l de

p.s.
(xn)n;l telle que Yn —_—3 O e
On a alors {¢>0} ¢ lim sup Bn car si W €lim inf CQBn , on a
n 3l nyl

lim Xn(w) =0 , donc aussi lim Y_(w) = a(w) = O.
nr+o n->+co n

13
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REMARQUE 6. - En particulier, si la suite (An}n>1 est stable de densité

4

locale a et si P{a=0} = 0, on a P(lim sup An) =1 ; ceci donne en par-
nyl

ticulier une nouvelle démonstration du corollaire 2 de b car toute suite

mélangeante de densité 0>0 est une suite stable de densité locale

constante Q.

REMARQUE 7.- 11 résulte d'une propriété de compacité faible dans les

espaces de Hilbert que toute suite (A )

d'évenements de Ob admet
n'nyl

une sous-suite stable (cf. Renyi {9]). Il est donc toujours possible

d'assurer 1l'existence d'une décomposition d'une suite (An)n;l quelconque

en une famille au plus dénombrable de sous—suites stables (Ai)nbl(j=l’2”")

de densité locales respectives aj{(j=1,2,...) (chaque An appartenant 3 une

et une seule sous-suite (Ai)nyl')' On a alors le résultat suivant :

COROLLAIRE. - Soit (An)n>] une suite quelconque d'événements de L
(A))

n'nyl

. St

admet une décomposition (Ai)n)l(j=l,2,...) en sous-suites

stables de densités locales respectives @ (j=1,2,...) vérifiant

P( M {aj=01H=0, on a P(limsup An) = |

=1 n:l

Le lemme 1 peut &tre adapté au cas des suites stables de la facon
suivante (P(A/C) désignart la probabilité conditionnelle de A par

rapport d C)

14
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LEMME 3. - Soit (An)n>1 une suite stable de densité locale o telle que
4
0<P(C)<1 (C = {a=0}).
©0
St I P(ANC)¢+ = , onaP(lim sup A) = P{a>0} ;
n=1 nxl n

St la sutte (A ) admet wne sous—-suite (B )
n'n:l n'n»>

(R)

' n»l

1 telle que

soit une suite P( /C) - (O-1) et que (an)m/l ne converge

pag P( /C) presque stirement vers 0, alors P(lim sup An) =1,
nxl

Prewve. — De fagon générale, si C = CaC, on a :

P(lim sup A ) = P(lim sup An)f]C)) + P(lim sup (Ann c)).
nyl n nyl nxl

On a P(lim sup (A_nG)) = P(C)»
nyl

Pour tout A€ & , pulsque la suite (An)n>1 est stable de densité

locale ¢, on a lim P((Anné)nA) = Q(énA) = f_ odP = IadP 3 car
nr+ ® CnA A

fadP = 0 et la suite (Anf‘n E)n;l est stable de densité locale a.
Cc

I1 résulte du théoréme de Fischler que

P(lim  sup (Ann 6)) > P{a>0} = P(E) ; et 1'8galité car

nxl
lim sup (An/\ﬁ) = (lim sup A )N ccC.
n2l nxl
[« o]
si I P(Anf'l C) converge, & partir de la forme habituelle du lemme
n=1

de Borel-Cantelli, on a P(lim sup (Anf\C)) =0 , et la premiére partie
nxl

du lemme 3.

15
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Si la suite (An)n;I admet une sous-suite (Bn)n;I P( /C) - (0-1)

et telle que la suite ( lB ) ne converge pas P( /C) presque siirement

nxl
vers 0, il résulte du lemme 1 que P(lim sup An/C) = 1, done

P((lim sup An)f\C) = P(C) ; et la deuxiéme partie du lemme 3 puisque
nyl

P(C) + P(C) = 1.
REMARQUE 8. - Bien siir, les hypothéses du lemme 3 peuvemt 8tre modifides
et présentées comme dans le corollaire 3 du lemme 1, puisque la suite

(Ann C)n>l est mélangeante de densité 0, ou bien comme dans le lemme 2.

L'aspect restrictif du lemme 1 dans le cas des suites stables

apparait dans le résultat suivant .

PROPOSITION. -~ S7 (An)n)] est wne suite stable de densité locale o et
e
8t o n'est pas presaue siirement constante, la sulte (An)n>1 n'admet

pas de sous-suite (0-1).
Preuve. - (ab absurdo)

Si (Bn)n»] est une sous—suite (0-1) de (An)nzl » la suite (Bn)n;]

est mélangeante (cf. Sucheston [lﬂ ).

Puisque la suite (An)n>1 est stable de densité locale o , donc aussi

4

la sous=-suite (Bn)n;I , on a
lim P(x ) = [ adP = E(a).
o ] ’ Q
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et la suite mélangeante (Bn)n>1 est mélangeante de densité E(a) ;

donc :

lim P(B.AA) = E(a) P(A) = J E(a) dP,
n*+ " A

pour tout Ae(@.

En outre, puisque (Bn)n y est stable de densité locale a, on a
>

lim P(B na) = S odP,
o+ o A

pour tout Ael,

On a donc o = E(0) P-presque partout ; et la contradiction.

COROLLAIRE. - Il existe des suites (An)n) n'ayant aucune sous-suite

1
(0-1) et telles que P(lim sup An) =1,

nxl
Preuve. - Soit (2, @,P) 1l'espace probabilisé défini par : Q = [0,1] H
Cb: tribu des boréleéens de [O,l] et P : mesure de Borel sur @ .

Si f est une application continue de [0,1] dans'[o,ll et, si pour

‘O‘ L D
tout nyl , An = 0 [E" *——?T—J, la suite (An)n;1 est stable de densité

locale £ (cf. Remyi [9] p. 300).

En particulier, si f est presque sirement non nulle, il résulte

du théoréme de Fischler que P(lim sup An)e P{f>0} =1,
nyi

17
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D'old le résultat, 3 partir de la proposition précédente, pour
toute suite (A )n>l associée 3 une application f, continue, non presque
n 7

sGrement constante et presque sirement non nulle, de [0,1] dans [o,1] .

3. - CAS OU LA SUITE (An)n>l EST MELANGEANTE DE CESARO.
-

La remarque 8 a montré les limites de la méthode basée sur 1'existence
d'une sous-suite (0,1) ayant de bonnes propriétés. Au contraire la
méthode fonctionnelle utilisée en 2 dans la nouvelle démonstration du
théoréme | de Fischler peut €tre reprise pour obtenir une nouvelle

extension du lemme de Borel-Cantelli.

DEFINITION 4 (Fischler). - Une suite (B)), ., d'événements de @ est
n
dite mélangeante de Cesaro de densité a i lim l‘-EIP(BjﬂA)-GP(A),

nj
n+00
pour tout A€ &.

En particulier, il résulte du classique théoréme de convergence en
moyenne de Cesdro que toute suite mélangeante de densité a est une suite
mélangeante de Cesdro de densité a et il résulte de 1'inégalité triangulaire
que toute suite faiblement mélangeante de densité a au sens de Renyi
(Bﬂ p. 226) est mélangeante de Cesiro de densité a.

On a alors l'extension suivante .

18
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THEOREME 2. - S7 lg suite (An)m] d'événements de @ est mélangeante

de Cesaro de densité o>0, on a P(lim sup A) =1
nxl

Preuve. — Repremant la preuve du théoréme 1 de Renyi ([9] p. 295)
n

2 .
I 1, deL°(R,8,P) i (A)
j=1 ]
est mélangeante de Cesdro de densité a, la suite (Xn)n)l converge

pour les variables al@atoires X_= 1
n n n2l

faiblement vers a dans l'espace de Hilbert LZ(Q,G,,P).

I1 résulte alors du théor@me de Banach et Saks,d&jid cité [f_\ s qu'il

Y, +...+Y

. R - n m.q
existe une sous-suite (Yn)nal de (Xn)nal telle que Zn - a.

Il existe alors une sous-suite (an)k;l de (Zn)n>l qui converge

presque silrement vers o, c'est-d-dire 1lim 2 (W) =a pour tout
e and

w€C avec P(C) = 1.

On a alors CC1lim sup A_ .
n2l n

Si w#lim sup An » il existe nwzl tel que o implique IA (w) =0

nyl n n
et par suite, lim Xn(w) = lim 1 z ]A (w) = 0.
oo o D el 3

Alors, puisque (Yn(w))ngl est une sous-suite de (Xn(m))n;] R

lim Yn(w) = 0 et donc, 3 partir du théoréme de vonvergence en moyenne
e

y n
de Cesaro, lim Zn(u)) = lim -1]; I Y. = 0.
boga ) n--4o0 =1
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Puisque (an((.u))]!(),l est une sous—suite de (Zn(w))n;l on a

alors lim Z (w) = 0, et, comme >0, w%C.
k4o

D'oU P(lim sup An) =1,
ol

REMARQUE 9. - La démonstration précédente peut €tre simplifiée si om

a 1'hypothése plus précise X = 1 r 1, 285 g, En général, il n'en

n :_, A.
=1 3
est rien,car 1'hypothése de convergence en moyenne quadratique de Xn

(qui ne peut @tre une convergence en moyenne quadratique que vers a)

P < . - - ’
est équivalente au caractére uniformément mélangeant de fesaro de la

suite (An)n;l

lim {sup | % L PN A) - ar@)} = o,
m+e Ac@ =1
(cf. Fischler (6] p. 75).

Comme la notion de suite stable de densité locale a généralise
la notion de suite mélangeante de densité o , on peut généraliser la
notion de suite mélangeante de Ceséro de densité a par la notion de
suite stable de Ceséro de densité locale a et donner 1l'extension du
théoréme 1.

031 d'événements de @ est dite stable

P(BjﬂA) = Q(A), pour tout Aed.

DEFINITION 5. - Une suite (Bn)
n

de Cesdro sZ lim -% z

o J=1
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. . / . 7
PROPOSITION, - S7 (B )n>l est une suite stable de Cesaro, c'est—d-dire

o388

87 lim 1
prteo O j

P(BjﬁA) = Q(A) existe pour tout A de GL/
1

Q(A) est une mesure absolument continue par rapport d P.

P . . + s
Preuwve. - Par définition,Q est une application de & dans R , additive

car P est additive.

Si (Ak)k;l est une famille dénombrable d'éléments deux i deux
oo
E QA 3

disjoints de @& , on a Q(U A) =
k=1 1

O
La série £ (~H
k=1 3

k

[ B ne B

P(Bjﬂ Ak)) est uniformément convergeante
1

par rapport & n car .2] P(ijlAk) < P(Ak)’ pour tout kxl et tout nal,

[ )

avec I P(A) = P(
k=1 Ak k

A .

8LCs mi-

On a alors :

n o™
L}
[ ]

n
. 1
(lim — I P(B.NA))
k=1 o B j=1 J *

Q(a)
1

k

T TR
= lim I (- ZP(BjﬂAk))

o k=l 0 j=1

1 s 7
= lim = I (I P(B;NA))
w0 j=t k=] 3 b

lim 1
n>+o j

nm~Mg

P(B.N( U )) =Q( U )
3 1<=1Ak k=1 .

En outre, si P(a) = 0, P(ij)A) = 0 pour tout j»l, donc Q(A) = 0 et Q

est absolument continue par rapport i P.
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En particulier, il résulte du théoréme de Radon-Nikodym qu'il
existe une variable aléatoire o telle que Q(A) = j’ adP, avec

A
0<0<1. On dit alors que (Bn)n>l est stable de Cesaro de demsité locale a.
-

REMARQUE 10. - En notant que toute suite stable est une suite stable

de Ceséro, la preuve de la proposition ci-dessus constitue une autre
démonstration du théoréme 2 de Renyi [9] p. 296. Comme exemple non
trivial de suite stable de Cesiro on peut considérer une suite construite
3 partir d'une famille finie ou dénombrable de suites mélangeantes de
Cesdro de la méme fagon que, dans 1'exemple 5 de Renyi [Q] p. 301, une
suite stable est construite & partir d'une famille finie ou dénombrable

de suites mélangeantes.

y)
THEOREME 3. - S7 la sutite (An)n>l est stable de Cesaro de densité

locale o, on a P(lim sup A ) 2 p{o>0}.
nxl

Preuve. - Il suffit de reprendre exactement la preuve du théortme 2 3

partir du théor&me de Banach et Saks [I] pour montrer que

{weQ|a(w)>0} ¢ 1im sup A_.
nyl

4. CONCLUSION. - Indiquons en conclusion une autre direction possible

pour étendre le lemme de Borel-Cantelli.
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/
LEMME 4.. S71 une suite (An)n>l d'évenements de @ admet une sous-

suite (Bn)nal telle que

y a , avec P{a=0} = O,
P(B])+...+P(Bn)

alors P(lim sup An) = 1.
nl
4 IB +...+lB

Preuve. — S1 X_ = ! n P

n P(B,)+...+P(B )

» & , 11 existe une sous-—suite

.S.
(Yn)n;I de (Xn)n>] telle que Yn-g———a a.
o0
Puisque I P(Bn) = + © , pour tout we tel que a(w) # O,
o n=1
z I W) = + » et {a$0} ¢ lim sup B_.
-~ n
n=] n nyl

Donc, si P{a=0} = 0, P(lim sup Bn) = 1 et P(lim sup An) = 1.

nl nx!
COROLLAIRE. - 387 une suite (An)n) d'évéﬁements de @& admet une sous—suite
[+ ]
(Bn)n»] telle que : T P(Bn) =+ o |

n=1

n-1 n

151 ( £i+l cov(lBi,lB ))
1im ;_]1 J ao’
4o 2

( T P(B.))
i=1

on g P(lim sup A ) = 1.
ny 1 n
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) lBl+...+1Bn |
Preuve. - Pour tout nzl , O (P(B Y TP () )< PR+, 3P () +
n-1 n 1 n 1 n
.Z 'Z cov(lB.,lB. )
+ i=1  j=1+1 i 73

n 2
( T P(B,))
i=1

et 3 par partir des hypothéses :

1o +...+1

2 Bl . Bn
lim o7 ( ) =0
o0 P(B1)+...+P(B;Y
lB +...+lB

1 n
Alors, comme E( )
P(B] )+, . .+P(Bn)

= | pour tout n2l ,

IB +...+1B
1 n m.q.

P(B]+. ..+P(Bn)

1 et le résultat 3 partir du lemme 4.

En particulier, si les Bn sont deux 3§ deux indépendants,

P(lim sup An) =1 ; c'est le résultat de Erdos et Renyi [4} présenté@ un
nyl
peu différemment.

Pour avoir une nouvelle extension du lemme de Borel-Cantelli, il

serait donc intéressant de déterminer, par exemple, i quelles conditions

]B +...+IB o
1 n

X = P(Bl)+...+P(Bn) » 0 avec 0 constante non nulle et nEIP(Bn)=+m

puisqu'en général la suite (xn)n>l n'est pas uniformément bornée sur
v

(si lim P(Bn) = 0), il ne faut pas exclure 3 priori le cas ol O#l
-+

(cas ol X_ I ).
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