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Extensions cycliques non ramifiées

I - FORMES BILINEAIRES ET FORMES QUADRATIQUES.

A - GENERALITES.

Soient A un anneau commutatif, P un A-module et B : PxP— A une
forme bilinéaire symétrique. On désigne par dp P—y P* 1'application
linéaire associée & B cette application est définie par :

dB(x)y = B(x,y) Vx,yeP.

DEFINITION 1.1. - On dit que la forme bilinéaire B est non dégénérées?

et seulement si l'application linéaire associée dj est un 1somor—

phisme.

Exemple. - Soit E une .extension algébrique séparable et de degré fini
d'un corps XK. L'application Tr : (x,y)h—oTrE/ny de ExE dans K est une

L L L

forme bilinéaire non dégénérée (N. BOURBRKI,Algébwe chap. 4 et 5, § 10,
n° 6, PI'OP l12)‘

DEFINITION 1.2. - Soit (P,B) un A-module bilinéaire. Un sous—module
U de P est dit totalement isotrove si Ucu* , Ut désignant

l'orthogonal de U relativement’ ¢éla forme bilinéaire B.

Un sous-module U de P est dit fortement non tsotrope si 1'applica-

tion dBIUxU définit un isomorphe de U sur son dual U*.
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Extensions cycliques non ramifiées

PROPOSITION 1.1 . - Soient (P,B) wn A-mpdule bilindaire et U un sous-A-
module fortement non isotrope de P. Alors P est somme directe

orthogonale de U et de ut.

Comme la restriction de B & UsU est non dégénérée par hypothése,
l'application dBIUxU est un isomorphisme de U sur son dual U* . Par suite,
pour tout ye€ P, il existe un élément Yo et un seul de U tel que :

B(x,y) = B(x,yo) ¥xeU. L'élément ¥y, appartient & U'L,ce qui prouve que

P est somme directe orthogonale de U et U"’ .

PROPOSITION 1.2. - Soient (P,B) un A-module bilinéaire non dégénérée et
U un facteur direct de P. Les propositions suivantes sont équi-
valentes :

a- Le facteur direct U est fortement non igotrope.
b- Le facteur direct U* est fortement non igsotrope.
e~ Le A-module P est somme directe orthogonale des sous-modules

U et Uut.

8 =pc,d'aprés la proposition 1.1.

Montrons que ¢ =>a et que ¢ =»b . Par hypothése P = U _\_U'L ) par suite :

4 1 L
(P,B) = (U,B1)1(U »B,) avec B, = B|UsU , B, = B|UXU" et dp = dB10 dB2

or,d, &tant un isomorphisme de P sur P* d’B est un isomorphisme de U sur

1

B

U” et d;  un isomorphisme de vt sur (UM)*
2
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Extensions cycliques non ramifiées

Montrons que b =% a .

LEMME. - Sott (P,B) un A-module bilindaire non dégénéré et N wn facteur

direct de Py alors N*" = N.

Soient N un facteur direct du A-module P et M un supplémentaire de N dans

P. Soit x un élément de P ; & cet élément 1l'isomorphisme dp associe une

. . »* - - . . . .
forme linéaire x° . Considérons la forme linéaire x’{ définie de la manifre

sulvante :

%

*

X sur N ,

Il
—
L]

o sur M.

"
- %
"

I1 existe un élément x, de P et un seul tel que dB(x1) = x"; . Pour

tout yeM on a B(x,y) = dB(x1).y = x:(y) = o5 donc x, emt.
4
D'autre part : (x*- xZ)(N) = o¢ donc NcCKer{(x™~ x'1') et, par suite, x-x,eN .

Finalement x = x1-0-x2 , x1e ML, x2€N'L . I1 en résulte que P = N‘L+ ML 5

mais NLﬂ ML = pt= 0. Le A-module P est somme directe des deux sous-modules

1 L

Ntet MY, Ainsi P=N & M = N'® M* = x*'e M**.

or NCN* et McM™ | done N = N*“ et M= M**

Le facteur direct U* est fortement non isotrope et (ud)t = utt=u,

I1 résulte de la proposition 1.1 que P est somme directe de U et de son

orthogonal U v
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Extensions cycliques non ramifiées

B - ESPACES HYPERBOLIQUES.

DEFINITION 1.3. - On appelle espace hyperbolique tout A-module bilinéaire
non dégénéré, qui se décompose en somme directe de deux sous-

modules totalement isotropes.

THEOREME 1.1. - Soit (M,B) un A-module bilinéaire. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
a - (M,B) est un espace hyperbolique *
b - Il existe un A-module reflexif N tel que les A-modules bili~

néaires (M,B) et (N & N*, B) soient igsomorphes.

La forme bilinéaire BN est définie par BN[(x,x'),(Y,Y')] = <X,y'>+<y, x>,

b =pa . Il suffit évidemment de montrer que (N & N*, BN) est un espace

hyperbolique. Comme BN[(x,o),(y,o)] <x,05+<y,0> = 0 ¥x,yeN et

0 Vx',y'eK* les sous-modules

B [(0,x"),(0,3")] = <0,x'> + <0,y'>

N et N* sont totalement isotropes.

Montrons enfin que la forme bilin€aire BN est non dégénérée. Il suffit de

s'assurer que l'application 4 y €st un isomorphisme de N @ N* sur (N @ )"
B
qui est canoniquement isomorphe & N* & N**. En effet :

BN[(x,x'),(y,y')] = [a N(y,y')].(x,x') = <x,¥'> + <y,x'>,
B
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Extensions cycliques non ramifiées

= <xX,y'> + <x"CN(Y)> = <(x,x'),(Y',CN(Y))> 5

done 4 N(x,x') = (x',CN(x)) ; N étant un A-module réflexif, CN est un
B

isomorphisme. Il est alors immédiat de vérifier que 4 N

B

a =»b . Soit M = N ® P une décomposition du A-module M en somme directe de

est un isomorphisme.

deux sous-modules N et P totalement isotropes. Si N° et P° désignent respec-
tivement les orthogonaux de N et P dans M¥, alors dB(N)cN° et dB(P)CP°.

or M¥ = N° @ P° et la forme bilinéaire B &tant non dégénérée, 1l'applica-
tion linéaire dyp induit des isomorphismes h : N—>N° et g : P—P°.
Désignons par ¢ : N°—P* (resp. ¥ : P°5 N ) 1'isomorphisme canonique
défini par ¢(y) = y|P (resp. ¥(z) = z|N).

Les applications composées u = ¢oh et v = Y,g sont également des isomor-

L 2
[ 4

. t - - - . . .
phismes. Posons w = ( v) ' t(v 1) et étudions l'isomorphisme weu : NN
Pour x €N et x' e N*,nous avons :

<x', (v o w.(x)> = <v (x'),ulx)> = <(0,v (x'),n(x)>

<(0,v  (x"),a5(x,00> = <(x,0),d5(0,v ' (x'))>

<(x,°),(gov—1)(x')> = <(x,0) ,‘P—1(x')> = <x,x'>

Ce calcul permet d'affirmer que :

Y we u=C

N L
2) B[(x,O),(O,v—1(y'))] = <x,y'>,
B[(0,v '(x'),(¥.0)] = <y,x'>.
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Considérons alors 1l'isomorphisme k : M= N® P —> N & N* aéfini par

k(x,z) = (x,v(z)), x€N, zeP.

(x,x') et Y = (y,y') od x,yeN et x',y'e N*, i1 vient

Pour X
Bl (x),k (0] = B(x,v" (x")),(y,v (y'))] =

B{(x, 3+(0,v (x')), (y,0+(0,v (' ))] .

En utilisant le fait que les sous-modules N et P sont totalement isotropes,
on obtient :
-1 -1 -1 -1
B[h ' (X),k (¥)] = B[(x,0),(qv '(y")] + B[O ,v (x")),(y,9] = <x,y'>+<y,x*>,

Bo(k Wk 1) = BV,

Les A-modules bilindaires (M,B) et (N & N”, BN) sont isomorphes.
Dans la suite, nous utiliserons certaines propriétés de la structure
d'espace hyperbolique; pour une meilleure compréhension ,aous les mppellerons

avec leur démonstration.

Soit P un A-module réflexif, nous notons MH(P) 1'espace hyperbolique
(poP*, BP). Soit alors f : P - Q un isomorphisme de A-modules considérons
1'isomorphisme A-linéaire H(f) = £ @ i‘)_1 qui applique H(P) sur H(Q).

Nous avons de plus :

<e(x),(50) Ny + <oly), (Pe) T(x)s

BYH(£) (x,x" ) H(E) . (y,5")]

< N E(x)) 7> + <2 (£y)),x">

P
<x’y'> + <y,x'> =B [(x,x')s(y’}")]'
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L'application H(f) est un isomorphisme de A-modules bilinéaires. Enfin :

— t -— -
H(1P)-1P®( =150 1px =

'p) p* = Tpgpr-

Pour des isomorphismes de A-modules f : P > Qet g : Q > R, on a :

Hlg of) = (g o) 8 [C'g 0 8)] ' = (g o) ® [(*0)7" o (*£)7"] = H(g)oH(£).

La correspondance H est un foncteur de la catégorie dont les objets sont
les A-modules réflexifs et les morphismes, les isomorphismes de A-modules
dans la catégrie dont les objets sont les A-modules bilinéaires non

dégénérés et les morphismes, les isomorphismes de A-modules bilinéaires.

PROPOSITION 1.3. - Soient P, et P, deux A-modules réflexifs. Il existe un
isomorphisme canonique ¢ entre les A-modules bilinéaires

IH(P1) i (H(PZ) et H(P, ® PQ), ou

P P

H(P,)LE(R,) = [(p, @ P}) @ (P, @ P}), B 1B 7],

. P OFP,

#(p, 6 p,) =[(p,0P), B 1.

2

Considérons l'application ¢ de H(P1)J.H(P2) dans H(P10P2) définie
de la maniére suivante :
= i . -
¢[(x1+f1)+(x2+f2)] = (x1+x2)+ f,x€P, , TP, x€B, , T €P; ,

1 1

ol f est la forme A-linéaire sur P1 & P2 telle que f(z1+z2) = f1(z1)+

f2(22), z,€ P1 ’ 22€EP2 . I1 est facile de vérifier que ¢ est un isomor-

phisme. Enfin :
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P1®P2

P1 P2

P 9P2 P P
o(¢x¢)=

donc B

PROPOSITION 1.L4. - Soient A' un anneau
un homomorphisme d'anneaux et P
fint. Il existe un igsomorphisme

Al 8, H(P) et H(A' ®, P).

A

P1$P2
B (x +x 41,5, +y,+€)

<x1+x2’g> + <Y1+Y29f>9

g,(x )+g, (x,) + £,(y,) + £,(y,),

3 P,
B (xy*f5y,%8,) + B “(x,*f,,y, +g,)

gl(x1)+f1(y1)+gg(x2) + fz(yg) ;

commutatif unttaire, h : A-—jyA'
un A-module projectif de type

ecanonique entre les A'-modules

Le A'-module A' @A P est projectif et de type fini ; donc en particulier

il est réflexif. L'espace hyperbolique H(A' ®, P) est défini. Soient

. t
g : A @A

nique défini par : g'[a' 8 (x+f)] = (a'

et v i A' 8, PL_, Hom,,(A' O, P, A')

A

A

(P & P*)— (A" QA P) & (A’ QA P*) le A'~isomorphisme cano-

® f) + (a' © ) a'cA, x¢P, f&P",

le A'-isomorphisme canonique tel

X . . 4
que v(a' @ f) (a'e¢A', feP ) soit la forme A'-linéaire b'Oy r— a'b'h[f(y)]

et 6

(1,, ®v) g .
A @A P

80

A" 9, (P » P*) —5 (&' 6, P) ® (A' @

A P ) le A'~isomorphieme



Extensions cycliques non ramifiées

Montrons que 6 est un isomorphisme de A'-modules bilinéaires :

A'®, P A'®, P
B [6(a'0o(x+f)),0(b'0(y+g))] = B [a'6x+v(ator), b'ey+v(b'eg)]

v(b'®g).(a'dx)+v'(a'®f).(b'0y)

a'v'ng(x)]+a'v'nf(y)] = a'v'n[g(x)+£(y)].
. eq e o s < . P .

Désignons par B' la forme bilinéaire obtenue & partir de B par extension

des scalaires de A d A' relativement & 1'homomorphisme h ; on a

B'[a'&(x+f),b'0(y+g)] = a'b'h[BP(x+f,y+g)] = a'b'h[é(x)+f(y)] ; donc

A‘GAP
B o(Bx8) = B!,

Supposons maintenant que l'anneau A soit noethérien et intégralement clos.
Etant donné un A-module M de type fini, nous noterons C(M) la classe de

diviseurs attachée & M(N. BOURBAKI, Algébre Commutative,Ch. T, § 4, n° 7).

THEOREME 1.2. - Tout espace hyperbolique de type fini sur wun anneau

noethérien intégralement clos est de classe nulle.

Nous démontrerons d'abord un lemme.

LEMME 1. - Sott A un anneau noéthérien intdégralement clos; alors,pour tout

A-module M de type fini sans torsion, C(M¥) = -c(M).

I1 existe un sous-module libre L de M et un idéal & de A tels que

la suite de A-modules 0—> L —23 M —3 86 —3 O soit exacte (N. BOURBAKI.

Algebre commutative, chap. T, § 4, n® 9, théoréme 6).
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Extensions cycliques non ramifiées

Les A-modules L,M, & étant de typesfinig: C(M) = C(L)+C(S8) = C(8).

Soit P un idéal premier de hauteur <1 dans A; la suite de Ap—modules

u

O_)Lp ks M >6b_.$ O est exacte et scindée,car 6\‘, est un A -module
libre. Il s'ensuit que la suite de AK\—modules

t

u

0—s (SK\——> Mp__"_; L, —5 O est €galement exacte et scindée. Ceci

montre que Coker(tu) est un A-module pseudo-nuljdonc C(Cokertu) = 0.

Considérons alors la suite exacte de A-modules

t

* u . A t
- 5 L —>Cocker u—s 0.

0——s 6’——-) M
I1 vient -C(8") + C(M") = 0 ; donec C(M*) = C(&"). Oor C(8”) = C(A:6) =
C(div(A:6)) = C(divA-divé) = -C(divs) = -C(8). Ainsi C(M*) = - c(M).

Soit M un espace hyperbolique sur un anneau noethérien intégralement clos.
I1 existe un A-module réflexif N tel que M soit isomorphe au A-module N & N°*.

Si de plus M est de type fini, on a C(M) = c(N) + c(N") = 0.

THEOREME 1.3. - Tout espace hyperbolique de type fini sur un anneau de

Dedekind est un A-module libre.

Démontrons d'abord le lemme suivant :

LEMME 1. - Soit A un anneau de Dedekind. Pour tout A-module M de type fini

sans torsion, les propositions suivantes sont équivalentes :
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a - Le A-module M est libre,

b - c(M) = 0.

a =Pt .Cf.N.. BOURBAKI, Algébre commitative  chap. T, § U, n° T,
proposition 16,

b => a .0n sait que,pour tout A-module M sans torsion de type fini et de
rang n > 1, il existe un idéal 8§ # O de A tel que M soit isomorphe & la

somme directe des A-modules An—1 et § . On & alors O=C(M)=C(An-1)*c(5) =

c(8).

Or les propositions suivantes sont &quivalentes :
c(6) = c(aivé) = 0 ;

div § est un diviseur principal ;

i1 existe x < K" tel que div 8 = div Ax.

~ A
I1 en résulte que § = Ax:mais,A étant un anneau de Dedekind, § = § = Ax,
x€ A" et M est isomorphe au A-module An-10Ax qui est libre.

Pour un espace hyperbolique M de type fini sur un anneau de Dedekind,on a

C(M) = Os M est donc un A-module libre.
PROPOSITION 1.5. - SoZent P un espace hyperbolique et (M,B) un A-module

bilinéaire non dégénéré, projectif et de type finiy alors le A-

module bilinéaire P 8, M est un espace hyperbolique.
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Revenons d'abord sur la notion de produit tensoriel de formes bilinéaires.

Soit ((Pi’Bi)) une famille finie de m A-modules bilinéaires symétriques.

i€l
L'application (x1,...,xm;y1,...,ym)|-——;izg Bi(xi’yi) (xi,inPi, i=1,...,m)

est une application A~mpultilinéaire de P x...xPirP1x...me dans A et

1

définit une forme bilinéaire symétrique B sur (® P.)x ( ® Pi)' Celle-ci

je1 iel
est caractérisée par : B(x10 ...ﬂxm,y10...®ym)= 3££Bi(xi,yi), X;>¥;€P; .
On dit que B est le produit tensoriel des formes Bi et on note B= ® Bi'
iel
L'application dg B ® P.—> ( ® Pi)' est composée de 1'application
.. 1 el iel
1l
. * ' ; : s . * ®
® ¢ ® P, —> O P/ et de l'application canonique H: ® Pi"“>(.0 Pi)'
iel 1 1€1 1€T 1€l iI

Lorsque [ est un isomorphisme, il est clair éue,si les A-modules bilinéaires
(Pi’Bi) sont non dégénérés, il en est de méme du A-module bilindaire (P,B).
Cette condition est réalisée en particulier lorsque les A-modules P. sont
projectifs et de type fini.

Considérons le produit tensoriel R des A-modules bilinfaires P et M, il

existe des sous-modules totalement isotropes P1 et P2 tel que P = P1®P On

o
a alors R = (P1OM)0(P2®M). Montrons que P,6OM (resp. P2®M) est totalement

isotrope. Soient x = L x;6m., y = I xjemj des éléments de P,EM. On a
i J

B{x,y) = iZjB(XiOmi,ijmj)=i§ B1(xi,xj)B2(mi,mj) =2 C;d'ol le résultat.
1]

COROLLAIRE. - Le produtt tenmsoriel de m espaces hyperboliques projectifs

et de types finis est un espace hyperbolique.
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C - INDICE.

Nous terminerons cette présentation de la théorie des formes bi-
linéaires en revenant sur la notion d'indice. Nous admettrons les résultats
suivants dont on trouvera une démonstration dans : W. KLINGENBERG,

Orthogonale Gruppen iiber Lokalen Ringen, Amer. J. Math., 83 (1961).

PROPOSITION 1.6. - Sotent A un anneau local dans lequel 2 est inverstible et
(M,B) un A-module libre, de rang n et non dégénéré. Tout facteur
direct totalement isotrope est contenu dans un facteur direct

totalement isotrope et maxrimal.

PROPOSITION 1.7. - Soient A un anneau local, dans lequel 2 est inversible et
(M,B) un A-module libre de rang n et non dégénéré.
a- Tous les facteurs directs totalement isotropes maximaux ont le
méme rang r et sont permutés transitivement par les automorphismes

métriques de (M,B).

b—m[’el].

Le nombre r est appelé 1l'indice de la forme bilingaire B.
Nous nous proposons de généraliser la proposition précédente dans

le cas ol A est un anneau de Priifer.
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Extensions cycliques non ramifiées

Soient A un anneau de Priifer dans lequel 2 est inversible, (M,B)
un A-module bilinéaire projectif de rang n non dégénéré et (T) l'ensemble
des facteurs directs totalement isotropes. Cet ensemble ordonné par
inclusion est inductif ; en effet;toute chaine de facteurs directs tota-
lement isotropes est finie, les rangs formant une suite croissante d'entiers
bornée par n. Ainsi tout facteur direct totalement isotrope est contenu

dans un facteur direct totalement isotrope maximal.

PROPOSITION 1.8. - Soitent A un anneau de Priifer dans lequel 2 est
inversible et (M,B) un A-module bilinéaire projectif de rang n et
non dégénéré .
a- Tous les facteurs directs totalement isotropes maximaux ont
le méme rang r et ce rang est égal d l'indice commme des formes
bilinéaires Bp obtenues 4 partir de B par localisation relative-
ment aux idéaux premiers de A.

b~-rg [%l.

Nous admettrons le lemme suivant facile & démontrer en utilisant

les propriétés des anneaux de Priifer.

LEMME. - Soient A un anneau de Priifer, M un A-module projectif de type

fini. Les propositions suivantes sont équivalentes :
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a- Le sous A -module N est facteur direct de M.

b- Il existe un idéal premier p de A tel que les conditions

sutvantes soient satisfaites :
1) Le sous-module N est saturé powr la partie multiplicative
S = A-p.
2) Le sous-AP -module Np est un facteur direct du Ap-

module M/p .

Soient alors £ et o deux idéaux premiers de l'anneau A. Les

formes bilinéaires B40 et 340 obtenues a partir de B par extension des
1 2

scalaires de A 3 A*b sont non dégénérées ; soient r leurs
2

t
Pq° r4°2

. Soit N un facteur direct

£y P, o

i~
totalement isotrope maximal du A, -module M,., . Le A-module N _=(1 1) 1(N )
£, , 1~7A +,

indices respectifs. Montrons que r

est un facteur direct totalement isotrope de M,de rang E? . On a donc
1

€P £ r{O . On démontre de méme, mals en partant cette fois d'un facteur
1 2

direct totalement isotrope maximal N du A, -module M,, , que r, <

r, .
P o P2 o Py
Finalement QP = gp'; on désignera par r l'indice commun & toutes les

1 2
formes bilin€aires localisées B¢}.

Désignons par K le corps des fractions de 1'anneau A.
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Soient U un facteur direct totalement isotrope maximal du A-module bili-

néaire (M,B) et g son rang.

Si l'on avait @ > r , le sous—espace vectoriel Us = K QA U serait alors

K QA M totalement

isotrope de dimension q, ce qui est impossible ; donc q € r.

un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel M,

Si 1'on avait q < r , le sous-espace vectoriel U, serait alors un sous-
espace vectoriel de Mo totalement isotrope de dimension q et, par suite,
Uo serait contenu dans un sous-espace vectoriel Vo totalement isotrope
maximal ; ( iz)_1(Vo) = V serait donc un facteur direct de M totalement
1sotrope contenant strictement U, ce qui serait en contradiction avec le

caractére maximal de U. Finalement q = r.

DEFINITION 1.4, - SoZent A wn anneau de Prﬁfer’ (M,B) wn A-module
bilinéaire projectif de type fini et non dégénéré. On appelle indice
de la forme B le rang commun des facteurs directs totalement

180tropes maximaux.

Les facteurs directs totalement isotropes meximaux ne sont pas
nécessairement permutés par les automorphismes métriques (voir M. FLAMMANT

cours de D.E.A.,1971—1972).

PROPOSITION 1.9. - Sotent A un anneau de Priifer dans lequel 2 est inversible
et (P,B) = (P1,B1) 8, (P2,B2) le produit temsoriel de dewx
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A-modules bilinéaires non dégénérés,projectifs,de rangs n. et n,

]

et d'indices respectifs r, et r_. L'indice du A-module bilinéaire

i 2

(P,B) est qu moins égal @ r.,n_  + r n,-2r.r

172 2 2°

La proposition 1.8 autorise & supposer l'anneau A local.

Les A-modules bilinéaires (P1,B1) et (P2,B2) admettent des décom-—
positions de Witt P1=(N1 ® M1)1 R1 . P2=(N1 ® Me)l.R2 , ol les facteurs
directs N, et Mi sont des facteurs directs totalement isotropes maximaux.
Soit alors V le facteur direct de P1 ®, P, défini par :

A2

vV = (N1 ®, P2) ® (R1 6, N ).

= L . — =
xeV — x in1’18>e2’:.L+ [j:r .®n, . et yeV=>y=2n

+, &
1,3 © 72, . 1,622k §r1,h “o.n?

) étant des bases de P. et de N..

(e, ;) et (n2,h 2 2

2,
On vérifie Ssans difficulté que B(x,y) = 02V est donc un facteur direct

totalement 1sotropeson a de plus : rgAV =r.n, * (n1—2r1)r2 = r1n2+r2n1—2r1r2.

OCROLLAIRE 1. - Soient A un anmeau de Priifer dans lequel 2 est inversible et
(P,,B.) (i=1,...,m) m A-modules bilinéaires non dégénérés projec-
tifs ,de rangs respectifs n; et d'indice maximum. Le A-module

i=m

bilinéaire (P,B) = ® (Pi’Bi) eat wn A-module d'indice maximum.
i=1

Suprosons d'abord les ni impairs} nous ferons la démonstration par récurrence

sur m.
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Pour m=1,la proposition est trivialement vraie.
Supposons que la proposition soit vraie & l'ordre k-1 : le produit

tensoriel B' des formes bilinéaires N1,...,B est une forme bilinésaire

k-1
n1-..nk_1 - 1
d'indice maximum . Posons n' = n seely et
5 1 =1
e L U : :
r' = = . Le produit tensoriel des formes B' et Bk
2 2
est une forme bilinéaire d'indice au moins égal a rkn'+r'nk—2r'rk =
- | . - ' -
oy 1 ' n'-1 n, -1 n'-1 _ n'n 1
n' + o, - 2 . 5 = r -
2 2 2 2

D'ol le résultat.

$i 1'un au moins des n, est pair, le résultat est une conséquence

de la proposition 1.5.

Nous utiliserons enfin le résultat suivant que nous &noncons sans

démonstration.

PROPOSITION 1.10. - Soient A wn anneau de Priifer dans lequel 2 est inver—
sibleet(M,B) un A-module bilinéaire non dégénéré, projectif , de
type fini,contenant un facteur direct N totalement isotrope. Alors
il existe un facteur direct totalement isotrope P et wn facteur

direct fortement non isotrope R tels que M = (N & P)LR.

Une telle décomposition du A-module bilinéaire (M,B) est appelée

décomposition de Witt.
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D - CARACTERISTAITON DES FORMES BILINEAIRES NON DEGENERES SUR UN A-MODULE

PROJECTIF DE RANG 1.

Soient A un anneau intégre et K son corps des fractions.

On désigne par J(A) le groupe des idéaux fractionnaires inversi-
bles de K, par J(A) le groupe des classes d'idéaux fractionnaires inver-
sibles et par P(A) le groupe des classes d'isomorphie des A-modules pro-
jectifs de rang 1. L'application surjective C&: J(A) — @P(A) permet
d'identifier canoniquement J(A) et P(A). Soit a,eJ(A);a toute forme
bilinéaire B sur®x & est associée canoniquement 1'homomorphisme dy de
b dans Ou* tel que : B(x,y) = dp(y)x Vx,y€ X . L'isomorphisme composé

des isomorphismes canoniques HomA(Ub;OU') — HomA(Ul,,Uz;1) et

HomA(Ub, w0 associe & dy un élément Ay de OF tel que :

B(x,y) = AgXy¥ Y. X,¥ € Ab.

PROPOSITION 1.11. - Powr un A-module bilinéaire (& ,B) , les propositions

sutvantes sont équivalentes :
a- Le A-module bilindaire (d,B) est non dégénéré -

b- Il existe un élément v de K* et un élément vy de A, inversible

dans A, tels que b - = AV, A, = v_v.
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a. = b , Le A-module bilinfaire (@ ,B) est non dégénéré;donc dy est un
isomorphisme de O, sur son dual &*. Il en résulke que cl(a) = cl(a®) =
cl(a:-1);d'oﬁ cl(()b—g) =0¢ 07_,_" est un idéal fractionnaire principal et il
existe ve K* tel que db—z = Av. La constante >‘B se met sous la forme

A\, = r¥, reA. Enfin la forme B &tant inversible, )\B admet un inverse qui

B

appartient & a;? = Avﬂ,‘d'oﬁ )\B = rv, r étant inversible dans A.

b =>»a est évident.
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I1 - EXTENSIONS CYCLIQUES,

A - GENERALITES.

DEFINITION 2.1. - On dit qu'une extension E d'un corps K est cyclique 8T

elle est galoisienne et si son groupe de Galois sur K est cyclique.

Exemple. — Toute extension quadratique séparable E d'un corps K est cyclique

sur K. Le corps F a est une extmnsion cyclique de degré m du corps Fq.
q

Dans la suite, on supposera que K est un corps de caractéristique
différente de 2. Pour une extension cyclique E du corps K,on désignera par
0 un #lément générateur du groupe de Galois ' de E sur K.

Nous rappellerons les deux résultats suivants :

PROPOSITION 2.1. - Soit E une extension algébrique séparable de degré n
du corps K, produit tensoriel d'extenstions algébriques séparables

E. de K de degré n. . La forme bilinéaire

Tr : (X,y)k———aTrE/K Xy sur E est le produit tensoriel des formes

bilinéaires Tr, : (x,¥) r— Trp Y -

On trouvera une démonstration dans N. BOURBAKI, Algébre, chep. III,

§ 9, n° 3 (1970).
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PROPOSITION 2.2. - Soit E une extension cyclique d'un corps K. Alors E
est isomorphe au produit tensoriel d'extensions cyecliques de K

dont chacune a un degré égal d une puissance d'un nombre premier.

B - EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE D'ARTIN-SCHREIER.
Extensions cycliques du type d'Artin-Schreier simple (en abrégé exten—

sitons A.S.S8.).

Les extensions de ce type sont caractérisées par le théoréme sui-
vant, dont on trouvera une démonstration dans P. RIBENBOEM,L'APithmétique

dans les corps, Hermann (19T2).

THEOREME 2.1. - Soit K wun corps de caractéristique p # o.
a- Toute extension cyclique E de K de degré p admet un élément
primitif ©,racine d'un polyndme irréductible de K[Xl de la forme
XP-X—a.
b- Pour tout aeK”, le po lyndme XP-X-a de K[X] est ou irréductible
ou le produit de p facteurs du premier degré. Dans le premier cas,
le corps des racines E de ce polyndme est une extension cyclique
de K de degré p.
e~ Pour deux polynbmes X -X-a et X -X-b de k[X], les propositions

sutvantes sont équivalentes :
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1 - Les corps des racines de

o~ Xl existe ke z , 1<kgp-1

ces polyndmes sont identiques-

et <€K tel que b=ka+(cP-c).

Pour une extension A.SS.admettant un €lément primitif 6 racine d'un

polyndme XP-X—a de K[X] , nous désignerons par 0 le générateur du groupe

. oo . k
de Galois défini par o(8) = 6+1 . Il vient alors : c(h)(ek)=[g(h)(e)] =

(e+K)¥ (n = 1,2,...,p), T Ky o g% (e+1)Ee. . 4 (pep-1)E =

(6
E/K

isk . i=k .
k i K-1_ i k-1
P+ L C.S.(ple° =2 C5.(ple"
1=1 1=1
avec Si(P) = 11+21+...+(p-1)1.

Or nous savons que :

Si(p) = 0 (modp), si i n'est pas divisible par p-1;

S.(p) =

; -1 (modp),si i est divisible par p-1.

I1 en résulte que :

TrE/K(eh) =0 (k=0,1,...,p~2) ; TrE/KeP'1 = -1 ;
TrE,K(eP) = Trpc(6+a) = 0;

TrE/K(6P+h) = TrE/K(ek+1+aek) =0 (k=1,2,...,p=3) ;
TrE/K(e2p-2) = TrE/K(OP—1+a8p—2) = -1s

TrE/K(eep_1) = TrE/K(6p+aep_1) = -a.
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PROPOSITION 2.3. - Le K-espace vectoriel bilinéaire (E,Tr) est un espace

vectoriel bilindaire d'indice maztmun.

Posons p = 2s+1 et soit N le sous—espace vectoriel de E engendré par les

1=s-1 i

vecteurs 1,6,...,65-1. xeN = x= L o,ie ,aiE.K s dlol
i=o
i=g-1 i3j3=s-1
x2 = 52 a?e21 + Z:‘ or..oz.el"'J .
. i i)
i=0 .
i,j=o
i#j

On vérifie facilement en utilisant les relations précédentes que TrE/Kx2=0'
I1 en résulte que N est un sous-espace totalement isotrope de dimension s;

donc 1'indice de (E,Tr) est égal & s.

PROPOSITION 2.4. - Le groupe de Galois T' de E sur K est wun sous-groupe du

groupe des rotations de la forme Tr.

REMARQUE. -~ Les vecteurs

2s-1 s5-1, .s+1 s 2s-1 s-1
v, =6+6 seees V=60 48 s V=8, v, . =66 sereaVpg (=0 -3+,

2s 2s

v25=6 R v2$+1=6 -1 cqnstltuent une base orthogonale de E.
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Extensions cyeliques du type d'Artin-Schreier généralisé (en abrégé

extensions A.S.G.).

Les extensions de ce type sont caractérisées par le théoréme

suivant

THEOREME 2.2. - Soient K wun corps de caractéristique p > o, E une exten—
ston cyclique de degré q = p° du corps K, 0 un automorphisme de
E engendrant le groupe de Galois de E sur Ket F le corps intermé-
diaire entre K et E de degré m=pe—1 sur K.
Alors 11 existe un élément © de E, racine d'un polyndme irréduc-

tible XP-X-a de F[X] tel que E= F(8) = K(o).

Soit E une extension ASG de K de degré pe. On pose p=2s+i, pe=23'+1
et on désigne par Fi le corps intérmédiaire entre K et E de degré pe"1 H
alors F,_, = F.(6,) = K(e,) , ol 6. est une racine d'un polyndme irréduc-
. p__
tible X=X a; de Fi[X].
Si Ni le sous-espace vectoriel engendré sur Fi par les vecteurs

eg (3=0,1,...,8-1), il vient :

e-itl_ e-i

dimN; =&

2
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PROPOSITION 2.5. - Le K-espace vectoriel bilinéaire (E,Tr)est un espace

vectoriel bilinéaire d'indice maximem.

Le corps E peut &tre considéré comme une extension A.S.S.de F,

engendrée par la racine 6, du polyndme XP—X-a1 de F1[X]. Le sous-espace

s-1
vectoriel N1 de E engendré par les vecteurs 1, 91,...,61 sur F1 a pour
_.e-1
dimension 2"E—— sur K et il est totalement isotrope ; en effet, pour
2

2 2y
tout x€N,, on a TrE/Kx = TrF1/K(TrE/F1X )=0.

1_ e-1

* nous avons N1 N1J_N; , avec dimKN; =D .

Déterminons Ni

Le sous-espace vectoriel engendré par ef sur F, pour dimension pe-1 ; 1l

N s _ . (- S 4 = s
est orthogonal & N, et N,NF 8, = {0} ; done Ni = F.8) et N} N1_LF161
D'une maniére générale, supposons que nous ayons déterminé un sous-
espace vectoriel Mk de E totalement isotrope tel que M; = MkJ_FkG?...ei .
Le corps Fk est une extension A.S.G,de X de degré pe-k. En utilisant 1la

méthode précédente, nous déterminons dans Fk un sous-espace vectoriel

. . 2
' —_ - =
Nk+1 totalement 1sotropelc est-d-dire tel que Tr x°=0 ¥x eNk+1 .
F /K
k
Le sous-espace vectoriel Nk+1ef...e; est un sous-espace vectoriel de E

totalement isotrope, car pour tout x de Nk+ nous avons

1

2.2s 2s _
TrE/Kx 61 ‘e ek TrFT/K

25y _

2.2s 2s
X 91 ...Sk (TrE 1 1
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k-1 2 2s k-1 2 2s
= Tr (-1) x°65° = Tr (-1) x (Tr e-")
F,_,/K k F /K Fo_/Fy &
= k2 _
= TrFk/K( 1) x 0.
P =M1W, . 6° e .0
osons Mk+1 = Mk k+1°97 v & ¢ n a

e__e-k e-k_pe-k—1 e__e-k-1

dimKMk+1 = dimKMk+dimKNk+1 S e o + 2 =272 . Done

2 2 2

+ o= L S S
Mk+1 Mk+1 Fk+1e1 tte ek+1 *

Nous obtenons finalement un sous—espace vectoriel Me totalement isotrope
e-1
et de dimension sur K égale & E_E— .
PROPOSITION 2.6. - Le groupe de Galots T de E sur K est un sous—-groupe
du groupe des rotations de la forme Tr.
e"'1)

Pour un générateur c de ' on a o(p (91) = e1+1;d'oﬁ
e=1 e-1

(aét o)F = aét(o®? ) =1. or pe-1 étant impair, il en résulte dét o = 1.

C - EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE DE KUMMER.

- Extensions cycliques du type de Kummer simple (en abrégé extensions K.S.).

Les extensions de ce type sont caractérisées par le théoréme suivant,
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dont on trouvera une démonstration dans P. RIBENBOIM, L'Aritlmétique

dans les corps, Hermann (1972).

THEOREME 2.3. - Sotent X un corps de caractéristique p, n un entier

non multiple de p et tel que K contienne le corps des racines

n-iémes de l'unité.

a- Pour toute extension cyclique E de KX de degré n, 1l existe un
polyndme irréductible de I(DQ de la forme X -a tel que E soit engendré par
une racine quelconque © de ce polyndme.

b- Pour tout aeK", le corps des racines E du polyndme X"-a est une
extension cyclique de K engendrée par 1'une queleonque des racines de
X'-a et le degré a de E sur X est un divisewr de n.

e~ Pour deux polyndmes X"-a et X'-b, les propositions suivantes sont
équivalentes :

1- Les corps des racines de ees polyndmes sont identiques.

2- Il existe un entier k $1 premier avec n et tel que bcakK".

Pour une extension K.S. admettant un élément primitif 6 racine
d'un polyndme X-a de K[Xl,nous désignerons par 0 le générateur du groupe
de Galois défini par o(®) = n6, ol n désigne une racine primitive n-dme

de 1l'unité. Il vient alors :
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o(h)(ei) = [fc:(h)(e):[i = nkiei (k=1,...,0n 3 i=0,1,...,n-1) ,
n.
. . N . . N 1
ot = ote.. 40M) (ol)s. . 408 (1 )=pd (1unts. . . 4n? Ny=e? I — = o,

E/K font

D
[}

na.

PROPOSITION 2.7. - Sott E une extension cyclique K.S. de degré n de K.

a- S n = 2h+1 | le K-espace vectoriel bilinéaire (E,Tr) a pour

indice h.
b- S7 n = 2nh et si -a est wun carré dans K, le K-espace vectoriel
bilinéaire (E,Tr) est un espace hyperbolique.

ST n = 2h et s -a n'est pas un carré dans K, le K-espace vec—

toriel bilinéaire (E,Tr) a pour indice h-1.

a- n = 2h+1,

Soit N le sous-espace vectoriel de E engendré par le systéme libre

0,6°,...,0%.
i=h . i=h . i,j=n 43
xe¥ = x= % a0 , 0; €K. D'ou X<° = a?621+2 5" 00009 .
. i i h i PR
1=1 1=1 1,)=1
i#]

On vérifie facilement en utilisant les relations précédentes que TrE/Kx2=O.
I1 en résulte que N est un sous-espace vectoriel totalement isotrope de
dimension h.

b- n=2h.
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Soit N le sous—espace vectoriel de E engendré par le systéme libre
9,62,...,6h-1. On vérifie que ce sous-espace est totalement isotrope.
L' orthogonal N© de N se met sous la forme Nt= N1R,ol R est le sous-
espace vectoriel de E engendré par les vecteurs 1 et eh. Une condition

nécessaire et suffisante pour que 1l'indice de (E,Tr) soit égal & h est qu'il

existe un vecteur z de E satisfaisant aux conditions suivantes :

Z = a°1+aheh+x , xe N , aoah# 0, Tr z2=0.

E/K
La derniére condition s'écrit : n(a§+aa§)=0; or n n'étant pas multiple
de p, cette condition devient : a§+aa§ = 0. Il en résulte qu'une condition
nécessaire et suffisante pour que E soit un espace hyperbolique est que

-a soit un carré dans le corps K.

COROLLAIRE. - Le sous—espace vectoriel bilinéaire T des éléments de trace

nulle est un espace hyperbolique.

Ona E=K.1L T;done T= (K.1)*%,

Or E=K 1L (N GIP% odl N et P sont les sous—-espaces vectoriels
totalement isotropes engendrés respectivement par les systtémes libres
suivants : e,...,eh'1 H 8h+1,...,62h. '

Extensions cycliques du type de Kummer généralisées
(en abrégé extensions K.G.).
Les extensions de ce type sont caractérisées par le théoréme

suivant :
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THEOREME 2.4. - Soient K un corps de caractéristique p, q un nombre premier
différent de p tel que K contienmne les racines q-émes de l'unité
E, une extension cyclique de degré qF du corps X, ¢ wnm automor—
phisme de E engendrant le growpe de Galois de E sur ¥ et F le corps
entre K et E de degré m=qe—1 sur X. Alors il existe un élément
& de E, racine d'un polyndme irréductible X%-a de F[X] et tel que

E=F(6)=K(8).

Soit E une extension K.G. de K de degré q%. on pose q = 2h+1,

q€=2h'+1 et on désigne par Fi le corps intermédiaire entre K et E de degré

" ¥ alors F._.=K(8;) = Fi(ei), ol 6, est une racine d'un polyndme

sur Fi par les v?cteurs.ei s 3=1,...,h 3 11 vient : dimKNi=hq =
5 e-1i+1_ e-1

dimKNi=hqe- S R U
2
PROPOSITION 2.8. - Le K-espace vectoriel bilinéaire (E,Tr) est un espace

vectoriel bilinéaire d'indice maximum.

Le corps E peut &tre considéré comme une extension K.S. de F1 de

degré égal &4 q, engendré par la racine 8, du polyndme Xq—a1 de F1[k].
L'étude précédente montre que le sous—espace N1 est totalement isotrope ;

x2) = 0,
1

De plus x N1 . V'yeF1 TrE/ny TrF1/Ky(TrE/F1X) 0.

2 _
en effet, pour tout x€N,, on a TrE/Kx = TrE/K(TrE/F
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Les sous-espaces vectoriels N1 et F, sont orthogonaux. Enfin, il est clair

1

que N.NF, = {0t . Un calcul élémentaire sur les dimensions montre que
1

N,

N, L F_.
1 1
D'une manigre générale, supposons que nous ayons détermin€ un sous-espace

vectoriel Mk de E totalement isotrope tel que MI:‘ = MkJ' Fk' Le corps Fk

est une extension K.G. de K de degré qe-k. En utilisant la méthode précé-

dente, nous déterminons dans Fk un sous-espace vectoriel N

k1 totalement

isotrope, c'est-d~-dire tel que 'I‘rF/K.x2 =0 VxeN I1 vient également

k+1°

2 .
TrE/If‘ =0 ¥Vxe N, et X est totalement isotrope dans E.

k+1
. . . ge—qe—k _(Le—gqe—k- 1
Posons Mk+1 = Mk'L Nk+1' On a dlmﬂ+1=d%+d1nﬁg\lk+1= > +
e e-k-1
=3 -9 4
2 - Bt M'1«:+1 Mk+1 1'Fk+1'

i=e
Nous obtenons finalement un sous-espace vectoriel Me= -L Ni totalement
i=1

isotrope et de dimension sur K égale a 9%

COROLLAIRE. - Le sous-espace vectoriel T des éléments de trace nulle est

un espace hyperbolique.

Désignons par Ni le sous-espace vectoriel engendré sur F‘i par les vecteurs

J(ia = '
ei(,] h+1,...,2h) et posons T;=N.®N:.

k=e k=e
Il vient : E = (5T TJLKl = (M@M)L K1, avee M= L N et M'=] LA
k=1
k=1 k=1

Il en résulte que T =M & M' ; T est donc un espace hyperbolique de rang

qe—1 sur K.
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ITI - EXTENSIONS NON RAMIFIEES.

Dans cette partie, sauf mention du contraire, tous les anneaux

considérés sont supposés &tre commutatifs et unitaires.

A. DEFINITIONS ET RAPPELS.

DEFINITION 3.1. - Soient R un anneau (non nécessairement commutatif) et
M wn R-module. On dit que M est wn R-module générateur g'il existe

des éléments : SUPPIIN de HomR(M,R) et myyee.sm de M tels que

n
§1 fi(xi)=1.

On dit que M est un R-module progénérateur si M est wn R-module

générateur et un R-module projectif de type fint.

PROPOSITION 3.1. - Sott R wn anneau (non nécessairement commutatif). Pour
un R-module M, les propositions suivantes sont équivalentes :
a- Le R-module M est projectif .
b- IL existe une famille (mi)iel d'éléments de M et wne famille
4 .
(fi)ieI d'éléments de HomR(M,R) telle que :

- VYmeM, fi(m)=0 sauf pour un nombre fint d'indices ieI,

- VYmeM, ) fi(m) -m.=m.
i€l

La famille (mi’fi)icl est appelée base duale de M.
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PROPOSITION 3.2. — S R est wn anneau dont les seuls idempotents sont O
et 1, alors tout R-module projectif de type fini (mon réduit a

{0} ) estfidéle et progénérateur.

COROLLAIRE. - S% R est un anneau et M une R-algébre telle que M soit un
R-module progénérateur, alors R est facteur direct de toute sous-

algébre de M en tant que R-module.

DEFINITION 3.2 (algébre séparable). - Sotent R un anneau et A wne R-
algébre. Nous désignons par A° 1'algébre opposée d A et par A
la R-algébre A L A°, dont la multiplication est définte par
(a®@b).(a'®b') = aa'®'b. Ya,a',b'ecA,
Nous pouvons munir A d'une structure de A%-module a gauche par
l'opération (a®b).x = axb , Ya,x,b eA.
L'application p : A% A définie par jpo(a®b) = ab est évidemment
surjective et son noyau J est wn idéal & gauche de A® engendré par
les éléments de la forme a & 1 - 1 ©a , a€A.
On dit que la R-algébre A est séparable st elle vérifie l'une des
propositions équivalentes sutvantes :
a- A est une A®-module projectif .
b- La suite exacte de AS-modules a gauche 0—»J—> J ey S
est scindée.
o- Il existe un élément e de A tel que ne)=1 et Je = {0}

(e est idempotent).
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Remarque .- Rappelons que,si R est un corps, une R-algébre A est dite
séparable au sens classique si le radical de Jacobson de A ®; K est nul pour
toute extension K de R (N. BOURBAKI, Algébre, Ch. 8).

On démontre qu'une R-algdbre A est séparable (lorsque R est un
corps) si et seulement si elle est séparable au sens classique et si elle

est un espace vectoriel de dimension finie sur R.

PROPOSITION 3.3. - 57 A, et A, sont deux R-algébres séparables, la R-
algébre A1 8. A2 est alors séparable.

57 A, et A, sont deux R-algébres telles que A A, sott une

1 0R

R-algébre séparable et R un facteur direct de A

5 en tant que

R-module, alors A, est une R-algébre séparable.

PROPOSITION 3.4. - Sofent S wne R-algébre commutative et A une R-algébre.
St A est wune R-algébre séparable, alors S 8, A est une S-algébre

séparable.

PROPOSITION 3.5. - Soit A une R-algébre telle que A soit un R-module de
type fini. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a- A est une R-algébre séparable .

b~ Pour tout idéal maximal mm.de A, AhA est une R/walgébre

séparables
e- Pour tout idéal maximal m, de A, Am est wne Rmralgébre séparable.
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PROPOSITION 3.6. - Soient A, et A2 deux R-algébres. Les assertions suivantes

1
sont équivalentes :
a- AxA, est une R-algébre séparable.

b- A, et A, sont des R-algébres séparables.

2
(On peut trouver les démonstrations des résultats énoncés dans :
F. DEMEYER et H. INGRAHAM , Separable Algebras Over Commutative Rings,

Lecture Notes in Mathematics - Springer, Berlin (19 7).

PROPOSITION 3.7. - Soitent A un anneau intégre et intégralement clos, K
son corps des fractions, K' une K~algébre séparable de dimension
finte et A' la fermeture intégrale de A dans K'. Alors A' est

contenu dans un A-module de type finti.

Plus précisement, Soit (w1,...,wn) une base de K' sur K contenue
dans A' ; il y a alors une base unique (wT,...,w;) de K' sur K pour laquelle

on a Tr *)

K'/K(wiwj = Gij(indice de Kronecker) ; si 4 est le discriminant

de la base (w1,...,wn), da= DK'/K(V1""’wn)’ on a d # o et

n n . -1, 0B
.CA'cC ! z ).
iZ1 Aw1 i§1 A wicd (1=1 A wl)

En particulier, si d est un €1ément inversible de A, A' est un A-module
libre de base (w1,---,wn)- (N. BOURBAKI, Algébre commutative,Ch. V, § 1,

Prop. 18).
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COROLLAIRE.1. - Si A est wn anneau noethérien, le A-module A' est de type

3 i » . ' *
fint et en particulier A' est wun anneau noetherien.

COROLLAIRE 2. - ST A est un anneau principal, A' est wn A-module libre

de rang n.

DEFINITION 3.3 (Extension non ramifiée d'un anneau local). - Sotent
A wn anneau local, intégre et intégralement clos, K son corps
des fractions et#, son idéal maximal. Soient X' wne extension
algébrique de degré n de K, A' wn sous-anneau de K' contenant A,

ayant K' pour corps des fractions et entier sur A.

On dit que l'idéal maximal "W de A est non ramifié dans A', s'il
existe une base (w1,...,wn) de X' sur K, formée d'éléments de A' et dont

le diseriminant DK,/K(w1,...,wn) appartient d A - M.

5i M est non ramifié dans A', K' est alors une extension séparable
de K, A' est la fermeture intégrale de A dans K' et A' est un A-module

libre de rang n dont toute base sur A est une base de K' sur X ( N. BOURBAKI,

Algébre commutative, Ch. V, ex. 18).

DEFINITION 3.L (Extension non ramifiée d'un anneau intégre . - Sotent
A wun anneau intégre et intégralement clos, K son corps des fractions,

K' une extension algébrique de degré n de K, A' un sous-anneau de
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K' contenant A , entier sur A et ayant K' powr corps des fractions.
57 4 est wn tdéal premier de A, on note A; L'anneau des fractions
de A' dont les dénominateurs sont dans A - R

On dit que l'idéal premier xrde A est non ramifié dans A' st

1'idéal maximal pAp de Ap est non ram fié dans A';.

On dit que l'anneau A est non ramifié dans A'(ou que K' est une
extension non ramifiée de K) si tout idéal premier @ de A est non

ram fié dans A'.

PROPOSITION 3.8. - Soient A un anneau intégre et intégralement clos, K
son corps des fractions, K' une extension algébrique de degré n
de KX et K" une extension algébrique de degré n' de K' . On désigne
par A' la fermeture intégrale de A dans K' et par A" la fermeture
intégrale de A' dans K".

Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) A est non ramifié dans A",
b) A est non ramifié dans A' et A' est non ramifié dans A".

(N. BOURBAKI, Algébre commutative, Ch. V, ex. 19).

DEFINITION 3.5. (Indice de ramification et degré résiduel). - Soient A
un anneau de Dedekind, K son corps des fractioms, K' une extension

algébrique séparable de degré n de K et A' la fermeture intégrale
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de A dans X'. Pour tout idéal premier p de A, les idéaux premiers
de A' figurant dans la décomposition de 4o A' sont exactement les
idéaux premiers @ de A' situés au-dessus de yp ; On notera ep
l'exposant de € dans la décomposition en idéaux premiers de

=3
pA' ¢+ pRA' = ;;; @ "
L'entier ej est appelé 1' indice de ramificationde I® dans
l'extension K' de K. D'autre part, comme A' est un A-module de
type fini (prop. 3.6. cor. 1), alors pour tout idéal premier I
de A" situé au-dessus de p, A’ﬁ3 est une extension de degré fint
de A/p . Le degré de cette extemsion est noté fo et est appelé
le .degré résiduel de K dans l'extension K' de K.
De plus, l'anneau A/ A' est une A/ko -algébre de degré n, tsomorphe
au produit &qF, AVE ot ona la formule : n = 2 epfp

aie
(J.P. STZRRE, Corps Locaux, Ch. 1, § 4).

B - CARACTERISATION DES EXTENSIONS NON RAMIFIEES.

LEMME 1. - Sotent A wn anmeau intégre et intégralement clos, K son
corps des fractions, K' une extension algébrique de degré n de
K, A' un sous-amneau de K' contenant A, entier sur A et ayant K'

pour corps des fractions. On suppose que A' est un A-module de

type fini. Alors A! 8, K =K'.
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L'application A-linéaire A' — K se prolonge en une application K-lindaire

unique u : A' QA K==K' telle que u(x#d) = x, VxcA'.

: -1 A5 K
Soit yeA' 8, Ky posons y = a (x ® 1) avec 0€A, o # 0, xeA'. A
Si u(y)=o,onaa-1.x=odans K';donc x = o et y = o. o
L'application u est donc injective et est un homomorphisme Al @ K

A

de K-algébres. La K-algébre A' ®, K est alors de rang fini

A
et intégre ; c'est donc un corps (N. BOURBAKI, Algébre, Ch. V, § 2,n° 1), Comme

K' est le corps des fractions de A', il s'ensuit que A' GA K =K',

PROPOSITION 3.9. -  Soient A un anneau local intégre et intégralement
elos, d'tdéal maximal MM , .. 8on corps des fractions, K' une
extenston algébrique de degré n de K et A' la fermeture intégrale
de A dans X'.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

a- M est non ramifié dans A’

b- A' est une A-algébre séparable, de type fini en tant que
A-module.

a =2 b . Il existe une base (w1,...,wn) de K' sur K formée d'éléments

de A' et telle que le discriminant D 'K (WT""’wn) appartienne i A-/b,

La A-algdbre A' est alors libre et admet pour base (w.l,...,wn) (prop. 3.7)

et A'/MA' est une A/AN -algébre libre dont la base (w1,...,wn) est telle

que Dy y /g /A/’(ﬂa (;1""&11) # 0. Donc A'/fb A' est une A/m, -algébre

séparable et par suite A' est une A-algébre séparable (prop. 3.5).
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D'aprés le lemme précédent, K' s'identifie & A' ,K et,par suite , est une

A
K-extension séparable (prop. 3.4). D'autre part, A' &tant une A-elgébre

m
séparable, il existe un idempotent e = xj 8 y‘j de A' OA A' tel que
3=1

xjyj=1et(1®x-x®1)e=o ¥FxeA'.
]

S ™Ma

Soit ! une clSture algébrique de K. Pour un K-isomorphisme 0 de K' dans
Q) nous désignerons par 0' sa restriction & A'. Nous savons qu'il y &
exactement n K-isomorphismes OyseeesO de K' dans Q2 et , pour i#j, on a

Gi # 05 ; en effet, soit y ¢K' et posons y = xz 1, xXéA', zeA', z# 0,0na

v) = [ -1 _ -1 . . _
Oi(.{) Oi‘X)(Oi(Z)) = Oi(x)(ci(z)) ; 11 en résulte que 0! = 03

entraine 0.=0..
14

La restriction o' d'un K-isomorphisme ¢ de K' & A' est un isomorphisme de
A' sur 0'(A') par suite 1A,® o' : A' 8, A" A ., 0'(A') est un isomor-
phisme. Désignons par p : A' @A o'(A')—» A'0'(A') l'application définie
par u( a, 8 0‘(ai)) = Z aic(ai); U est un homomorphisme d'algdbres.

i i
Posons e = u[(1A00')(e)]; e, est évidemment un idempotent de A'c'(A).

Soit x un élément de A, nous avons

xe0=x.[u(1A,00')(e)]=u[(x®1)(1A,Qo)(e)]:u[hA,Oo)((xm).e)]

=u[(1A,eo'>((mx).e)]=u[< 1,100). (18x)]e_=0"(x)e_.

Ainsi, (x-o'(x))e0=0, V xea.
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si es =0, Onaxs= o'(x), YxeA' , d'ol ¢' = 1A' ; done O = 1K' et
= xol(y) = T
= x, 0% y.) = x.y.=1.
o -2_1 35 g
J= J=1
Donc, pour un K-isomorphisme ¢ de K', on a & = 60 1 I1 en résulte
] Kl

que pour tout élément x de A', nous avons :

m n m n
§1 ijr(ij) = jz=1xj( kZﬂUk(ij)) = jZﬂx'j( kz=1 ok(yj)ok(x))
n m n

i kz=-1 Gk(x>(j§1xjok(yj)) = gfk(x)eok =X

Cela entraine que A' est une A-algébre libre (prop. 3.1) et que A'/MB A’
est une A/Mib-algdbre séparable (prop. 3.5) de rang n.

Soit (w1,.. . ,wn) une base de A' sur A, les images (51, .. ');'n) forment
évidemment une base de A'/MLA' sur A/ML , dont le discriminant

D'A'/mA')/(A/m: )(w1,...,wn) est non nul ; par suite, le discriminant

DK'/K(WP“"Wn) est un élément de A- M et Mb est non ramifié dans A'.
REMARQUE. - L'une ou l'autre des propositions a et b du résultat pré-
cédent entraine la proposition suivante :

La forme A-bilindaire B sur A' définie par (x,y)r> TrK,/K(xy) est

non dégénérée,
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Sififl est non ramifié dans A', il existe une base (w1,...,wn) de K' sur K,
qui est aussi une base de A' sur A, et dont le discriminant
?
D/ (w1,...,wn) = det ETrK'/K(wiwj)] est inversible dans A. La forme

A-bilinéaire B est alors non dégénérée.

THEOREME 3.1. - Sotent A wun anneau de Dedekind, , K son corps des
fractions, K' une extension alg8brique de degré n sur X, sépara-
ble sur XK et A' la fermeture <intégrale de A dans K'. les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :
a=- L'anneau A est non ramifié dans A',

b- A' est une A-algébre séparable.

e~ La forme A-bilinéaire B définie sur A' par (x,y)h»’rrK,/K(xy)
est non dégénérée.

d- Pour tout didéal premier p de A, l'indice de ramification e
de tout idéal premier 1> de A' situé au-dessus de p est égal a I

gt A/ est une A/ie -algébre séparable.

- Cas local.

Supposons que A soit un anneau de valuation discréte d'idéal
maximal A1 . Nous asavons que dans ces conditions A' est un A-module libre
de rang n (prop. 3.T7., cor. 2).

Les propositions a et b sont évidemment &quivalentes et 1'une quelconque

d'entre elles entraine la proposition ¢ (remarque précédente).
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¢ =a . Si B est non dégénérée, toute base du A-module A' a son discri-
minant dinversible dans A ; or toute base du A-module A' est une base de

K' sur K car A' QA K =K' (lemme 1).

a &>d . Si M est non ramifié dans A', A' est une A-algébre séparable et
par suite A'/ML A' est une A/#,-algdbre séparable (prop. 3.5).

Comme A'/ AL A' est sans radical et M A' est contenu dans le radical

de A', on a MMA' = Rad(A'). Désigx}ons par m'”...,, 'ﬂb'r les idéaux

i=r i=r
maximaux de A' ; on a naAa' = /\ Inz,'i = 0 ’Wfi et A"/ A" est
i=1 i=1

isomorphe i 'JI{: A'/’YT(,; en tant que A/1 -algébre. Pour tout indice
i=1,...,r l'ind;;; de ramification e de ’ﬂZ; est égal 4 1 et A'/ 170 ]1 est
une A/M -algébre séparable (prop. 3.6).

Réciproquement, si la proposition d est vérifiée, M A' est évidemment
le radical de A' et A'/#b A' est isomorphe & :1"1 A'/‘l’ll»):.L en tant que
A/M -algdbre (112,'1,..., m,'r étant les idéaux ma:lczz:laux de A'). Comme
chacune des A/1% —algébrés A'/rrl,}i est séparable, leur produit 1l'est
aussi (prop. 3.6) et par suite A'/an A' est alors une A/#t -algébre sépa-

rable. I1 en résulte que A' est une A-algébre séparable (prop. 3.5).

- Cas d'un anneau de Dedeking.

Nous supposons maintenant que A est un anneau de Dedekind.

Pour tout 1déal premier |o de A; A.P est un anneau de valuation discréte
dont K est le corps des fractions et A'P est la fermeture intégrale de

A 4 dans K'.
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Nous désignerons par ﬁ1,... , R les idéaux premiers de A' situés au

r
dessus de 1'idéal premier fo de A et par el,... e leurs indices de rami-

r .
fication reppectifs : o A' = J{ R ;l .
=1

Nous savons que A' est un A-module de type fini (prop. 3.7, cor.1) et que

A'lo est un Ay -module libre de rang n (prop. 3.T, cor. 2). D'autre part,
les e; sont aussi les indices de ramification des idéaux premiers de A'p
situés au-dessus de oA .

Enfin, considérons la forme bilinéaire B' définie sur le Ao -module

A« par (x,y)'—?TrK,/K(qu) ; 11 est clair que B' = B,, , car les modules

(ar* Jo et (A w)* sont isomorphes.

a &b . Si A est non ra.mifié dans A', alors pour tout idéal premier o

de A, Al est une Ap—aléébre séparable (prop. 3.9) et par suite A' est
une A-algébre séparable (prop. 3.5) (dans un anneau de Dedekind, tout

idéal premier non nul est maximal). Réciproquement, si A' est une A-algebre
séparable, alors pour tout idéal premier jo non nul de A, A'le est une Ap-
algébre séparable. Donc tout idéal premier non nul est non ramifié dans A'.
L'idéal {o} est non ramifié dans A' car K' est une extension séparable

de K. L'anneau A est par suite non ramifié dans A'.

aé&d»c . S1 A est non ramifié dans A', alors pour tout idéal premier p
de A, 1'idéal pAp est non ramifié dans A' et la forme Ap -bilinéaire
By est non dégénérée. Comme toutes les formes localisées Bp sont non
dégénérées, la forme B 1l'est aussi.
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Inversement, si B est non dégénérée, alors pour tout idéal premier non
nul b de A, Bp est non dégénérée. Par suite, tout idéal premier non nul
de A est non ramifié dans A'. Comme 1 “ idéal premier {o} de A est

évidemment non ramifié dans A', 1l'anneau A alors non ramifié dans A'.

a € d.S1 A est non ramifié dans A', alors pour tout idéal premier i de
A, les indices de ramification des idéaux premiers de A'g situés au-
dessus de pAp sont égaux & 1. Donc, pour tout idéal premier o de A.
les indices de ramifications CIERERPLN des idéaux premiers ‘P1,... s pr
de A' situés au dessus defs sont tous égaux & 1. D'autre part, comme

A' est une A-algébre séparable, A'/p A' est aussi une A/p -algébre

r
séparable (prop. 3.5) ; or A'/w A' est isomorphe & T[ A'/p ; en tant
i=1

que A/p -algébre ; il en résulte que chacune des A/l -algdbres A'/p i
est séparable (prop. 3.6).

Inversement, si la proposition 4 est satisfaite, A'/p A' est isomorphe
d la A/p ~algébre TI(. A'/p- ; A'/P A' est donc une A/® -algdbre séparable
(prop. 3.6) pour tot?idéallpremier 0 de A. Par suite, A' est une A-

algébre séparable et A est non ramifié dans A'.

COROLLAIRE. - On désigne par T Lle sous-A-module des éléments de trace
nulle de A' : T n'est autre que l'orthogonal de A. Tao dang le
A-module bilinéaire (A',B). On suppose l'entier n inversible dans

A. Alors A' = ALT et les propositions sutvantes sont équivalentes :
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a- A est non ramifié dans A' -

b- Te A-module bilinéaire (T,B/T+T) est non dégénéré.

«®K 14
L'hypothése n inversible dans A entraine que le sous A-module de A' est
fortement non isotrope , d'ol la décomposition de A' sous la forme A' =

ALA* = Al T (prop. 1.2).

a =pb. La forme A-bilin€aire B &tant non dégénérée et le facteur direct
A"A‘ étant fortement non isotrope, le facteur direct T est alors forte-

ment non isotrope, c'est-a-dire que le A-module (T,B/TxT) est non dégénéré.

b = a- Le A-module bilinéaire (A,B) est non dégénéré, car il est la
somme directe orthogonale de deux A-modules bilinéaires non dégénérés ;

par conséquent, A est non ramifié dans A'.
C - PROPRIETES DES EXTENSIONS NON RAMIFIEES.

THEOREME 3.2. - Sotent A un armeau de Dedekind, X son corps des fractions,
K' une extension algébrique séparable de degré n de K. On suppose
de plus que K' est le produit temsoriel de q extensions algébriques
séparables K. de degré ng de K. On désigne par A' la fermeture
intégrale de A dans K et par A'; la fermeture intégrale de A
dans K.. Les propositions suivantes sont équivalentes :

a- Four tout i, A est non ramifié dans Al.

1=qQ
b-A' = ® A'. et A est non ramifié dans A'.
i=1
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a =b -

- Cas local. On suppose que A est un anneau de valuation discréte, d'idéal
maximal MV .

lLa démonstration se fait par récurrence sur l'entier q.

La proposition est &vidente pour q=1. Supposons-la vraie jusqu'd 1l'ordre

Q Q-1 Q-1
- . ' = .= . = . = .
g-1 et posons : K ®K;=( .Q K;) O K, = F & K, avec f .O K;,
1=1 1=1 i=1
dimK.F =n, .eem . Désignons par B la fermeture intégrale de A dans F.
» q—]
M est non ramifié dans B et B= & A';. Comme B et A'q sont entiers sur
i=1
A, leur produit tensoriel B ®, A'q llest aussi (N. BOURBAKI, Algébre,Ch. V,
o] ' l
§ 1, n° 1) et B ®, A'qg € A'. I1 existe une base (e. )L¢L‘ Byseeosng_y de F
1]
contenue dans B et une base (fj)kjan de Kq sur K contenue dans Aq , dont

les discriminants respectifs sont inversibles dans A; La famille
] '
(ei Q fj)1£i£n1...nq_1 est une base de K' sur K contenue dans A'.
1€jen
J q

Calculons le discriminant de cette base ; & cet effet, considérons les

applications linfaires suivantes :

Q est l'application linéaire de F dans K définie par :x N TrF/K(x )R
¢2 est 1l'application linéaire de qua.ns K définie pa.rx2r—'>Tqu/K(x2).
Le produit tensoriel ¢1Q 1)2 est défini par

(¢10¢2)(x10x2)= ¢1(x1)-¢2(x2) Trp/x (x, ).Tr .,K(xe) = Tr (x10x2).

F 0K /K
o/
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Le discriminant D de la base (eio f.) est donné par

j 14i¢n_...n

1 q-1
1¢j¢n
TR n a .
D = (det ¢2) .(det(¢1)) 9 | Le scalaire D est un &l8ment inversible

de A3 donc est non ramifié dans B 0, A'q . I1 en résulte que A' = B o, A'q
= : A'. (@€f. 3.3).

i=1
- Cas d'un anneau de Dedekind. On suppose maintenant que A est un anneau
de Dedekind. Comme A est non ramifié dans A'i, alors pour tout idéal premier
P de A, 1'idéal maximal pAe de Ao est non ramifié dans (A'i)p R
fermeture intégrale de Ap dans K;. I1 en résulte que 1'idéal maximal
P Ap est non ramifié dans A'yo , pour tout idéal premier yo de A. Par

suite, A est non ramifié dans A'.

q-1 - q-1
I1 nous reste & montrer que A' = @ A'i' Posons encore B= ® A'i :
i=1 i=1
. q q
il est clair que B C A'. D'autre part,( A'.) . = ® (A',) ; or ce
i=1 YRy 1P

dernier anneau est intégralement clos dans son corps des fractions ; donc
B est intégralement clos dans son corps des fractions. Par suite, B > A'

et finalement B = A'.

P Sa.

- Cas local. Supposons que A soit un anneau de valuation discréte d'idéal
maximal ¥ . Pour tout indice i=1,...q, A'i est un A-module libre de rang
fini (prop. 3.7, cor. 2). Par suite, A est facteur direct de chaque A'i

en tant que A-module (prop. 3.2, corollaire). Comme A est non ramifié
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dans A', A' est une A-algébre séparable (théoréme 3.1) ; donec pour chaque
indice i, A'i est une A-algébre séparable (prop. 3.3). L'anneau A est alors

non remifié dans chaque A'i.

- Cas 4d'un anneau de Dedekind. On suppose maintenant que A est un annesu
de Dedekind. Pour tout idéal premier j» de A, l'anneau de valuation dis-

q Q
créte Ay est non ramifié dens A'e ) or A'p = (® A'i)P = ® (A'i) :
i=1 i=1

donc pour tout idéal premier 1 de A, 1'idéal maximal A est non
ramifié dans chacun des (A'i)‘o . Par conséquent A est non ramifié dans

chacun des A'i.

THEOREME 3.3. - Soitent A un anneau de Dedekind, K son corps des frac-
tions, K' une extension non ramifiée de degré n de X et A' lg
fermeture intégrale de A dans K'. On désigne par T le sous=-A-
module des éléments de trace nulle de A',

Nous avons les propriétés suivantes :

a- La suite de A-modules O-=T-—» A' -1:: A -> 0O est exacte et
scindée.

b- Le A-module T est projectif de rang n-1 .

e- 81 A' est un A-module libre, alors T est un A-module Zibre.de

rang n-1.

122



Extensions cycliques non ramifiées

Le A-module A' est projectif de rang n ; c'est donc un A-module générateur

(prop. 3.2). Par suite, il existe des éléments £isere,f) de HomA(A',A) et
n

des &léments Xyseee,X de A' tels que > fi(xi)=1. La forme A-bilinéaire
| i=1

B définie sur A' par (x,yh» TrK./K(xy) étant non dégénérée (Théoréme 3.1),
il existe pour chaque indice i=1,...,n un élément y;é A' tel que

c
fi(xi) = TrK'/K(xiyi)' Posons ¢ = 521 X;¥; ; nous avons
. n n n
TrK'/K(c)=TrK'/K(£E1xiyi) = §£1 TrK'/K(xiyi) = §i1fi(xi)=1’ ce qui

démontre l'assertion a .

I1 en résulte que T est un facteur direct du A-module projectif A' de rang n ;
C'est donc un A-module projectif de rang n-1 j; d'oli b .

Tr _
Comme la suite O~ T —» A' —>» A -~ O est exacte, nous avons

C(A') = c(T)+ C{A). Si A' est un A-module libre, alors C(A')=C(A)=0
(Théoréme 1.3, lemme 1); d'ol C(T) = o. Le A~module T est, dans ce cas,

libre de rang n-1 (Théoréme 1.3, lemme 1).

COROLLAIRE. - Sous les hypothéses de la proposition précédente, il existe

au moing un élément x de A tel que TrK,/K(x) =1,
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D - CARACTERISATION DES EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE D'ARTIN-SCHREIER

NON RAMIFIEES.

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, K' une
extension algébrique séparable de degré n de K et A' la fermeture intégrale

de A dans K' .

THEOREME 3.L4. - S7 K' est une extension cyclique A.S.S., les propositions
sutvantes sont équivalentes :
a- A est non ramifié dans A'.
b- Dextenston K' de K est engendrée par une racine d'un polyndme

irréductible de K[X] de la forme X' - X-a, ol acA.

b 2 a . Soit © une racine du polyndme irréductible ¥ -X-e. L'extension
K'=K(8) est une extension cyclique de degré p de K et les autres racines
du polyndmes x2x-a sont e+1, 6+2,...,6+p-1 . Par suite, le discriminant
de la base (1,9,...,ep'1) de K' sur K est
hindl B

-1 i3 2
1>K,/K(1,e,...,ep ) = det[TrK,/K(e 89)1 = (-1) € . La valeur de ce
discriminant étant un élément inversible de A, A' est alors un A-module
libre de rang p admettant pour base (1,6,...,9p‘1) (Prop. 3.7) et la forme

A-bilinaire B définie sur A' par (x,y)s> TrK,/K(xy) est non dégénérée ; A

est alors non ramifié dans A'.
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a ==t . Il existe un élément v de A' tel que TrKl/K(v)=1 (théoréme 3.3,
corollaire). Comme v¢ K, il vient K' = K(v). Désignons par 0 un générateur
du groupe de Galois de K' sur K. Nous avons a-0(a) = 1 avec

a = v+2o(v)+...+(p-1) o(p_z)(v); d'ol o(ap-a)=[o(a)jp-o(a)=(a-1)p-ap-1=ap—a

avec a=ap-0tcA et par suite a est racine du polyndme XP-X-a ¢ K[X] .

~

THEOREME 3.5. - Soit K' une extension cyclique A.S.G. de K. On désigne
par F,... s les corps intermédiaires entre K et K' de degrés

sur K respectivement égaux d pe—1 s e+ D et par A'i la fermeture

intégrale de A dans F. (i=1,...,e=1). On pose A=A' A=A,

k=F_ et K'sF' . Les assertions suivantes sont équivalentes :

a- A est non ramifié dans A' .

b~ Pour tout indice i=0,1,...,e-1, F. est une extension cyclique de

degré p de F.,q engendrée par une racine d'un polyndme irréductible

p— — -~
de la forme X~ -X 844 de FiH[X]ou ai+1€Ai+1.

8 b . 51 A est non ramifié dans A', alors pour tout indice i=o0,1,...,e-1,
A;,, est non ramifié dans A, (prop. 3.8) et l'assertion b découle immé-
diatement du théoréme précédent.

b =¥ a . Pour tout indice i=o0,1,...,e-1, A;,q est non ramifié dans A;
et A est alors non ramifié dans A' (prop. 3.8).
REMARQUE. - Il existe des extension du type d'Artin-Schreier qui se rami-

fient . Soient K' une extension cyclique A.S.S. de K ; K' est engendrée par
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une racine d'un polyndme irréductible xP-x-ac K(X] avec a € K. Nous allons
montrer qu'il n'est pas toujours possible de trouver un polyndme de la
forme XP-X—b, beA, tel que K' soit engendré par une racine de ce polyndme.
Nous rappelons que le corps des racines sur K des polyndmes XP-X—a. et Xp-x—b
coincident si et seulement s'il existe ke€'B, ¥kgp-1, et ce¢ K tels que
b=ka.+cp—c.

Soit A = !Fp[X] 1l'anneau des polyndmes & une variable sur le corps premier .

& p éléments Fp ; A est un anneau principal de caractéristique p dont le
corps des fractions est K = {F’p(X) . Considérons le polyndme YP-v-1/% ge K[Y] .
Ce polyndme est irréductible dans K [Y] , sinon il admettrait une racine dans
K de la forme P/Q , ol P et Q sont des polyndmes de A premiers entre eux

PP P 1

et nous aurions : =—— - =—--— =0 =-/XP(PP-1-QP_1)=0 ;. alors P diviserait
@ Q X

Q, ce qui est impossible.

Supposons qu'il existe un polyndme de la forme YP-Y-a, aGA, tel que K!

soit engendré par une de ces racines. Alors, il existe ke Z, Kk ¢ p-1,

et deux polyndmes P et Q de A premiers entre eux, tels que k/X il -E = ggA.
Q Q
kQP+xp (PP 1-gP 1)
xqP
RP™1xP" ! (4kr-p)+PP

I1 s'ensuit que & A, c'est-g-dire que X divise Q. En

posant @ = XR, alors € A et, par suite, P et Q ne

sont pas premiers entre eux, ce qui est contradictoire.
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IV - ELEMENTS DE TRACE NULLE DANS UNE EXTENSION CYCLIQUE NON RAMIFIEE.

Nous nous placerons dans la situation suivante :

A est un anneau de Dedekind de caractéristique p, dont on désigne
par K le corps des fractions ; K' est une extension algébrique séparable
de degré n de K et A' est la fermeture int&grale de A dans K'. Nous
notons T le sous—-A-module des éléments de trace nulle de A' et B la

forme bilinéaire définie sur le A-module A' par (x,y)e> TrK./K(xy).
A - CAS DES EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE D'ARTIN-SCHREIER.

THEOREM L.1. - S7 X' est une extension cyelique non ramifiée A.5.5. ou
A.S.G., nous avons les propriétés suivantes :
a- le A-module A' est libre de rang n ; de plue st p est différent
de 2, A' admet une base orthogonale ;
b- le A-module T est libre de rang n-1.
De plus, st K' est une extension cyeclique du type d'Artin-Schreter

simple, A' est alors un A-module libre de rang n de la forme

A'=afe].

C'est une conséquence immédiate des théorémes 3.4, 3.5, 3.6 et de

la remarque suivant la proposition 2.L.
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B - CAS DES EXTENSIONS CYCLIQUES DU TYPE DE KUBMER.
a) Extensions cycliques du type de Kummer de degré impair.
On suppose 2 et n inversibles dans 1l'anneau A,

THEOREME 4.2. - 57 K' est une extension cyclique non ramifiée K.S. ou
K.G. , de degré impair sur K, alors :
a- le A-module bilindaire T est un espace hyperbolique du type
Ffint ;
b- tout élément de T g'éerit d'une maniére unique sous la forme

2\ _ 2y -
x=y+z, avec TrK,/K(y )= TrK,/K(z ) = o.

L'entier n &tant inversible dans A, le A-module A se décompose
sous la forme A' = A 1A,l T. Les modules bilinaires (A',B) et (T,B/Tx T)
sont non dé&générés puisque K' est une extension non ramifiée de K
(Théoréme 3.1., corollaire). Désignons par.wile sous-espace vectoriel
des &léments de trace nulle de K' ;W est un espace hyperbolique de rang
n-1 (prop. 2.7, corollaire) et nous avons évidemment T = WNA. D'autre
part, comme K' = K ©, A', la forme bilinéaire non dégénérée B a méme

indice que la forme bilinéaire non dégénérée définie sur K' par

(x,y) =¥ Tr (xy) (prop. 1.3). Il en résulte que T est un espace hyper-

K'/K
bolique de type fini.

128



Extensions cycliques non ramifi€es

COROLLAIRE. - [Les A-modules A et T sont libres de rang n et n-1.

Comme T est un espace hyperbolique de tyep fini sur l'anneau de
Dedekind A, c'est un A-module libre de rang n-1 ; par suite A' = A.1A-.I.T
est un A-module libre de rang n.

THEOREME L.3. - On se place dans les hypothéses suivantes :
e e
- n=qy ... q11, ou Qyseeerg sont dee nombres premiers dis-—
tincts de p ;

- le corps K contient les racines q1-émes,...,qs-émes de l'unité ;

- K' est une extension cyclique de degré n de K

3
e.
- Chacun des corps intermédiaires entre K et K' de degré qi1 est

une extension non ramifiée de K.
Dans ces conditions :
a- le A-module bilinéaire T est un espaee hyperbolique de type
fint ;
b- tout élément de T s'éerit d'une manidre unique sous la forme

2y _ 2y -
X=y+z avec TrK,/K(y ) = TrK,/K(z ) = 0.

Soient Ei’ i=1,...,syles corps intermédiaires entre K et K' de

e.
degrés qil, i=1,...,s. L'extension E de K est isomorphe au produit tensoriel
des E; qui sont des extensions cycliques K.G. de K. Désignons par A'i

la fermeture inté€grale de A dans E. , i=1,...,s. Comme A est non ramifié

s
dans chaque Ai, A est non ramifié dans A' et A' = ©® Ai (Théoréme 3.2).
i=1
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Pour tout indice i=1,...,s, le sous-A-module Ti des éléments de trace
e.
nulle de Ai est un espace hyperbolique de rang qil -1 (Théoréme L4.2)

tel que Ai =Al Ti (Théoréme 3.1., corollaire). Nous avons donc

S <] S S

1 = @ ! = = ® -L

A' = A! (A®T.) =4A1( T.) L ( T.).
=1 Y i=1 1 j=1 ? i=1 *

Ce qui montre que le sous A-module T des &léments de trace nulle de A'

est T = ( Ti) 1( L Ti)' D'autre part, nous savons qu'un produit

1 i=1

s s

1=

tensoriel (respectivement une somme directe) d'espaces hyperboliques est
un espace hyperbolique. Il en résulte que T est un espace hyperbolique de

type fini.

COROLLAIRE. - Les A-modules A' et T sont libres de rang n et n-1.

b) Extensions cycliques du type de Kummer de degré pair.
On suppose n inversible dans l'anneau A.

THEOREME 4.L. - Soit K' une extension cyclique non ramifiée K.S. de degré
pair de K ; l'extension K' de K est engendrée par une racine d'un
polyndme irréductible de K([X] de la forme X'-a, ou a€A.
a=-S51 A' est un A-module libre, alors tout élément de T s'derit
d'une maniére unique sous la forme x=y+z+ Au , A€A, avec

TrK,/K(YQ) = TrK,/K(z2) =0 et TrK,/K(uz) inversible dans A.
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b- Si -a est un carré dans A, alors A' et T sont des A-modules
libres.

St -a n'est pas un carré dans A, alors A' et T sont sommesdirectes
orthogonalesd'un A-module libre et d'un méme A-module R projectif

de rang 1, fortement non isotrope et tel que C(R)=C(A').

Le fait que K' puisse &tre engendré par une racine d'un polyndte
irréductible de K[X] de la forme X'-a, a €A, résulte du théordme 2.3. Le
A-module A' se décompose sous la forme A' = ALT et T est un A-module
projectif de rang n-1 et un A-module bilinéaire non dégénéré. L'espace
vectoriel K' ®, T n'est autre que le sous-espace vectoriel des éléments
de trace nulle de K' ; c'est donc un espace vectoriel bilin&aire non
dégénéré d'indice-%-- 1 (prop. 2.7, corollaire,. Par suite, T est un A-
module bilinéaire non dégénéré d'indice g-- 1 (prop. 1.8). Le A-module
T admet une décomposition de Witt sous la forme T = (N @ P)1R, ol N et P
sont des facteurs directs totalement isotropes maximaux et R un facteur
direct fortement non isotrope projectif de rang 1. Comme N & P est un
espace hyperbolique de type fini sur 1l'anneau de Dedekind A, c'est un
A-module libre de rang fini et nous avons C(T)=C(N®P)+C(R)=C(R) et

C(A")=C(A)+C(T)=C(T) ; da'od C(T)=C(A')=C(R).
a- Si A' est un A-module libre, alors C(T)=C(A')=C(R)=0 (Théoréme 1.3,

lemme 1). Ainsi T est un A-module libre de rang n-1 et R un A-module libre

de rang 1, fortement non isotrope. Nous en déduisons l'extstence d'un
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€lément u de A' tel que TrK,/K(uz) soit inversibl dans A, et que

R = A.u.

b- Si (-a) est un carré dans A, K' est alors un espace vectoriel bilinéaire
non dégénéré d'indice %-, donc un espace hyperbolique (prop. 2.7). Ainsi,

A' est un espace hyperbolique de type fini sur A (prop. 1.8) , donc un
A-module libre (Théoréme 2.3) et par suite T est aussi un A-module libre

de rang n-1 (Théoréme 3.3). Si (-a) n'est pas un carré dans A, K' est

alors un espace vectoriel bilinéaire non dégénéré d'indice % -1 (prop. 2.7).
Dans ce cas, la décomposition de A' sous la forme

A' = ALT = ALf(veP) L R) = [A L(N6P)] LR montre que A' et T sont sommes

directes orthogonalesd'un A-module libre et d'un néme facteur direct R,

projectif, de rang 1, fortement non isotrope tel que C(R) = C(A').

COROLLAIRE. - Si (-a) est un carré dans A, il existe un élément x # o

de A tel que TrK,/K(x) =0 et Tr (x2) eont tnversibles dans A.

K'/K
REMARQUE. - Nous nous proposons de montrer qu'il existe des extensions
cycliques K.S. non ramifiées de K pour lesquelles T n'est pas un A-module

libre.

On considére l'extension quedratique K=@(e) du corps des rationnels
par e = Y-L1 et on désigne par A le sous-anneau constitué par les &léments

de la forme a+be, ol a et b sont des élément de l'anneau B = Tﬁ%), anneayu
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de fractions de 2 défini par la partie multiplicative § = {Qn,ne 2 }

. L'anneau A est la fermeture intégrale de 1l'anneau principal
B dans K 3 c'est donc un anneau de Dedekind.
Soit O 1'idéal de A engendré par 1+e et 3 ; 1'idéal k= A’ est engendré
per les éléments (1+e)2, 3(1+e) et 9 ; mais 3(1+e)=%(1+e)2+7 9 ; donc
b peut &tre engendré par les éléments e,=2-e; e,=9. Montrons que 1'idéal
b n'est pas principal. A cet effet/considérons 1l'application
N: A —>» B N(atbe) = a2+h‘1b2 et appelons norme de 1'élément a+be de A
1'image de at+be par cette application. On a en particulier :
N[(e.+be)(c+de)1 = N{a+be)N(c+de).
Pour un élément at+be de o , on a :

a+be=(0.+6e)e1+(Y+6e) e, = (2&+h18+9¥)+(-a+28+96)e, a,B,Y,66B ;

N(a+be)=(2a+h18+9Y)2+h1(-a+28+96)2=9(5a2+20582+972+36962+hay—82a6+8287+16&66);

d'old N(atbe) # 0 (mod.9) dans B.

Supposons b principal et soit t €A un élément générateur; kb = At et
N(t) = O (mod 9). Posons e,=at, e,=Bt. Il vient : N(e1)=N(a).N(t)=h5,
N(e,)=N(B).N(¢)=81 ; Qonc 45 =0 (mod. N(t)), 81 = O (mod. N(t)) ;
d'ol 9 =2 45-81 &0 (mod. N(t)).

9 = 0 (mod.N(t)), =yN(t) , YeB , v>0,

Les relations entrainent

N(t) = 0 (mod. 9); N(t)=98 , §€B , 60 ;

d'od y§ = 1,
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?
Ory=-%>0,6=%>0;donc rS=1e'l'.,pa.rsuite,r=2m ,sagp'
2 2 2n+p

avec m'+p' = m+p . Ainsi § =1—n , €T et N(t) =%— , n€q.
2 2

On en déduit que N(a) = 5 o™ , neZ . Posant a=x+ye »X,y€ B, la relation
précédente signifie que 1l'équation : x2+h1y2=5x of , I €7, posséde des
solutions dans l'anneau B. Or ceci est impossible comme le montre le
raisonnement suivant.

Si 1'équation x2+h1y2=512n (n €2) possedait une solution dans B, il
existerait des valeurs entiéres positives ou nulle de n pour lesquelles
1'équation x2+h1y2 = 5 2" (1) aurait des solutions dans Z. Pour n=0,1,2,3,4,
on constate sans difficulté que (1) n'a pas de solution. Il reste &
examiner s'il existe des valeurs de n entiéres et supérieures ou égale & 5
pour lesquelles (1) admet des solutions entiéres. Toute relation de

cette équation est nécessairement constituée par des nombres pairs car,
modulo 4, le second membre est nul. Supposons qu'une telle solution existe
et posons x = 2x, y=2y,. L'équation x2+h1y2=5x2n—2 admet la solution
(x1 ,y1). En itérant le procedé, on arrive i la conclusion suivante :
x2+h1y2=5al2n, n {5 admet des solutions, ce qui est impossible.

Par contre, 1'idésl b = d,h est principal. Il est engendré par les
éléments (2-e)2, 9(2-e) et 81. Or 9(2-e)—2(2—e)2-81= 11-el-d.onc 11-¢
est un élément de bz. I1 est facile de vérifier que les &léments (2-e)2,

0(2-e) et 81 appartiennent & 1'idéal A(11-e) ; donc k%= A(11-e).
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Les éléments 11+e et -(11+e) ne sont pas des carrés dans Q( Y-41)¢ on
désigne par E 1'extension quadratique de Q(JHH) par une racine du poly-

ndme X2—(11+e) et par A' la fermeture intégrale de A dans E.

z€E &> 2 = utvx , u,v €K ;x2= 11+e.

- aeA,B2(11+e)¢A.

-
a2-82(11+e)GA

z+z = 20 €A o€A
z=0+Bx € A'=> Z=0-PX €A'w> > o
zz=a -R(11+e) €A
Ces conditions sont nécessaires pour que 1l'élément z = a+Bx de E appartienne
& A'y, elles sont aussi suffisantes,car alors z est racine de

x2~2ax + a2—82(11+e) = 0,

Soit T l'ensen:ble des €léments de trace nulle dans A' ; alors

T =( Bx, BEK | 82(11+e) €A } Nous nous proposons de déterminer complé-
temen.t le sous—-A-module T.

Posons B = utve ; u,ve Q. On a :

82( 1 1+e)=(u+ve)2( 1 1+e)=(u2—h1v2+2uve) (11+e)=11 (u2—h1v2-)—82uv+[u2-h1v2+22uv] e ;
11(u2—h1v2)-82uv €B ,

B2(11+e) € A = )
u -41vS+22uv ¢B.

11(u2-h1v2)-a2uv €B (1),
Considérons le systéme (I)

u2—1&1v2+22uv €B (2).

81 uvg B (1M,
(1) =% (11)

81(u-41ve)e B (2).
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En multipliant (1') et (2') par une méme puissance convenable de 2, on

voit que :

( 2 81ur = A (1"

(1)==(11) (A,u € 7).

l 2 81(u5-41v?) = u (2"),

Si u = p/q est une représentation irréductible de u, alors q=2ns,oﬁ s est
un diviseur de 81;donc 81 = st ; s peut prendre les valeurs 1,2,9,27,81.

Tirant v de (1") et portant dans (2), il vient toutes réductions faites :

p2M2h L amen o 200y _ B 81yv)-bm2'™322 = 0 , v e B.

Il en résulte que s divise t2; donec s ne peut prendre que les valeurs

r

+1,3,9. Finalement, u se met sous la forme u = » r €14,
2%9
)
Utilisant (2"), il vient alors : v = ; , ' €17,
279

Exprimons enfin que ces valeurs de u et v sont solutions du systéme (I), ce

qui revient & &crire que,modulo 81, r et r' satisfont au systéme :
11(r2—h1r'2}—rr' =0,

() l r2-U1r'2e2orr = 0,

qui se réduit & la seule équation (r+11r')2== O (mod. 81),équivalente

& r+11r' = 0 (mod. 9).

La solution générale du systéme (I) est donnée par Bﬂ_;d + Jn » k,leZ.
92 9x2
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k- 4

Or B = -~ - = .2:3 i les éléments B constituent un idéal fraction-
9

2 2

naire de K engendré par les &léments 1 et 2-¢ ; cet idéal est isomorphe
9

& 1'idéal entier b de A par 1'isomorphisme de A-modules G : BraY = 98.
De ces différentes remarques, il résulte que le A-module T est isomorphe
au A-module K ; par conséquent T est un A-module projectif de rang 1 qui

n'est pas sur A-module libre.

D'autre part, considérons la forme bilinéaire B sur TAT définie par

(B,B" )+ TrE/K BB'x2 = 2BR'(11+e) et effectuons 1'isomorphisme de A-
modules 0,qui au A-module bilinéaire (T,B) associe le A-module bilinéaire

(ko ,B') avec B'(y,Y') = B'(0(B),0(R')) = B(B,R') = 2BR'(11+e),

2(11+e)
81

B'(y,Y') = Yy’

L'idéal ‘0-2 est engendré par 1'élément (11—e)—1 et 2(11ve) _ h(11—e)_1;
81

il en résulte que les formes bilinéaires B' et B sont non dégénérées.
Nous avons ainsi un exemple d'une extension du type de Kummer simple, non
ramifiée par une racine d'un polyndme de la forme Xn—q,avec -a non carré
dans A,et pour laquelle T n'est pas un A-module libre.

THEOREME L.5. - Soit K' une extension eyelique K.S. non ramifiée de degré
n = 2% de K. Soit F. le corps intermédiaire de rang 2* Tentre

K et K' ; on suppose que K' est emgendré sur F1 par une racine

d'un polyndme de la forme Xp-a1, avec a,& F et que (-a1) est
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carré dans F,.

Alors, les A-modules A' et T sont libres.

»
L'hypothése“(-a1) carré dans F. implique que K' est un plan hyper-

bolique sur F,. Il existe alors un sous-F1—espace vectoriel N, de K

1
totalement isotrope et de rang 1 ; donc N1 est un K-espace vectoriel
btotalement isotrope de rang 28_1. Par suite, K' est un K-espace hyperbolique.

I1 en résulte que A' est aussi un espace hyperbolique sur A, donc un A-

module libre. Le A-module T est alors libre.

REMARQUE. - Considérons la situation suivante :

A= [a+be ; a,bé TC%)E , K= Q(e), K'=K(x), x2=11+e, K" = x'(1).
L'extension K" de K est une extension cyclique K.G. de degré 4. Les exten-
sions K' de K et K" de K' sont non ramifiéesjdonc K" est une extension

non ramifiée de K. D'autre part, 1 étant carré dans A, la fermeture inté-
grale A" de A dans K" est un A-module libre de rang 4. Enfin A" &tant
aussi la fermeture intégrale de A' dans K", A" est un A'-module libre.
Ainsi les propositions :

i’

"ACA'CA" ; A" est A-module libre ; A" est A'-module libre !

n'impliquent pas “A' est A-module libre
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