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CONTINUITE DES FONCTIONS ALEATOIRES

SPHERIQUEMENT INVARIANTES.

par J. L. BESSON

La recherche de la classe des fonctions alfatoires du second ordre
pour lesquelles la meilleure approximation au sens des moindres carrés
est linéaire conduit & 1'étude des fonctions aléatoires sphériquement
invariantes ( [1],[5],[10]). Celles-ci sont utilisées dans plusieurs
domaines de la théorie du signal ([6],[7],[8]) et possédent de nombreuses
propriétés analogues 3 celles des fonctions alatoires gaussiennes.

Ce travail a pour objet l'&tude de la continuité des fonctions
aléatoires sphériquement invariantes (continuité en probabilité, en
moyenne d'ordre p, des trajectoires).

Nous rappelons dans une premidre partie les principales propriétés
des fonctions al@atoires sphériquement invariantes ([51,[10]).N0us
abordons ensuite 1'étude de la continuité et montrons dans un premier
temps 1l'équivalence entre la continuité en probabilité et celle en

moyenne quadratique; nous établissons ensuite pour la continuité presque-
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Continuité des fonctions aléatoires sphériquement invariantes

siire des trajectoires un résultat analogue aux théorémes classiques de
X. FERNIQUE ([b4]) et R.M. DUDLEY ([3]) dans le cas des fonctions aléatoires

gaussiennes.

NOTATIONS. -

(2,4,P) est un espace de probabilité, T un ensemble non vide,
{Xt;teT} une fonction aléatoire réelle du second ordre et centrée. H
désigne le sous-espace vectoriel fermé de LZ(Q,Cl,P) engendré par
{Xt;teT}. Etant donné un sous-espace vectoriel fermé V de H, on note n

(V)

le projecteur orthogonal de H sur V et E 1l'espérance conditionnelle
d la tribu #(V) engendrée par V.
Pour toute varisble aléatoire X & valeurs dans R, Py = Pc}(_1 désigne

la loi de probabilité de X et ;5 (.) sa fonction caractéristique.
X

I. LES FONCTIONS ALEATOIRES REELLES SPHERIQUEMENT INVARIANTES.

DEFINITION. - La fonction aléatoire réelle du second ordre et centrée
{X,;t €T} est sphériquement invariante si pour tout élément X de H
et tout opérateur linéaire unitaire U de H, X et U.X ont méme lot

de probabilité.

Autrement dit, une condition nécessaire et suffisante pour que
{Xi;teT} soit une fonction aléatoire sphériquement invariante est que

pour tout couple (X,Y) d'éléments de H tels que ||X||2 = |lY||2, on ait
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Contimité des fonctions aléatoires sphériquement invariantes

Toute fonction aléatoire réelle gaussienne centrée est sphériquement
invariante.
On obtient aisément la caractérisation suivante des fonctions

aléatoires sphériquement invariantes par leur loi temporelle :

PROPOSITION 1. - Une condition nécessaire et suffisante pour que la
fonetion aléatoire réelle {Xt;t € T} soit sphériquement invariante
est qu'il existe une fomction ¢ : R_ + R telle que pour toute
partie finie {t1,...,tn}de T et tout (u1,...,un) de B® , on ait

Elexp(i & u. X, )} =¢ (|| u. x_ [|,). On a alors pour tout
=1 Y =1 9% ®

élément X de H et tout réel u : ¢X(u) = Blexp(i u X)} = ¢(|ul.HXH2)-

Nous énongons maintenant la caractérisation que nous avons évoquée

dans 1'introduction ([1],[5]) :

PROPOSITION 2. - &7 1'espace vectoriel H est de dimengion supérieure ou
égale d 2, une condition nécessaire et suffisante pour que la fonc-
tion aléatoire réelle {Xt;t €T} gscit sphériquement invariante est

. . v
que pour tout sous—-espace vectoriel fermé V de H on ait I = EQ( ).

REMARQUE 1. - Soit u = (u1,...,un) un élément de R® , |u| s& norme
euclidienne et { &),... ,En} un systéme orthonormé dans H.

n
¢(lul) = Blexp(i £ w.£.)}.
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Continuité des fonctions aléatoires sphériquement invariantes

La fonction ¢(|.|) est donc continue et de type positif sur R® 3 11

s'en suit , d'aprés un théoréme de SCHE NBERG ([9]) dans le cas ou la
dimension de H est infinte, 1l'existence d'une probabilité de Radon

U sur R+ telle que

2
d(u) = J exp(- £- ) du(x) , u€R.

R, 2

Le résultat qui suit indique que,lorsque la dimension de H est
infinie, les fonctions aléatoires sphériquement invariantes sont
1 1]

"conditionnellement gaussiennes.

(Ce résultat est énoncé sans démonstration en [5]).

PROPOSITION 3. - Si H est de dimension infinie, wne condition nécessaire
et suffisante pour que la fonction aléatoire réelle {Xt;teT} soit
sphériquement invariante est qu'il existe une variable aléatoire
positive A, R (H)-mesurable et telle que, pour tout élément X de H

2
. . - Au
de norme 1 et tout réel u, on ait Elexp(iuX)/A} = exp(- =5-) presque-

stirement.

Preuwve. - La condition suffisante est immédiate; pour la condition
nécessaire, il suffit de généraliser au cas non dénombrable les résultats
classiques sur les familles de variables aléatoires en dépendance
symétrique, puis d'utiliser un raisonnement fait en [2] p. 233. Nous ne
donnons que les grandes lignes.

Soit {Ei;i.eI} une base orthonormale de H ; elle est en dépendance
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Continnité des fonctions aléatoires sphériqgement invariantes

symétrique ; soit & la sous-tribu de @ des événements qui dépendent
symétriquement des Ej (of/ cB(H)). Conditionnellement & &, les variables
aléatoires c’:j sont €quidistribuées et indépendantes et il existe une
probabilité conditionnelle réguliére de F’j par rapport & & :
P:Qx%BsR)~+ [0,1].

Pour we @ et ueR, soit ¢(w,u) = f exp(iux)P(w;dx) . ¢(w,.) est une
R

fonction caractéristique et ¢(.,u) est un représentant de Ed{exp(iuij)}.
On montre alors que ¢(w,.) est réelle et paire puis que presque-siirement
¢(w,/u+v ) = ¢(w,/a).¢(w,/~¥) pour tout (u,v)eRf_ . On en déduit alors,

du fait de la continuité de ¢(w,.), l'existence d'une variable aléatoire

2
positive A(.), &/-mesurable et telle que ¢(w,u) = exp(-&m) » et pour
toute partie finie J de I, on a E{exp(i I u.f.)/A} Pys
: J7d
JE€J
2

. P.s Aug A ¢ 2
T E{exp(i u.£.)/A} “2° T exp(- —L=) = exp(- = L uS).
jed d7d j€d 2 2 jeg v

On a alors le résultat en utilisant le fait que {Ei,iEI} est une

base orthonormale de H.

REMARQUE 2. - En utilisant l'unicité de la transforméede Laplace d'une
probabilité, on &établit aisément que la loi de probabilité de A est la
mesure U donnée par le théoréme de Schoenberg (Remarque 1).

Une condition nécessaire et suffisante pour que H soit contenu

P
dans L {Q, (1,P) (2€p<+e) est que AeLP/Q(Q,(’l,P); on & alors pour tout

élément X de H :
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Continuité des fonctions aléatoires sphériquement invariantes

p/2
||X||§= c(p) E(Ap/z) [1x] |g avec C(p) =&/——_I-I- F(%l).

£

En particulier A€ L'(Q,G,P) et E(A) = 1.

Remarquons que si H/\LP(Q,Cl,P) #{0} (2¢p<+) , alors H est contenu dans

LP(Q, a,p).

II. CONTINUITE DES FONCTIONS ALEATOIRES SPHERIQUEMENT INVARIANTES.

La fonction aléatoire {Xt;te:T} est d'ordre p (1€p<+») si pour tout
tdeT, X ¢ f = LP(Q,GL,P).
L° = L°(Q, @,P) désigne l'espace vectoriel réel des classes de variables

aléatoires réelles définies sur (2,&,P) , muni de la topologie de la

convergence en probabilité ; L° est un e.v.t. métrisable et complet.

PROPOSITION 4. - Si la fonetion aléatoire sphériquement invariante
{Xt;te T} est d'ordre p (2¢p<+»), H est contenu dans f et les
topologies induites sur H par L° et LP sont équivalentes. En

particulier H est fermé dans L° et LF.

Preuwve. - I1 suffit de montrer que toute suite d'éléments de H convergente
en probabilité vers O est convergente en moyenne d'ordre p vers 0.

Si H est de dimension finie, le résultat est immédiat.

Si la dimencion de H est infinie comme Xte LP , d'aprés la remarque 2,0n a
HCLP.

Soit (xn)n)1 une suite d'éléments de H qui converge vers 0 en probabilité.

Pour tout réel u, lim @, (u) = 1.
oo n
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D'aprés la proposition 3 :

. 2
Lin fm el - 2 1% 112 ) aula) = 1 5

n++eo +

d'ol :
lim IIXn||2 = 0 (sinon on aurait u{o} = 1 et donc H = {o}).
Do

Ainsi les topologies induites sur H par L? et L2 sont équivalentes.
Pour achever la démonstration, il suffit de remarquer que les topologies

induites sur H par LP et L2 sont &quivalentes puisque
wet, |Ixll, = e =22 x|, .

Si T est un espace topologique, en notant K la fonction covariance

de {X.;teT} (K(s,t) = E[Xs'xt])’ nous avons :

COROLLAIRE. - Powr une fonetion aléatoire réelle {Xt;t €T} sphériquement

invariante et d'ordre p (2¢p<+») , les quatre propriétés suivantes

sont équivalentes :

(i) elle est continue en probabilité sur T ;

(i) elle est continue en moyenne d'ordre p sur T ;
(111) la covariance K est continue sur TaT ;

(7v) la covariance K est continue swur la diagonale de TaT.

Nous abordons maintenant 1'étude de la continuité des trajectoires
des fonctions aléatoires sphériquement invariantes. Les résultats et

démonstrations sont trds analogues & ceux du cas gaussien tels qu'on peut

les trouver par exemple en IS].
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Continuité des fonctions aléatoires sphériquement invariantes

d désigne 1'écart d&éfini sur T«T par d(s,t) = ||X-X,| |2.

Pour €>0,4#(€) est le nombre minimum de d-boules de rayon € nécessaire
pour recouvrir T. A (.) est une fonction monotone décroissante de

Jo,+=[ dans NY{+=}. On note #(e) = LogA(e) (Entropie métrique).

PROPOSITION 5. - Soit {Xt;t €T} une fonction aléatoire sphériquement
tnvariante qui vérifie l'hypothése suivante :

»
1l existe 6>0 tel que f /H#(x) ax <+o

(]

Alors on peut construire une fonction aléatoire sphériquement

invariante {X! ; t €T} équivalente a {Xt ; tET} et a trajectoires

unt formément continues sur l'espace semi-métrique(T,d).

Preuve. — Si H est de dimension finie, le résultat est immédiat.

Supposons H de dimension infinie. Soient A une variable aléatoire
donnée par la proposition 3 et @ = {weQ ; A(w) > 0}. On note &, 1a
tribu trace sur Q, de & et P, la probabilité définie sur @, par

Po(B) = %Eg—:) (P(Q,) > o,car sinon H = {0}.)

Soient X€H et X, sa restriction a Qo.

2 2
Agu ”xl |2

E o (ero/n,) = expl(-

Po—po S.
2

Soit Y la variable aléatoire définie sur Qo par Y(w) =

Xo(w)

Y Alw)

* On a
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1uY)

Eo(e

i w2l 1x]12
f Eo(e / Aolj .d.Po = f exp(- )dPo
Q, Q 2

2 2 °
u?] |x] ]|
exp (— _—2)-
2

. . . 2
Donc Y est une variable gaussienne rentrée de variance HXI |2 .

X
Ainsi, en notant Yt = —
/A
{Yt;te T} est une fonction aléatoire gaussienne centrée et
V(s,t) €T .
2 2
o= x 12 = [ jrni® e
Qo
D'aprés 1'hypothése f /H#(x) dx <+ et les résultats sur les

[0,6]

fonctions aléatoires gaussiennes [3] ,[5] , il existe une fonction aléa-
toire gaussienne centrée définie sur (Q,, @,,Po) {Y,(': ; te€T} équivalente

8 {Yt;t €T} et & trajectoires uniformément continues sur (T,d).

Soit {X‘t';;te T} défini par :

Pour we®, ,  X!(w) = /Alw) Y'(t,0) ,

Pour w€ Q\§, X'(t,w) = 0.
Les trajectoires de Xt!‘ sont uniformément continues sur (T,d).
D'autre part, pour tout teT, on a X'.1, = X_.1 P p.s., donc P.p.s.
TR, Tt To

et, comme pour tout Xe€H :

) x2dp=f sl = [ allxlZe=o,

g, nQ, o,
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on a, pour tout teT, X! =0=X_  P.p.s.

Dans le cas ou T est une partie bornée dejRk , on démontre de

la méme fagon que dans le cas gaussien le résultat suivant .

PROPOSITION 6. - Sott {X ;t €T} une fonction aléatoire sphériquement

invariante (ol T est une partie bornée de RS et vérifiant la
condition suivante :

il existe une fonction g : R_ ~ R, strictement croissante sur
[o,é] telle que

(1) j‘”‘”g(e‘x Jax < + @

:
(1) ¥(s,0) €T : |s-t| ¢ 6 —=> ||x X, || < &(]s-t]).
2

Alors on peut construire une fonetion aléatoire sphériquement
invariante {X};téT} équivalente d {X ;t € Tlet a4 trajectoire unifor-
mément continues awr (T,|.|) . (|.| désigne la norme euclidienne de

R").
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