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-

Dans une catégorie abéliemnne, tout triple [ﬂ Eﬂ exact a gauche
détermine une localisation.[}] et si le triple est exact, la cohomologie
de son complexe est &troitement liée aux satellites du foncteur section
de cette localisation (Prop. 1.2.2.), ce qui conduit en particulier &

un résultat général applicable aux méthodes standard (Cor. 1.2.4.).

Ces résultats sont appliqués aux homomorphismes d'anneaux, ce qui
donne en particulier divers critéres, dont un de nature cohomologique,
permettant de reconnaitre qu'un homomorphisme plat & gauche, admet une
"factorisation canonique" au moyen d'un homomorphisme fidélement plat &

gauche et d'un épimorphisme plat 3 gauche (Th. 2.2.3.).

1. — PROPRIETES GENERALES.

1-1. Préliminaires.

Tout tripleIl = (T,k,p) dans une catégorie Q., détermine la sous-
catégorie pleine Cl@f] de L, caractérisée par les objets M de (b, pour
lesquels la suite

d 9 (M)=kI (M)
0 N
MM;[‘M ;PZM

d%(M)=Fk(M)'

est exacte.

En supposant désormais que Ot est avec Limites projectives ginies, il

existe un noyau (L,j) caractérisé par la suite exacte :

. dQ=kT
—_—
di=rx

r2

et un couple (L,\) caractérisé par la relation : k = jel.

1-1-1. LEMME :
Si Le tniple T = (T,k,p) est exact i gauche, {f existe un foncteun
exact T' : O — & = Q] , coadjoint au foncteurn canonique pleine-
ment fidefe S' :&¥ — QU ot {L peut etre caractéinisé par La condi-
tion : L = S'T',
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En montrant d'abord que AT et T'A sont des isomorphismes fonctoriels
et que jT et I'j sont des monomorphismes fonctoriels, il est facile de
vérifier que AL et L) sont des {domorphismes gonctoriels égaux, ce qui
entraine l'existence d'un triple idempotent et exact & gauche
L = (L,A,u). Tout résulte alors facilement du fait que les objets de &
sont les objets M de Q. , qui sont L-{invariants, c'est-i-dire pour les-
quels A (M) : M — LM est un isomorphisme.

1-1-2. REMARQUES :

(a). Si le triple I = (I',k,p) est exact 4 gauche, en considérant
1'adjonction :

a' = (a',8")(T' - s")(Q,%)

qui vérifie :IL = V(a'), il existe un triple {{defe et exact d gauche
Ir* = (r'',k',p') dans &, tel qu'en posant :

v(al;]rll) = [S'F'T',(S'R'T')O.',(S'p'T')(S'F'B'F'T')]
il existe un isomorphisme de triple :

e :IT —— V(a',Ir").

(b). Pour toute adjonction :

a= (a,B)(T - ) (ax,®)

dans laquelle le coadjoint T est exact, en posant I' = V(a) et avec les

notations précédentes, il existe une adjonction :

a" = (a",8"N(T" 4 $")(¥.®)
dans laquelle le coadjoint T" est exact et fidéle, de sorte que :

T =T"T' et S = S'S" avec T" = TS' et S" = T'S.

De plus, la catégorie &= O..@‘] est alors &quivalente 3 la catégorie
des coalgébres [l], associée au cotriple € = A(a).

]1-2. Etude du cas abélien.

En supposant désormais que (Lest une catégorie abélienne, le lemme 1=1-1]
entraine que tout triple exact 4 gauche T = (I',k,p), détermine une Localisg-

~

tion Sé’]r dans U, caractérisée [3_] [6] par l'une des données suivantesg :
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- La sous-catégorie Localisante Q. de (L, définie par :

Q' = KerT = Ker T' = Ker L .

- La sous-catégorie Locale £=Qr] de A, qui est la catégorie abélienne

caractérisée par les objets (U'-fermés.

- Le systéme Localisant (L,)), dans lequel L = S'T' est un foncteur
Localisation.

11 convient de noter que ce résultat constitue une généralisation
de la proposition 5 (p.374) de Eﬂ et que,par suite, la "nature" recéle

encore beaucoup plus de localisations que ne le laissait prévoir cette

proposition.

~ . - . »
De méme, tout triple T = (T,k,p) détermine un foncteur compfexe C

caractérisé par les conditions :

¢® = ! (n>0)
el i i _n-itl
et dn = 'z (-1) dn avec dn = T'kT pour Ogign+l.
i=o
1-2-1. LEMME :

S Le tuiple T = (T,k,p) esl exact, Les foncteurns

B = 1 [cY)
sont Les composantes d'un foncteur cohomologique H*, nul en degnés
strnictement négatifs et vénifiant : L = HO.

C'est immédiat.

1-2-2. PROPOSITION :

Dans une catégornie abélienne O., pour tout triiple exact T = (T,k,p)
"~
qui détermine une Localisation S%T dans O., alons :

(a). Les satellites du foncteur section §' : P — QLaont caracténisis
par Les composantes du foncteur cohomologique universel :
1= u's
pour Lequel {f existe un Lsomorphisme fonctoniel :
AS' 1 S' — LS' = ¥O0 .
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(b). 1L existe un isomorphisme gonctoriel de 3-foncteurs :
* *® * vE
HA:H — HL=HT'.

(c). En posant (F,i) = Ker k et (Q,q) = Coker k , £ existe des

isomonphismes fonctoriels : HO = L et i = FQn+] pour n3xl .

Tout d'abord, en posant (R,k') = Im k et (R,p) = Coim k , ce qui

donne un diagramme commutatif et exact de la forme :

e

o
O ) A — ] «— O
=
)
4 d————
i

ly

(n.

o
=

-

et, en supposant simplement que le triple I est exact 3 gauche ou exact 3
droite, il est possible de vérifier que le couple (L,)) peut &tre carac-

térisé par un diagramme commutatif et exact de la forme :

>

¥

- O
]
o

~

(I1). 0 -

Q

0 g

o v
O —0 +—X% +—O
¥
[
O 4+—rg ——"F — — O
Ya]
9
O W =m0 ' «— O
o

L0
o

c'est—-3-dire par un carré cartésien (III).

. » . »
- Comme la relation : QU' = Rer T montre que C et par suite H s'annulent
sur Q.', les suites exactes de cohomologie associées 3 la premiére colonne de

(I) et a la premiére ligne de (II1), entrainment {b).

v x * - .
En posant C =C8S', ce qui entraine d'ailleurs " n[é'] ,
comme '\ est un isomorphisme fonctoriel, il existe un isomorphisme fonctorie] :
* » * v _
CA:C —CL=CT'.
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En remarquant que toute suite exacte courte dans & est équivalente a
1'image par T' d'une suite exacte courte dans QU, il en résulte alors fa-
. WA #* ,
cilement que H = H S§' est un foncteur cohomologique.

En vérifiant que le complexe (I ——E——+ C')F est homotope i zéro,

ce qui entraine :

HT = 0 pour n>l .
la remarque l-1-2 (a) donne la relation S'T'' = I'S' et montre que le mono-
morphisme fonctoriel k' : Ise-—+ ' vérifie

yn
HT'=0 pour n» 1,

c'est-a-dire que les foncteurs H" sont effacables pour n>l et par suite la

. - * .
proposition 2-2-1 de BJ entraine que it est un foncteur cohomologique
universel.

La caractérisation de & entralne que AS' est un isomorphisme fonctoriel,

ce qui achéve la démonstration de (a).
La relation HIT = 0 entraine le diagramme commutatif et exact :

[+]

> T > P -+ 0
xLl xrl lXP
0 , 12—t R g - > LP > HIL > 0

dans lequel AL et AT sont des isomorphismes fonctoriels.

Comme AR est un monomorphisme fonctoriel, il en est de méme pour AP et

par suite il en résulte une suite exacte de la forme :

0 > P AP, Lp » HIL —— 0 .

D'aprés (b), elle donne une suite exacte de la forme :

0 > P AP » LP > HI > 0

Compte tenu de la relation P = RQ et de la relation (Lp)Ax' = AR

dans laquelle Lp est un isomorphisme fonctoriel, il en résulte que H! peut

étre caractérisé par une suite exacte de la forme :

1
0 —~ rRQ —2 19 ~ 1l > 0
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Comme (II) donne une suite exacte de la forme :

A'Q

0 > RQ » 1 —L 2 @2 >0
il en résulte bien que le foncteur Hl peut &tre caractérisé par :
B o= FQ? .
Compte tenu des relations :
nn

H'F =0 (np0) et HT =0 (azl) ,

les suites exactes de cohomologie associées & la premiére colonne de (I)
et 3 la seconde ligne de (II) donnent des isomorphismes fonctoriels

n+

B = "R (n30) et HQ = H''R (nyl)

qui déterminent des isomorphismes fonctoriels :

Hn+l = HnQ pour n2l

L'isomorphisme fonctoriel H! = FQ? détermine alors des isomorphismes

fonctoriels :

i = FQD+] pour nzl .

ce qui achéve la démonstration de (c).

1-2~3. COROLLAIRE :

Dans une catégorie abilienne b, poun tout tuiple exact T = (T,k,p) ,
AL ¢ a 2quivalence des conditions sudivantes :

(a). Le foncteun Localisation L est exact.

(b). Le foncteur section S' : & — QL ost exact.

{c). Le goncteur cohomologique B venifie : B = 0 .,

(d). Le foncteun cohomologique H* vénifie : H® = 0 pour tout n3pl .
(e). Le complexe c* est acyclique en deghi un.

(4). Le complexe augmenté (I LN C*) est acyclique.

(g). Les goncteurs F et Q vérifient : FQ2 = 0 .
Cela résulte immédiatement de la proposition 1-2-2.
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1-2-4. COROLLAIRE :

Etant données deux catéigories abéliennes Q et ®, pour tout goncteur
exact 3 gauche E :Q — @B et pour tout trniple exact T = (T,k,p)
dans Qu, tel que Le foncteur Er : Q— @ s0it exact, alors :

{a). Les goncteurns
B (e, By = H[ECT)
sont Les composantes d'un goncteur cohomologique H*(-,E)n,, nut en
degnis strnictement négatifs, vérnigiant :
0 . & n . =
HY ( ,E)I, EL et H (T ’E)IT 0 pour n3zl
(b). De plus, a4 Le tniple T est fidéle, Le complexe augmenté? (I k, c®)
est une résolution E-acyclique de I et 1 »EXp est un foncteur cohomo-

logique universel dont fLes composantes caracténisent Les satellites du
gonctewr exact @ gauche E : Q. — ® .

La partie (a) est immédiate.

Le début de la démonstration de la proposition |-2-2 entrainme que pour
que I' soit fidéle, c'est-i-dire pour que k soit un monomorphisme fonctoriel,
ce qui équivaut 3 F = 0 , il faut et il suffit que A : I — L soit un

isomorphisme fonctoriel.
La partie (b) résulte alors de (a), du corollaire 1-2-3 et de la propo-

sition 2-2-1 de [4].

1-2-5. REMARQUE :

Le corollaire 1-2-4 et son dual sont 3 l'origine du "caractére absolu",
lié 3 l'existence de satellites, de la plupart des théories cohomologiques

ou homologiques obtenues par les méthodes standard .

2. — APPLICATIONS AUX HOMOMORPHISMES D'ANNEAUX.
2-1. Généralités.

Dans la suite, les anneaux considérés sont des anneaux avec élément unité

et les homomorphismes sont des homomorphismes d'anneaux avec &lément unité.
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Pour tout anneau A, tout homomorphisme f : A —> B , détermine une
adjonction

ag = (1, (E — £)(Q,B)

dans laquelle QLet & sont les catégories de modules 3 gauche sur A et sur B.
I1 en résulte un triple exact a droite H'f = (I‘f,kf,pf) dans ¢, défini
par :

II‘f = V(af)

auquel est associé un couple (Lf,Af) et un complexe C; dont la cohomologie

P n
caractérise des foncteurs Hf'

I1 est alors possible de montrer que tout objet M de Q- vérifie :

LM = {y;y = g biexieBAeM; g l@biexi = g bielexi} .

En particulier :

LfA

{b;bEB ; 18b = b1}
est muni d'une structure d'anneau et il coincide alors avec le dominion [7]
de £, qui est un sous-anneau D = D(f) de B et g = )\f(A) : A — LfA =D

est un homomorphisme d'anneaux.

I1 en résulte un diagramme commutatif d'homomorphismes d'anneaux de

la forme :

). A £ » B
N /
D
dans lequel D est le dominion de f et dans lequel h est injectif.

2-2. Cas des homomorphismes plats & gauche.

Un homomorphisme f : A —> B sera dit plat @ gauche si le foncteur
. . * - . .
extension des scalaires f :QL— ® est exact, c'est-i-dire si f fait de

B un A-module 3 droite plat, ou encore si le triple T'_ est exact.

f
I1 détermine alors une localisation Sef dans Q., dont la sous-catégorie

localisante O_E de (Qest définie par :

QL. = Rer T, = Rer £ .

En particulier, le dominion D = D(f) de f est alors l'anneau Localiss
de A pour la localisation Sff dans C..
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2-2-1. PROPOSITION :
Pour tout homomonphisme plat i gauche f : A — B , alors :
n

(a). Les foncteuns He sont Les composantes d'un foncteur cohomologique

H; , nul en degnés strnictement négatigs et vérigiant Hg = Lg

(b). Les satellites du foncteur section S% : Sff-——>CLbonI carnacitié-
rises parn Les composantes du foncteur cohomologique universel

pour Lequel {iL existe un Lsomorphisme fonctoriel :

A, 8! s s! —» L S!=HO.
£ % Of £ %¢ = B

{e). TL exdiste un {somonphisme fonctoniel de 3-goncteurs :
x* A »*

* -
Hf Af : Hf — Hf £ Hf Tf .

Comme le triple'lI‘f est exact, cela résulte de la proposition 1-2-2.

2-2-2. PROPOSITION :

Pourn tout homomorphisme plat i gauche £ : A+ B qui détermine fLe
diaghamme commutatif (IV), 8L Q.,B et D sont Les catégories de modules
a gauche sur A, sur B et sur D, alons :

{a). L'homomonphisme injectif h : D —> B est plat i gauche.

(b). La Localisation 5%; dans DO coincide avec £'image par g de La

~

Localisation 2& dans Q.

La commutativité du diagramme :

h B _ i

/ \

D B8B

\h\,B/iz‘ A
permet d'envisager un morphisme v" : BB —— B@®B défini par

D A
v'(b8b') = bBb' , ce qui permet de montrer que le morphisme canonique
D A

v'(B) : B8B — BOB est un isomorphisme.

A D

Le morphisme fonctoriel canonique v f*g*——+ h* donne le diagramme

commutatif :
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£%g. D v (D) > b'D
* *
£ g, (h) h™ (h)
vh (B) = v'(B)
* 3 * N *
£f B=f g h B > h h,B

. . . L3
dans lequel v(D) est toujours surjectif. Comme f g*(h) = B8h est injectif,

il en résulte que v(D) est injectif et par suite bijectif.

oo * *
Comme D est un générateur de D et que f B et h commutent aux limites

. . . - * * . .
inductives, il en résulte que v : f 8, — h™  est un isomorphisme fonctoriel.

» . . *
D'une part, comme f g, est exact, il en résulte que h est exact, ce qui

prouve (a).

D'autre part, comme la sous-catégorie localisante D' de D associde 3
1'image [6] par g de la localisation SEf est caractérisée par :
P = g;l(O.'), il en résulte la relation :
- * *
D = g*l(Cl') = Ker f g = Ker h =Dt'1 ’

ce qui prouve (b}.

2-2-3. THEOREME :

Pour tout homomorphisme plat 3 gauche f : A — B , qui détermine fLe
diaghamme commutatif (IV) et La Localisation %ef dans Q., il y a Squi-
valence des conditions suivantes :

(a). La Localisation sEf dans Q est plate [6].

{a'}. La Localisation ng dans Qlest exacte [6] .

(b). L'homomorphisme h : D —> B ¢4t fidélement plat i gauche.
(e}. Le goncteur cohomologique H: vénigdie : H? = 0 pour tout n3l.
{¢'). Le foncteun cohomologique H; vinigie : Hé =0 .

(d). L'homomonphisme £ : A —> B admet une factorisation de La gonme

).

A £ > B
hc/fz’

dans faquefle f£) es1 un épimorphisme plat i gauche et dans Laquelfe £,
est un homomorphisme fidélement plat 3 gauche.

De plus, une telle factorisation est unique & un Lsomorphisme prey .
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s

Comme il est facile de vérifier que la localisation SE% est de type fini,
le théoréme 3-6 de [5] ou de [6] entrafne 1'&quivalence de (a) et de (a').
De plus, compte tenu de la partie (b} de la proposition 2-2-2, la condition
(a) se traduit &galement par la trivialité de la localisation QEL dans D,

ce qui prouve l'équivalence de (a) et de (b).

Le corollaire 1-2-3 entraine alors 1'équivalence des conditions (a}, (a'),

(b}, (e}, (c') et,d'aprés le théoreme 4-1 de [i]ou de [é], elles entralinent
(d} en posant f; =g et f, =h .

Réciproquement, (d) entraine : (1% = Ker £ = Ker fT et d'aprés le
lemme 3-] de Dﬂ ou de Bﬂ il en résulte un isomorphisme u : D — C ,
vérifiant £, = ug , ce qui prouve l'affirmation relative i 1'unicité. Compte
tenu de la relation (1% = Ker g. , la proposition 2-2 de &ﬂ ou de Dﬂ, montre

alors que (d) implique (a), ce qui achéve la démonstration.

2~2-4. EXEMPLES :

(a). Etant donnés un anneau commutatif noethérien A et un idéal ‘Mde A, soit
f : A— B 1'homomorphisme canonique de A dans le séparé complété B = ;
de A pour la topologie M~adique. Il est bien connu que f est un homomor-
phisme plat et il est possible de montrer que f vérifie les conditions &qui-
valentes du théoréme 2-2-3 en prouvant par exemple qu'il vérifie la condi-

tion {d), dans laquelle C est 1'anneau de ZARISKI s™1a , avec S = 1+ M,

(b). Etant donné un corps commutatif K, pour l'anneau A = K[k,Yj les indé-
terminés X et Y déterminent des épimorphismes plats f' : A — Ay et

f" 1 A — AY et en considérant 1'anneau produit B = Ax x AY , il en résulte

un homomorphisme plat

f :tA— B .

En montrant que g : A —> D est un isomorphisme et que la localisation

SE% n'est pas triviale, il en résulte que f ne vérifie pas les conditions

8dquivalentes du théoréme 2-2-3.

2-2~5. REMARQUE :

Les conditions &quivalentes du théoréme 2-2-3 entrainent que g : A — D

est un &pimorphisme plat i gauche.

L'exemple (b) montre que la réciproque n'est pas vraie.
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