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TRIPLES ET EXACTITUDES 
Publications du 

Département de 

Mathématiques 

Lyon 1974 1.11-1 

Michel HACQUE 

Dans une catégorie abélienne, tout triple [\] [Y] exact à gauche 

détermine une localisation [3] et si le triple est exact, la cohomologie 

de son complexe est étroitement liée aux satellites du foncteur section 

de cette localisation (Prop. 1.2.2.)» ce qui conduit en particulier à 

un résultat général applicable aux méthodes standard (Cor. 1.2.4.). 

Ces résultats sont appliqués aux homomorphismes d'anneaux, ce qui 

donne en particulier divers critères, dont un de nature cohomologique, 

permettant de reconnaître qu'un homomorphisme plat à gauche, admet une 

factorisation canonique" au moyen d'un homomorphisme fidèlement plat à 

gauche et d'un épimorphisme plat à gauche (Th. 2.2.3.). 

1. - PROPRIETES GENERALES. 

1-1. Préliminaires. 

Tout triple IT = (T,k,p) dans une catégorie CL, détermine la sous-

catégorie pleine Ct[r] de CX , caractérisée par les objets M de CL, pour 

lesquels la suite \ 

M * W > m r 2M • 

d-J(M)=rk(M) 

est exacte. 

En supposant désormais que O-est avec lÂmitQA projective* ^inieò, il 

existe un noyau (L,j) caractérisé par la suite exacte : 

d2=kr 

et un couple (L,À) caractérisé par la relation : k • j©X. 

1-1-1. LEMME : 

Si le tAiple F = (r,k,p) eàt exact à gauche, JUL zxUte un ^oncteuK 

exact T' : C X — • cf = C L ( T ] , co ad joint au fancteuA canonique pleuie-

ment fidèle S' :Se — • a et il peut etsie cjoJvxctlhÀAl pax la. condi

tion : L » S'T'. 
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En montrant d'abord que \T et TX sont des isomorphismes fonctoriels 

et que jr et Tj sont des monomorphismes fonctoriels, il est facile de 

vérifier que XL et LX sont des ÂAomoKphÂAmeA ^oncto^eJU égaux, ce qui 

entraîne l1existence d'un triple idempotent et exact à gauche 

Ii • (L,X,y). Tout résulte alors facilement du fait que les objets de 5? 

sont les objets M de ( X , qui sont * c'est-à-dire pour les

quels X(M) : M —* LM est un isomorphisme. 

1-1-2. REMARQUES : 

(a). Si le triple TT « (r,k,p) est exact à gauche, en considérant 

l'adjonction : 

a' = (a',6f)(T' H S 'XCL.S?) 

qui vérifie : IL = V(a'), il existe un triple ^idèJUt et ZXJOLCX à gauche. 

IT1 * (r f,k',p') dans §£, tel qu'en posant : 

V(a 'Or') = [ s , r ,T ,

f (S ,k ,T f)a ,,(S ,p ,T ,)(S l r ,B , r ,T 1)] 

il existe un isomorphisme de triple : 

z :IT V(a',ITf). 

(b). Pour toute adjonction : 

a = (a,6)(T H S) (CL, <& ) 

dans laquelle le coadjoint T est exact, en posant TT » V(a) et avec les 

notations précédentes, il existe une adjonction : 

a" = (a",g")(T" H S") (§?,<&) 

dans laquelle le coad joint T" est exact et ££dè£e, de sorte que : 

T - T"T' et S - S'S" avec T" - TS' et S" * T'S. 

De plus, la catégorie Se5- CXJÎ] est alors équivalente à la catégorie 

des coaJbgcbKeJi fl] , associée au cotriple C s A(a) • 

1-2. Etude du cas abélien. 

En supposant désormais que CL^st une catégorie o6é-6cenne, le lemme 1 - 1 - j 

entraîne que tout triple exact à gauche. TT * (r,k,p), détermine une loaxJU^Or 

tÀJOfl dans Cl, caractérisée (3] [ô] par l'une des données suivantes : 
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- La sous-catégorie localisante CL1 de CX, définie par : 

Ct f = Ker T = Ker T 1 = Ker L . 

- La sous-catégorie locale o£-Cl|îr] de CL, qui est la catégorie abélienne 

caractérisée par les objets CL!-fermés. 

- Le système localisant (L,X), dans lequel L « S'T1 est un fanctexUi 

localisation. 

Il convient de noter que ce résultat constitue une généralisation 

de la proposition 5 (p.374) de [3] et que,par suite, la "nature" recèle 

encore beaucoup plus de localisations que ne le laissait prévoir cette 

proposition. 

De même, tout triple TT = (r,k,p) détermine un foncteur complexe C* 

caractérisé par les conditions : 

C n = r n + 1 (n*0) 

i=n+l 
et d n = l (-l)^1 avec d 1 = I^kr 1 1" 1 pour 0$i$n+l. 

i-o 

1-2-1• LEMME : 

St le tïilple W = (r,k,p) est exact, les fancteuAS 

H n « H n [ c * ] 

sont les composantes d'un foncteur cohomologique H , nul en degrés 

òt/Uctement negatilo at vVU^iajfit : L - H°. 

C'est immédiat. 

1-2-2. PROPOSITION : 

Vano une corego Axe abêJUcnne CX, pouK tout txlple exact IT = (r,k,p) 
A* 

qui detenmine une localisation dans (X, aloAS : 

(a). Los satellites du foncteur section S f : S? —• Cl sont caKacWiiseS 

pcJi les composantes du foncteur cohomologique universel : 

* , 

H = H S 1 

pouK lequel II existe un isomoKpkisme fanctonlel : 

AS1 : S' LS1 * 5° • 
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(6) . Il oxijbtd un JLbomotvphJubma iovioXonJidL de Ъ-^OYictojuJU : 

H X : H — • H L 8 H T . 

(c). En posant (F,i) = Ker к dt (Q,q) = Coker к , IL ZXU>t<L du 
ÀAomKphLbmoA loncAoKldU : H° « L oX Hn - FQ n + 1 роил n^l • 

Tout d'abord, en posant (R,kf) » Im к et (R,p) * Coim к , ce qui 
donne un diagramme commutâtif et exact de la forme : 

0 

i 
F 

(I). I • L 

0 • R —, — 5 Г 9 • Q • 0 

i * 
0 

et, en supposant simplement que le triple F est exact à gauche ou exact à 
droite, il est possible de vérifier que le couple (L,X) peut être carac

térisé par un diagramme commutatif et exact de la forme : 

0 0 0 

0 • R • L a—-*• FQ »• 0 

R j iQ 

(II) . 0 • R — »• Г 9 »• Q • 0 
о pQ 

0 > P • RQ • 0 

i i 
о 0 

c'est-à-dire par un carré cartésien (III). 
- Comme la relation : C l ' « Ker Г montre que С et par suite H s'annulent 
sur 0L f, les suites exactes de cohomologie associées à la première colonne de 
(I) et à la première ligne de (II), entraînent (6 ) . 

En posant C* • C*S' , ce qui entraîne d'ailleurs fi11 * Нп[б*] э  

comme ГХ est un isomorphisme fonctoriel, il existe un isomorphisme fonctoriel : 
С Л : С • C L - C I ' . 
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En remarquant que toute suite exacte courte dans â? est équivalente à 

l'image par T' d'une suite exacte courte dans CL, il en résulte alors fa-
v * * 

cilement que H = H S' est un foncteur cohomologique. 
k * 

En vérifiant que le complexe (I • C )Y est homo tope à zero, 

ce qui entraîne : 

H nr * 0 pour n̂ l > 

la remarque 1-1-2 (a) donne la relation S'r' = TS' et montre que le mono-

morphisme fonctoriel k' : 1^—• r 1 vérifie 

Hnr' = 0 pour n> 1 , 

c'est-à-dire que les foncteur s H n sont e^açofa£e6 pour n>\ et par suite la 

proposition 2-2-1 de [ 4 ] entraîne que E* est un foncteur cohomologique 

La caractérisâtion de $P entraîne que AS' est un isomorphisme fonctoriel, 

ce qui achève la démonstration de [a]. 

La relation - 0 entraîne le diagramme commutatif et exact : 

0 • L ^ • T - - • P • 0 

XL Xr XP 

0 • L 2 ^ > U — > LP • H2L • 0 

dans lequel XL et XT sont des isomorphismes fonctoriels. 

Comme XR est un monomorphisme fonctoriel, il en est de même pour XP et 

par suite il en résulte une suite exacte de la forme : 

0 • P — • LP • H 2L > 0 * 

D'après (b), elle donne une suite exacte de la forme : 

x p 

0 • P — • LP • H 1 • 0 , 

Compte tenu de la relation P - RQ et de la relation (Lp)X1 = XR , 

dans laquelle Lp est un isomorphisme fonctoriel, il en résulte que H 1 peut 

être caractérisé par une suite exacte de la forme : 

0 • RQ ^ • LQ • H 1 • 0 . 
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Comme (II) donne une suite exacte de la forme : 

0 • RQ ^ • LQ ^ • FQ 2 • 0 / 

il en résulte bien que le foncteur H 1 peut être caractérisé par : 

H 1 = FQ 2 . 

Compte tenu des relations : 

H 1^ « 0 (n»0) et H nr = 0 (n»l) , 

les suites exactes de cohomologie associées à la première colonne de (I) 

et à la seconde ligne de (II) donnent des isomorphismes fonctoriels 

H n » H 1^ (n>0) et H nQ « H n + 1R (n»l ) 

qui déterminent des isomorphismes fonctoriels : 

Rn+1 = H n Q p o u r q > ] ̂  

L r isomorphisme fonctoriel H 1 « FQ 2 détermine alors des isomorphismes 

fonctoriels : 
TTn _^n+1 

H = FQ pour n>l s 

ce qui achève la démonstration de (c) . 

1-2-3. COROLLAIRE : 

Van* une catégorie abetienne (X, pou/i tout t/tlple exact T * (r,k,p) , 

il y a équivalence de* condition* suivante* : 

(a). Le ionctouK locaLL&atlon L ut exact. 

( b ) . Le ^ona£eitt section S' : S f — • CL a^t exact. 

( c ) . Le ionctouK cohomologlque H ugytc<J>ce : H1 - 0 . 

[d). Le rfanc^eu* cohomologlque H* uéAx,(J>ce : H n - 0 poun tout n*i 

( e ) . Le complexe c ea£ acy clique en degtâ un. 

(¿1. Le complexe augmenté. (I • C ) eàt acycllque. 

[g). Lu ioncteuu F et Q vé>u,£tent : FQ 2 - 0 . 

Cela résulte immédiatement de la proposition 1-2-2. 
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1-2-4. COROLLAIRE : 

Etant donnée* deux catégorie* abeltenne* Gt et 05 , роил tout ^oncteuA 

exact à gauche E : CL — • (© et pouA tout tKtple exact Г » (Г,к,р) 
dan* (X, tel que le, ionctexjJi ЕГ : Q — • 4b boit exact, aloh* : 

(a) • lez Rondeau* 
rfW^ ='НП[ЕС*] 

sont les composantes d'un tfonc£eu/t cohomologtque B*(*9E)^9 nul en 

de.QH.eA stsitetement négatifs, vêAt^Jjint : 

H°(*,E) T = EL e t н^г^Юц, - 0 роил. п>1 . 

к * 
(Ь). Ре p£aô, лч, le triple. Г еа£ fidèle, £е complexe augmente (l — • с ) 

гб£ une Kesolutton E-acycltque de l e£. Н*(»,Е)д, est un foncteur cohomo-
logique universel dont le* composante* caAactéAlsent le* satellite* du 

ionoXeuK exact à gauche E : CL — • db • 

La partie (a) est immédiate. 

Le début de la démonstration de la proposition 1-2-2 entraîne que pour 

quelT soit fidèle, c'est-à-dire pour que к soit un monomorphisme fonctoriel, 
ce qui équivaut à F - 0 , il faut et il suffit que X : I — • L soit un 

isomorphisme fonctoriel. 

La partie (6) résulte alors de (a), du corollaire 1-2-3 et de la propo

sition 2-2-1 de [4] . 

1-2-5. REMARQUE : 

Le corollaire 1-2-4 et son dual sont à l'origine du "caractère absolu", 

lié à l'existence de satellites, de la plupart des théories cohomologiques 

ou homologiques obtenues par les méthodes standard . 

2. - APPLICATIONS AUX HOMOMORPHISMES D'ANNEAUX. 

2-1. Généralités. 

Dans la suite, les anneaux considérés sont des anneaux avec élément unité 

et les homomorphismes sont des homomorphismes d'anneaux avec élément unité. 
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Pour tout anneau A, tout homomor phi sine f : A — • B , détermine une 

adjonction 

a f = <*,«)<f* — \ f § ) ( a A ) 

dans laquelle Oletdb sont les catégories de modules à gauche sur A et sur B. 

Il en résulte un triple exact à dtioitd ITf = (r f,k f,p f) dans CL, défini 

par : 

F f = V(af) 

auquel est associé un couple (Lj,Xj) et un complexe dont la cohomologie 

caractérise des foncteurs Ĥ ). 

Il est alors possible de montrer que tout objet M de O-vérifie : 

L F M = {y;y - l b . e x . Ê B B M ; \ 18b ̂ = \ b.810x.} . 

i i i 1 

En particulier : 

L fA = {b;beB ; 10b = b®l} 

est muni d'une structure d'anneau et il coïncide alors avec le dominion [f\ 

de f, qui est un sous-anneau D » D(f) de B et g = X^(A) : A — • L^A « D 

est un homomorphisme d'anneaux. 

Il en résulte un diagramme commutatif d'homomorphismes d'anneaux de 

la forme : 

(IV) . A • B 

dans lequel D est le dominion de f et dans lequel h est injccti^. 

2-2. Cas des homomorphismes plats à gauche. 

Un homomorphisme f : A — • B sera dit pZat à gauche si le foncteur 

extension des scalaires f :CL—• est exact, c'est-à-dire si f fait de 

B un A-module à d/toiXc ptat, ou encore si le triple est exact. 

Il détermine alors une localisation ££ f dans CL, dont la sous-catégorie 

localisante Ct£ de Qest définie par : 

QL'f - Ker T f - Ker f* . 

En particulier, le dominion D - D(f) de f est alors l'annzau tocaZi^^ 

de A pour la localisation Sf̂  dans C L . 
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2-2-1. PROPOSITION : 
Роил, tout homomorphisme plat à gauche f : A — • В , alors : 

(a), les joncteurs à о vit les composantes d'un joncteur cohomologique 

H* , nul en degrés strictement négatif et vérifiant = L f . 

(b). Leô satellites du foncteur section S£ : S£f — • Cl sont caracté

rises рак les composantes du foncteur cohomologique universel 

H F = H f S -

роил lequel il existe un isomorphisme fonctoriel : 

X f S} : S' ̂  L f S' = H° . 

( c ) . Il existe un isomorphisme ionctorleZ de d-fancteurs : 

Comme le triple est exact, cela résulte de la proposition 1-2-2. 

2-2-2. PROPOSITION : 

Роил tout homomorphisme plat à gauche f : A •+ В qui determine le 
diagramme cormutatlf (IV), si CL,fib et £> sont les catégories de modules 

à gauche sur A, sur в et sur D, alors : 

(a). L'homomorphisme injecti^ h : D — • В est plat à gauche. 

(b). La localisation S? dans'!) coincide avec Vimage par g de la 
il 

localisation Sff dans CX . 

La commutâtivité du diagramme : 

D ВвВ 
В ̂ "t^ A 

permet d'envisager un morphisme v" : BOB • ВвВ défini par 
D A 

vn(b0b') - b8b' , ce qui permet de montrer que le morphisme canonique 
D A 

v'(B) : B8B — У ВвВ est un isomorphisme. 
A D 

Le morphisme fonctoriel canonique v : f*g^—• h* donne le diagramme 
commutatif : 
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* „ v(D) ,* f ĝ D v Yi D 

f'g.00 h*(h) 
* I Vh (B) = v'(B) + 

f f. B = f \ h . B " h V 

dans lequel v(D) est toujours surjectif. Comme f g.(h) = B8h est injectif, 
* A 

il en résulte que v(D) est injectif et par suite bijectif. 

Comme D est un générateur de 3D et que £ g # et h commutent aux limites 

induetives, il en résulte que v : f g^ — • h est un isomorphisme fonctoriel. 

D'une part, comme f g^ est exact, il en résulte que h est exact, ce qui 

prouve (a). 

D'autre part, comme la sous-catégorie localisante ' deD associée à 

l'image [ô] par g de la localisation S&f est caractérisée par : 
— 1 

<SD' = gm ( CX' ) , il en résulte la relation : 

2 > = g ^ ( C L ' ) = Ker f \ = Ker h* -3^ , 

ce qui prouve (b) . 

2-2-3. THEOREME : 

Pour tout homomorphisme plat à gauche f : A — • B , qui determine le 

diagramme commutatl& (IV) et la localisation dans CL, Il y a équi

valence des condition* suivante* : 

[a]. La localisation S? f dans G est plate [ô] . 

[a1}. La localisation S£f dans CXest exacte [6] . 

(b). L'homomorphisme h : D — • B QJSt fidèlement plat à gauche. 

(c). Le fancteur cohomologlque H* vérifie : = 0 pouK tout n^i. 

( c r ) . Le fancteu/i cohomologlque H* vérifie : H* = 0 . 
[d). L'homomorphisme f : A — • B admit une factorisation de la ^orme 

(V). A £ > B 

c 

dans laquelle fj est un épimorphisme plat à gauche et dans laquelle f 2 

est un homomorphisme fidèlement plat à gauche. 

De plu*, une telle factorisation est unique à un Isomorphisme près. 
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Comme il est facile de vérifier que la localisation $6^ est de type fini, 

le théorème 3-6 de [p] ou de [f] entraîne l'équivalence de (a) et de [&') . 

De plus, compte tenu de la partie (b) de la proposition 2-2-2, la condition 

[a] se traduit également par la trivialité de la localisation Sf^ dans^, 

ce qui prouve l'équivalence de [a] et de (b). 

Le corollaire 1-2-3 entraîne alors l'équivalence des conditions (a), (a'), 

(b), (a), (c') et,d'après le théorème 4-1 de [s\ ou de [è] , elles entraînent 

[d] en posant f̂  = g et f2 = h . 

Réciproquement, (d) entraîne : Q £ s Ker f = Ker fj et d'après le 

lemme 3-1 de QiQ ou de [ô] il en résulte un isomorphisme u : D — • C , 

vérifiant f]_ * ug , ce qui prouve l'affirmation relative à l'unicité. Compte 

tenu de la relation CL^ • Ker g* , la proposition 2-2 de [s] ou de [s] , montre 

alors que (d) implique (a), ce qui achève la démonstration. 

2-2-4. EXEMPLES : 

(a). Etant donnés un anneau commutât if noethérien A et un idéal ̂YYlde A, soit : 

f : A — • B l'homomorphisme canonique de A dans le séparé complété B • A 

de A pour la topologie 'ftb-adique. Il est bien connu que f est un homomor-

phisme plat et il est possible de montrer que f vérifie les conditions équi

valentes du théorème 2-2-3 en prouvant par exemple qu'il vérifie la condi

tion [d], dans laquelle C est l'anneau de ZARISKI S~*A , avec S * 

(b). Etant donné un corps commutatif K, pour l'anneau A - K(X,Y] les indé

terminés X et Y déterminent des épimorphismes plats f ' : A — • A^ et 

f" : A — • Ay et en considérant l'anneau produit B • A x * A^ , il en résulte 

un homomorphisme plat 

f : A — • B . 

En montrant que g : A — • D est un isomorphisme et que la localisation 

Sê^ n'est pas triviale, il en résulte que f ne vérifie pas les conditions 

équivalentes du théorème 2-2-3. 

2-2-5. REMARQUE : 

Les conditions équivalentes du théorème 2-2-3 entraînent que g : A — • D 

est un épimorphisme plat à gauche. 

L'exemple (b) montre que la réciproque n'est pas vraie. 
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