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LA CONDITION "INTEGRALEMENT CLOS", IV, 

MODULES DE TYPE FINI SUR UN ORDRE MAXIMAL 

par G. MAURY 

Sauf au paragraphe 3 R désigne un ordre maximal régulier, noethérien 

de son corps des fractions (pour la définition on pourra se reporter par 

exemple à ASANO ( 1 1 ) , § 1 ) . 

Soit ̂ > un idéal premier minimal de R (c'est-à-dire un idéal premier 

non nul ne contenant strictement aucun idéal premier non nul de R). Soit 

SFjp la famille des idéaux à gauche de R contenant un idéal bilatère RsR 

avec ŝ p̂ et soit JÇ> $ la famille des idéaux à droite de R contenant un 

idéal bilatère RsR, s4Jp. On sait que ces familles sont topologisantes et 

idempotentes £(1 ), I,1^J . Conformément aux notations du mémoire [1 ] R^, 

yjOR désignent les localisés de GABRIEL par rapport aux familles 0*^ 

et J£>é (GABRIEL [ l 2 ] ) et [ 2 ] (exercices pages 157 et suivantes), 

HACQUE [3] ; GOLDMAN [9] (sections 1 ,2,3,M. On sait que l'on a 

*f = ^ R ( W > i.no. 

Dans le premier paragraphe, nous précisons la structure de R̂ > lorsque 

les familles 4^ et sont plates au sens de HACQUE ([3]page 1 0 6 , 
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La condition "Intégralement clos" . . . 

définition) . Rappelons qu'une famille $ topologisante et idempotente 

d'idéaux à gauche d'un anneau & est plate si le foncteur localisation 

associée commute aux limites inductivesf*^ 

Dans le deuxième paragraphe, nous introduisons la famille topologisante 

et idempotente des idéaux à gauche de R contenant pour tout idéal 

premier minimal f> de R, un idéal bilatère RsR avec s^-f> » et la locali

sation associée j(2) ou ( 3 ) ou (9 ) ou ( 1 2 ) ] . 

Dans le troisième paragraphe on donne des résultats sur le dual d'un 

R-module à gauche dont la plupart ne sont que des lemmes connus qui seront 

utilisés dans la suite. 

Dans le quatrième paragraphe, en supposant que pour tout idéal premier 

minimal ̂ > de R les familles et j> é sont plates ( 2 ) , on démontre 

que le bidual M** d'un R-module à gauche de type fini M tel que 

B.. = ker h soit ^--négligeable, est isomorphe au localisé de 

GABRIEL T(M) pour la localisation de GABRIEL définie par la famille topo

logisante et idempotente d*p. Ce résultat généralise en quelque sorte aux 

cas non commutatif le théorème 5 S 1 1 de B.R.L. AUSLAHDER £ ( 7 ) , page 57} 

obtenu lorsque R est un domaine d'intégrité commutatif, noethérien, inté

gralement clos et lorsque M est vin R-module de type fini dont le sous-

module de torsion est ^p-négligeable. 

(*) Un résultat récent de M. CHAMARIE établit que pour tout idéal premier de R les familles jp>$ 

et 4p sont plates [à paraître aux "Communications of Algebra"J . 
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La condition "Intégralement clos" . . . 

§ 1 , - ETUDE DE Rjo LORSQUE LES FAMILLES 4jp ET ̂  ^ SONT PLATES ^ \ 

Donnons pour la commodité du lecteur la démonstration suivante due à 

J. RAYNAUD ( 5 ) . : 

PROPOSITION 1 . - Si a est un idéal premier d'un anneau S, noethérien à 

gauches alors Ci est l'unique idéal maximal dans l'ensemble des idéaux 

bilatères n'appartenant pas à^fo • Si de plus est une famille plate, 

S^ admet un unique idéal bilatère maximal. 

DEMONSTRATION. - On a Ctj/^t par définition même de 3^ (rappelons q u e ^ 

est l'ensemble topologisant et idempotent des idéaux à gauche F de S tel 

que F contienne un idéal bilatère RsR de R avec s^Ct). Sic*/ est un idéal 

bilatère de S tel que l'on ait °ii^(X > o n P e u t écrire : Vs¿0, Â RôR^<* 

et comme CX est bilatère on en déduit sjiOl donc cX Ç cfc . Supposons que 

soit plat. Soit 1U un idéal bilatère maximal de ^ . Alors si i|/g : S S^ 

est l'épimorphisme canonique (plat) associé à *^ [ ( 3 ) th. 3 . 6 page 110,1, 

ipg1fni) est un idéal bilatère de S. Or on sait que, ijjg étant un épimorphisme 

plat, l'on a ̂ VZ = ^ . ̂ g1(-T7l) d'après SILVER [ ( 6 ) , démonstration de la 

proposition 1 ,6 ; on note x.a = xty^(a)9a £ S,x € et tygfTfc) n'est pas 

contenu dans " e J ^ (en effet d'après (3 ) lemme 3 . 1 et théorème 3 . 6 , 

est l'ensemble des idéaux à guache F de S tels que S^ * •jj1 (FÎ^St^ • 

On a donc ijjg1 № ç a et^Tt = ̂  .^1(7ft) C S^ .ÛL ± S^ (car OB ). 

Ainsi ttl est compris dans Annc ( OC / S/JL • Ol ) et par maximalité dê TR,, 

puisque cet annulateur est idéal bilatère de S^ distinct de S^ , on a 

^ = Ann^ (%t /Sg.OL) d'où l'unicité de TU.  

(1 ) en vertu du résultat déjà cité de M. CHAMARIE ̂  e t ^ ^ sont toujours plats. 
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La condition 'Intégralement clos" . . . 

THEOREME 2 . - Soit R un ordre maximal régulier> noethérien^ de son 

corps des fractions K et soit un idéal premier bilatère minimal 

de R. Supposons que les familles etj>& sont plates ^.Alors 

R^ » Jp R est un ordre d'ASANO (4) de K, noethérien^ dont l1idéal 

maximal unique est j$ * R̂ > • C'est un anneau quasi-local 

[au sens de MICHLER (4)~\ j hériditaire et c'est un anneau principal. 

DEMONSTRATION• - Soit, d'après la proposition 1,"TO l'idéal bilatère 

maximal unique de R^ . On a ^YTl £ R^ j> c R^ <fi = j$ R^ d'après la démons

tration précédente et d'après [ ( 1 ) , I, 17 et I, 23]. Il en résulte que 

1ï£. = ftjp = R^ ft = ft R^ • On sait que ftj^ est un R^,-idéal clos 

£ ( 1 ) , I, 16] d'ailleurs seul idéal premier minimal de R^ [appliquer ( 1 ) , 

I, 21 et I, 23] • En appliquant [(U) ; 2 ,9} on voit que ftj^ est le 

radical de JACOBSON de R^ qui est donc quasi-local 
I > ) page 1*22] . 

D'après [(h) ; 3 , 5 ] est héréditaire et d'après [(h) ; 39k\ c'est un 

anneau principal des deux cotés. 

REMARQUE 1• - Si la famille seule est plate, R^ est noethérien à 

gauche ; on a >JĈ  = Rj^ ̂  et R^ est un ordre d'ASANO de K dont <fij^ est 

le radical de JACOBSON donc quasi-local. 

REMARQUE 2 . Donnons des exemples d'ordres maximaux, réguliers, noethériens, 

sans diviseurs de zéro R, ordres de leur corps des fractions, pour lesquels, 

pour tout idéal premier minimal jp , les familles e t ^ ^ sont plates : 

1) R a tous ses idéaux (à droite, à gauche) bilatères. La platitude de la 

famille 4jp résulte de [ ( 1 ) , I . 5 ] et de f ( 3 ) , corollaire 3 , 7 

page 1 1 1 J .  

(1) D'après le résultat de Chamarie, cette condition est toujours réalisée. 
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La condition "Intégralement clos". . . 

2) R est un ordre d'ASANO (U) : on sait alors d'après le théorème (3*5) 

de mémoire {k) que R est héréditaire et on applique alors le.corollaire 

(3.7) du mémoire (3). 

DEFINITION. - Nous dirons qu'un ordre maximal régulier3 noetherien de 

son corps des fractions est fort si et ̂  ^ sontj pour tout 

idéal premier minimal j> de tf, des familles plates. (1) 

§ 2 . LA FAMILLE 

Soit R un ordre maximal, régulier, sans diviseurs de zéro, noetherien, 

de son corps des fractions K. Soit P la famille des idéaux premiers 

minimaux de R. Conformément à £( 1 ), partie ij considérons la famille ^ p , 

topologisante et idempotente, des idéaux à gauche de R contenant pour 

tout idéal premier Jf> appartenant à P un idéal RsR avec a ̂ yo • Notons T 

le foncteur localisation associée £(2) ou (3) ou (7) ou (9)] : nous 

noterons indifféremment T(M) ou MJ> pour le localisé du R-module à 
P J 

gauche M (De même le localisé de M par rapport à la famille 15jjc sera 

noté M^ ou ). Notons $ la saus-catégorie localisante associée 

[(3) page 97] : c'est la sous-catégorie pleine de la catégorie des 

R-modules à gauche dont les objets sont les modules H^p-négligeables 

(c'est-à-dire les modules M = ̂ p ( M ) * {XÉM|3 Fe ^ p avec Fx - 0 }). 

$ est, dans le langage de B/R/L/ AUSLANDER, la "closed dense subcategorien 

associée à T'[(7) pages 1 et 12̂ ]. 

(1 ) d'après le résultat de M. CHAMARIE, tous les ordres maximaux réguliers, noe thé riens, dans leur corps 
des fractions sont forts. 
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La condition "Intégralement clos".. . 

Remarquons qu'avec les notations de (1), on a Rp = R^P = R car, 

d'après la démonstration £( 1 ), I, 26] R = Rpj où P' est l'ensemble 

des idéaux premiers minimaux de R tels que Rj> 2R. On voit donc que l'on 

a P' = P. Soit M un R-module à gauche. Posons IL. = f*} ker h et 

fcfiHcnij^M.H) 

supposons = 0 (par exemple M est un R-module à gauche libre ou bien 

isomorphe à un idéal à gauche de R). Remarquons que = 0 entraîne que 

M est sans torsion (car am = 0 , m€M,a^ 09ae R implique : eHom^MjR), 

h(am) = ah(m) = 0 donc h(m) = 0 et m € Hĵ  donc m - 0 ) . Remarquons que 

lorsque R est de plus un ordre d'ASSNO, la famille ^ p se réduit à {R} 

car si l'idéal bilatère 4A, appartient à <^p, on a, pour-U^ R* 

M, = Jp\ * ^ t € P e t ^^fi J >•••>r> c e ^ contredit Abe^' 

Ainsi on a M* = R et comme tout idéal à gauche appartenant à ^ p contient 

vin idéal bilatère appartenant à on voit que = № • ̂  famille 

{R} est plate, comme d'ailleurs toute famille topologisante et idempotente 

d'idéaux à gauche de R car R est héréditaire [d'après (Ml • D'après f(3) 

théorèmes 2,2 et 3, 6] T(M),M, R C M sont isomorphes pour tout R-module 
R 

à gauche M. 

§ 3- QUELQUES LEMMES SUR LE DUAL D'UN R-MODULE A GAUCHE. 

Soit M un R-module à gauche, R désignant ici un anneau non nécessaire

ment commutâtif sans autre hypothèse générale . On sait que le dual 

de M est le groupe abélien Hom^MjR) muni d'une structure de R-module 

à droite par : 
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La condition "Intégralement c los". . . 

soient / : M + R , afiR ; {fa)(x), x *-M, est l'élément f(x)a*R. 

On note ce R-module à droite M • Le dual d'un R-module à droite P 

est un R-module à gauche P* = HomR(P,R) [ f : P •+ R, a€-R, xC-P, 

(af) (x) = af(x)] . Le bidual d'un R-module à gauche (resp. à droite) M 

est le dual du R-module à droite (resp. à gauche) M* . On le note M** 

et parfois M^ lorsqu'on veut préciser que M est considéré comme R-module 

(d'un coté). 

PROPOSITION 3 . - [ ( 8 ) , proposition 6 , 2 page 1 2 l ] : Si R est héréditaire 

à gauche et noethérien à gauche et si M est un R-module à gauche de 

type fini, HJJ = ker h est un composant direct de M et M/H^ 
h€ M * 

est une somne directe de modules isomorphes à des idéaux à gauche de R. 

LEMME h. - Si M est un R-module à gauche de t pe fini, M* est un R-module 

à droite de type fini lorsque R est noethérien à droite. 

LEMME 5 . - Si M est un R-module à gauche et si R est sans diviseurs de 

zéros, M x et M** sont sans torsion* 

PROPOSITION 6 . - Si R est noethérien, sans diviseurs de zéro, la famille 

Si des idéaux à gauche non nuls de R est topologisante, idempotente 

et plate. Si K désigne le corps des fractions de R et si M est un 

R-module à gauche sans torsion, K#M est isomorphe à une enveloppe 
R 

infective de M. 
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La condition "intégralement clos".. • 

DEMONSTRATION. - On sait que R admet un corps des fractions et que R 

vérifie la condition de ORE des deux cotés d'après GOLDIE. On sait alors 

que est une famille topologisante et idempotente [ ( 2 ) exercice 22 page 162^• 

Par ailleurs un système cofinal de est constitué par les idéaux libres 

Rr, r ï 0 , r€R. D'après [C3D , corollaire 3,î] la famille & est plate. 

On déduit de \Ç3) propositions 2 , 2 et 3 , 6 ] que le localisé M^g de M est 

isomorphe à K 8 M . Puisque M est sans torsion ^f(M) = {xeM| 3r€R,rm-0,r^0}=0 

et Mjg est l'enveloppe ^-injective C93 de M c'est-à-dire l'enveloppe injec-

tive de M. 

DEFINITION (rappel). - Soit M un R-module à gauche et soit Mx* son bidual. 

Soit 0 M l'homomorphisme canonique de M dans M** défini par : V m€U9 

h€M , Q^(m){h) = h(m) ; 9 M est un homomorphisme due R-module à 

gauche. On dit que M est réflexif si 9^ est un isomorphisme (c'est le 

cas, par exemple lorsque M est un R-module à gauche libre de type fini). 

LEMME 7. - Si M est un R-module à gauche réflexif. on a IL. kerh = 0 . 
he M* 

PROPOSITION 8. - Soit R un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre 

maximal régulier de son corps des fractions K. Soit N un R-module à 

gauche de type fini tel que N soit réflexif et soit M un R-module à gauche 

de type fini, sans torsion, contenant N corme sous-module, tel que M/N 

soit un module de torsion non trivial* alors Ann^M/N) est un e-idéal 

(voir (l)s 1,6 pour la définition). 
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La condition "Intégralement dos". . . 

DEMONSTRATION : Lorsque R est commutatif la proposition précédente a été 

démontrée par M. AUSLANDER et D. BUCHSBAUM ( 1 3 ) . Soit b ,...9b, des générateurs 

de M ; alors OL = AnnR(M/N) = {r€R, rb = 0 >V b G M/N } ; c'est un idéal 

bilatère de R. On a (X = OL. , en posant Cl . = AnnI?(R b .) = {z*R,rR 2>.»0}; 

il suffit de démontrer le théorème lorsque M/N est engendré par un seul 

élément b car l'intersection d'un nombre fini de c-idéaux est un <?-idéal. 

On suppose donc M = N + Rfc. Observons que si h appartient à N X , h s'étend 

en une application h = 1^ ® h tel que le diagramme suivant soit commutatif 

(on note étant donné un R-module à gauche P, /p l'application qui à x £P 

fait correspondre 1 9 x> f-, et 1..8ft = h N *R 

sont des homomorphismes de R-modules à gauche). 

Si x appartgient à K ® N est tel que h(x)=Q> i % 
R K • N ^ K 3 R = K 

pour tout appartenant à N , démontrons que R R 

l'on a x = 0 : d'abord K 8 N est l'enve* 

. . . - R 

loppe infective N de N car N est seins torsion (proposition 6); et / R sont 

des monomorphismes car N et R sont sans torsion (lemme 5) [le morphisme 

canonique : N + N^ est un monomorphisme et l'on a * ̂  à un isomor-

phisme multiplicatif près ["(SQ page 2 8 , th. U , 3 , ( 3 ) ^ (k) ou Ç3);2,2{C)\ . 

Convenons de confondre / N(N) et N, / R(R) et R. Soit x#0, il existe t# 0 

tel que £x£N et tx^O. Si l'on a h(xl =* h(tx) « 0 pour tout h appartenant à 

N , on a £x€ HJJ donc tx = 0 (lemme 7 ) contrairement à tx # 0 . On a donc x^O. 

Démontrons : r6Annp(M/N)4==̂ /(rRi>,> « h(rBb)^E , Pfc eA/*. En effet on a : 

r e Annp(M/N)«^rRfceN et h(rBb) = h(rBb)€ R. Réciproquement si h(vRb) appar

tient àJR pour tout h, JzcN* posons b9 - Xb> X€R, on a h(rb')GR ; 
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La condition "Intégralement clos". . . 

l'application u : h | ^ h(rbf) est un élément de N** - N. Il existe 

donc £ £ ' e N tel que Q^(o^,)(h) = u(h) - h(rb') - h(a^f) ^hfa^,) et 

hfa^i-rb') = 0, y/zcN* donc rb'eN, d'après la remarque précédente et 

rRfcéN donc rRi = 0 et r € Ann (M/N). 

Puisque N* est de type fini (lemme k) engendré par h^3 . •.3h^ on peut 

écrire Ann^M/N) = {r3r € K\h^(rBb) Q Rn, Vi, ¿-1,...^}. Posons InAb) = u^v"1 

(on peut prendre le même élément V car R vérifie la condition de ORE par 

rapport à R - {0} ). On a, pour i - ls».*3n3 rRu. V ^CR et rRu.cRu. Posons 

Ct'. - Rv. R W - {t€R | tRu.CR ); Cl» est le plus grand idéal bilatère de 
u X X V X 

R contenu dans Rvu. (si u. • 0, on a R • OU J. Or Rvu. est un R-idéal 
x x x x 

à gauche maximal dans sa classe module l'équivalence d'ARTIN, donc Cl'sRvu 
x x 

entraîne OU . 9 <X* Rvu.^ . en notant Gfe 1 • le e-idéal de la classe de 
x x x x 

de <XX . modulo l'équivalence d'ARTIN (pour plus de précisions se reporter 

à ( 1 4 ) chapitre III sections 2 et 3). On a donc CV . - OU . et OU ' . est un 
x x x 

n 
<?-idéal donc aussi <X = <X = Ann^(M/N); Comme Cl est distinct de R, 

il admet comme idéaux premiers associés des idéaux premiers minimaux de R 

contenant Ût » car OL est bilatère. 

PROPOSITION 9. - Soit M un R-module à gauche tel que ̂  - 0. Soit jo> un 

idéal premier de R. Supposons l'anneau R noetherien à gauche3 sans 

diviseurs de zéro et la famille associée à ̂  plateïV On a alors 

K. = v lier t s 0 en notant (M*)* = Hom_ (M̂ f , R W ) . 

(1) D'après le résultat déjà cité de Chamarie, cette canditien est toujours réalisée. 
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La condition "Intégralement clos". . . 

DEMONSTRATION. - On sait que % « M est isomorphe à Vlg et /̂ :M-*R̂  9 M 
R 

défini à la proposition 8) est un monomorphisme : on a en effet 

(M) = U £ M | 3 F Ê ^ tel que Fx = 0} « 0 car = 0 entraîne que M 

est sans torsion (voir paragraphe 2) ; le morphisme canonique ik.:M+Mçjf est 

alors un monomorphisme et f^ = u. où w est un isomorphisme 

page 28 th. 3 , 1 * ( 3 ) = ^ ( H ) ou (3} 2 , 2 (c)] est aussi un monomorphisme. 

Posons H 1 = et f^[R*) = M'. On a le diagramme commutatif 

suivant : ^ , 
M —±? R 

soit m'e M», tyfH(m
9) = 0 (car / ( w ' ) C H 1 ) 

et O s fJt(m9) donc fcfm'; - 0 (car f_ est / / 
R M R 

un monomorphisme) et ceci entraîne mfeR^ donc ^ 

Rjcs $ M — — ^ R J A ft R 
M' = 0 puisque l'on a = 0. On sait alors, ^ • - ft, 

r Ru 
d'après SILVER [ C O * démonstration du lemme 

1,U] , que l'on a H 1 = R^ « f^(H') et M' = f^ (H') = 0 entraîne H' = 0. 

PROPOSITION 10. - Soit R wn anneau noethérien à gauche et sans diviseurs de 

0 (2) 
zéro. Soit Jp un idéal premier de R tel que est une famille plate 

Alors si M est un R-module à gauche sans torsion, ^ en tant que 

R ^ -module à gauche est sans torsion et est de type fini, lorsque M 

est de type fini. 

DEMONSTRATION. - Soit la famille des idéaux à gauche non nuls de R ; 

(ft contient . Soit ̂ R : R R^ l'épimorphisme plat canonique. Soit 

la famille image de ¿1 par ̂  (c'est l'ensemble des idéaux à gauche 

non nUls de R^ ). On a d'après J. RAYNAUD ( 5 ) : 

f (M<sjf ) = G (R. • M) = R a 4(M) = 0 

6 P g - P R ? R 
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La condition "Intégralement clos". . . 

Si M est de type fini, on a Mj^ » 8 H « | x^ 9 \j ( ^ ^ij^j J 

et est engendré par les éléments ^ej* 3 = 1>'*-»P» e n tant que R̂ >~" 

module à gauche, formant un système de générateurs de M. 

PROPOSITION 11. - Soit R un ordre maximal, régulier, noethérien, sans divi

seurs de zéro, de son corps des fractions K. Soit Jj^ un idéal premier 

de R tel que les familles 4fo etjpfé soient plates ; pour tout 

R-module à droite de type fini, on a : 

R^ ® HomR(M,R) ̂  Hom^jM • » ^ • 

DEMONSTRATION. - On sait que RJ$ = ̂ R ["dît IJ1*] est plat en tant que 

R-module à droite et dfailleurs aussi en tant que R-module à gauche (3). 

On utilise le théorème de BOURBAKI ["(2) page 38, proposition 10] . 

"Soient A et B deux anneaux , E un A-module à droite, F un B-module 

à droite, G un B-A -bimodule. Soit y l'homomorphisme canonique de 

Z-modules : 

y : F 0 Homf(E,G) * Homf (E,F G), 
B A B 

tel que pour j/eF, weHom^(E,G), y(j/ * u) soit l'application linéaire 

xi—•> y 6 u(x). Supposons que F soit plat et que E soit de présentation 

finie, alors l'homomorphisme y est bigectif. " 

Faisons A = B = R, F = Rjp , E • M, G • R ; R^ est plat comme R-module 

à droite, M est de type fini sur un anneau noethérien donc est de présenta

tion finie £(2) page 36 lemme 8j . On a donc : 

R^» Hoi^(M,R)* Hon^(M,Rp«R R ) ^ H o ^ [
M ' H o mR^ ( R-/*' *Vl ' 
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La condition "Intégralement clos". . . 

On utilise alors ce qui suit [ ( 1 0 ) , 3-ème édition, page 106)} : Soit E un 

A-module à droite, soit F un A-B-bimodule, soit G un B-modulé à droite. 

Soit h' l'application de E dans Rom^{F,G) définie par [hf(x)J (y) = h(x9y) 

pour xeE* ycF. L'application h H->7z' est un isomorphisme y de Z-modules : 

Y : Hom^E » A F,G) i—», Hom^[E, HomgÉF.G)] 

<5h applique ce qui précède en faisant : A = R , B = R^, , E = M , F » G = R|>.. 

On obtient : Hom^[M,Hom^ (R^ ,R^)] = Homf (M 8 R^ ,R^ ) «'^ 8 Hom^(M,R). 

Précisons les isomorphisme s : à k 9 u , fe€R, ucHom^(M,R) on fait donc 

correspondre l'application y(k0u) qui à x €M fait correspondre k0u(x)e^pQ R 

que l'on identifie à R^ . On fait donc correspondre ku(x)& R^et on identifie 

R^ à Honip (E^ c'est-à-dire que l'on fait correspondre l'application 

notée encore ku(x) qui a Iq R^ fait correspondre l'élément ku(x)l. A cette 

application on fait correspondre l'application h de R^ -modules à droite de 

M 8 R^ dans R^ telle que pour g&M», ye. R^: 

[ku(x)\ (y) - ku(x)y = h(x 8 y), 

donc on associe par un isomorphisme noté T à k 9 u, fe€R^ ucHonipCMjR) 

l'application fteHom^ (MGR R^ ,R,p ) telle que : VaœM, Vyç Rp, ku(x)y=h(x#y). 

Ak'fk ê u), fc'CR^, c'est-à-dire à kfk 9 u, on associe h tel que : KxcM, 

V^GR ; k'ku(x)y = h(x#y) = krh(x 6 y) et = k'h. 

REMARQUE 1. - S i ^ = 0 on a = K, corps des fractions de R-, et on peut 

appliquer ce qui précède. 
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REMARQUE 2 : On a de même un isomorphisme t' de Rj^ -modules à droite entre 

Hom^ (R^ 9 M*, ftp ) et Hom^M^R) » R^ = vT 9 R^ , qui à Q9K cM^ 9 R^ 

fait correspondre h : ̂ > 8 Mx—•> R tel que : 

h(y 6 x) = yB(x)k3 ^ i î M * , iyç I5p . 

PROPOSITION 12. - Avec les hypothèses de la proposition 11, 6 M 9 1 R : 

M ® K — * ^ ( K est un isomorphisme de Yirmodules à droite. 
R R 

DEMONSTRATION. - Le fait que e

M •
 1

K

 e s t ^ homomorphisme de K-modules à 

droite est facile à démontrer. A m 9 1 de M 9 K faisons correspondre 
R 

©M(w) 6 1 auquel nous faisons correspondre par l'isomorphisme x' (remarque 2) 

h : K G* M K tel que : Vx eM x, Vi/€K, fcft/ « x>» - yQ^fm) (x). A faisons 

correspondre uc(M 9 K)v défini par : 

VxeHonUM « K,K), u(x) = Jn'^Œ:), 
R 

T désignant 1*isomorphisme défini à la proposition 11 de K 9 Homp(M,R) sur 

HomK(M « K,K). On a, pour x = T~
1(x) - k 6 u, fceK.wÉM*: xïx » k') = ku(x)k,

i 

Vx<s-M, t'fe'cK. 

A u on fait correspondre 9 M ^ ̂ (ù) qui a TT <x(M 9 K ) R fait correspondre 

l'élément T m. 9 k. €M 9 K tel que : 8 U A J Z w . * fe J * u. Remarquons que 

X X YL 9 & X % ^ 

**M & K e s t 1111 î s o m o r P h î s m e c a r M • K considéré comme K-module à droite, 
est libre, de type fini donc réflexif. On a : 

(I) Vx€HonLr(M 9 K,K) , u(x) - Sflm. » k.) = Lku(m.)k.. 
J\ X X X X 

IV. 
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La condition "Intégralement clos".. • 

or u(x) = h(x) = h(k » u) = kQxt(m) (u) : ku(m). 

M 

On satisfait donc à (i) en prenant £ m . t f f e . ~ m 0 1 e t d'après 

l'unicité de l'élément E m . 9 k. satisfaisant à (i), provenant du fait 

que 0^ ^ £ est un isomorphisme, on doit prendre Sm^ 9 k^ = m 9 1 . On a la 

succession d'éléments : 

° M • 1 K - 1 
m $ 1 i 0x/mJ 8 1 i * h Y—* u , => 0 M ft „YuJ = m 0 1. 

M 7 M ® K 

On passe de l'un à l'avfcre par un isomorphisme de K-modules à droite 

(sauf peut-être pour 0^ • 1^.). Mais l'on peut écrire u. (0^ G 1 K ^ ~ 1 M © K E^ 

par suite 0^ ® 1^ est aussi un isomorphisme. 

REMARQUE. - Si M » est un R^-module libre de type fini (à droite) 
R 

la même démonstration prouve que 0^ 8 1 R est un isomorphisme de 

modules à droite . 

PROPOSITION 1U. - Si M est un R-module à gauche de type fini, le noyau de 

©M est t(M) = {m<rM Ib réR tel que rm = 0 , r̂ O}., sous lea mêmes 

hypothèses pour R çu'd la proposition 11. 

DEMONSTRATION. - L'homomorphisme canonique / : M M 8 K est, on l'a vu, 
R 

égal à îpjj : M — M ^ à un isomorphisme multiplicatif près. Mais a pour 

noyau t(M) donc aussi / • Le diagramme suivant est commutatif : 

D'après la proposition 13 (ou son w M %rÂjc 
M ^ M 

homologue pour un module à gauche M) 

1 K * *M e s t ^ l s o m o r P h l s m e , le noyau ^ 1 K ® 6 M 

de / M est le noyau de © M car : K « M > K 8 M** 
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La condition "Intégralement clos". . . 

( 1K 8 V fu(m) * 0 = fa Vm)<=^ \ ( m ) * °' 

Le noyau de 9 M est donc t(M). 

§ k. - MODULES DE TYPE FINI SUR CERTAINS ORDRES MAXIMAUX. 

Dans ce paragraphe R est un ordre maximal, régulier, noethérien, fort 

(définition donnée à la fin du paragraphe 1 ) de son corps des fractions 

K ( , ) . 

PROPOSITION 1 5 . - Si M est un R-module à gauche de type fini, le conoyau 

BM ^ eM e s t 101 mo^u^e ^e torsion, R désignant un ordre maximal, 

régulier, noethérien, fort ^, de son corps des fractions K. 

DEMONSTRATION. - Soit le conoyau de ô^. On a la suite exacte : 

M — g — > M 6 ^ > \ *° 
M 

On a la suite exacte : K « M % K 9 Mx- > K « B »0. Mais 
R R R 

1 R 9 9 M étant un isomorphisme, on a K 8g * 0 et ceci entraîne que B M 

est un module de torsion (car K B K. est isomorphe à l'enveloppe infective 
R M 

de V t ( V h 

PROPOSITION 1 6 . - Avec les mêmes hypothèses sur M et R qu'à la proposition 

15» M étant tel que appartienne à &(voir la définition de 

au paragraphe 2), alors appartient aussi à f*. 

DEMONSTRATION : On a la suite exacte : 

1 6 6 
R 3 M \ R p * M" > Rp » >0 
* R R R 

(1 ) d'après le résultat récent de Chamarie tout ordre maximal régulier noethérien de son corps des fractions 

est fort. 
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On a vu (proposition 11 où l'on fait M = M* ) que R^ 8 M** est isomorphe 

à (R̂ p 8 M) , bidual de R.-, 8 M, considère comme R -module à gauche. 
R Ryfo ~ R 

D'après le théorème 2, R^ est un anneau principal. D'après la proposition 

1 0 , Rp 8 M est de type fini et par hypothèse R^ 8 est nul donc est 
R R 

ĉ jo -négligeable. 

Démontrons qu'il en résulte que T' = est nul. 

Posons / M (T') = M' ; en considérant le diagramme commutatif ci-

contre on peut écrire pour m'g M 1 : {f~.h)-(ml) = 1 ® h(m') = 

(hjp .fyj(m') = 0 (car fu(m
f) €T' ; on pose h 

M y R 

hp - 1 ^ 8ft). Comme / est un monomorphisme, 
^ f f 

h(mf) = 0 et m'cH^ Ceci prouve que M' JM J R 

est ILL-négligeable. D'après [(6), démons- ^ ^ 
Rp ® M * R - r 8 R 

tration du lemme 1.UJ on peut écrire R K R 

T' = R^ 8 f~1 (T') = Rjp ® M'. 0 r ^ étant plate, R ^ 8 M' est isomorphe 
R R R 

à M'̂ f qui est nul puisque M' est Xjp -négligeable. 

Le module , isomorphe à R ^ 8 M, considéré comme R^-module 
F* R 

à gauche est de type fini, d'après la proposition 3 et le fait que R ^ 

est principal, on déduit que est un R^-module à gauche libre de type 

fini. D'après la remarque qui suit la proposition 1 2 . 1 ^ 8 0^ est un iso-

morphisme, de sorte que R^8 estnul pour tout idéal premier minimal Jf<> 

de R. On en déduit Bx, € 6. 

M 

PROPOSITION 1 7 . - Si M et R vérifient les mêmes hypothèses qu'à la 

proposition 16, T(GM) : T(M) — * T(M**) est un isomorphisme. 
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La condition "Intégralement èos".. . 

DEMONSTRATION. - On considère le diagramme commutatif 

0 > t(M)—> M M ^ K. ^0 

\ / 
M/t(M) 

où la ligne est exacte et où a est un épimorphisme et i un monomorphisme 

(le noyau de 0^ est t(M), proposition Il est facile de vérifier que 

t(M) est un sous-module de donc que t(M) appartient à S s1il en est 

ainsi pour Hĵ . Il résulte alors de [ ( 7 ) ; 1 , 6 ^ et de sa démonstration que 

T(œ) est un isomorphisme. De la suite exacte 

0 M/t(M) ^ M"—=>b m =>0 

résulte de l'exactitude de la suite (car £ ^ , proposition 16) : 

0 *T(M/t(M)) T H ) > T(M^) * 0 

et par suite T(i) est un isomorphisme, de sorte que T(6^) = T.(or.iJ est 

un isomorphisme de R-modules à gauche. 

PROPOSITION 1 8 . - Si R vérifie les mêmes hypothèses qu'à la proposition 

15 et si M est un R-module à gauche de type fini, alors ©^-.M^L^ M*** 

est un isomorphisme. 
6M 

DEMONSTRATION. - On a la suite exacte M ^ M — ^0 donc la suite 

exacte 0—> Hom^B^R) > HomR(M
,,y,R) Hom^(M,R). On sait 

(proposition 15 ) que B^ est un R-module à gauche de torsion donc Honip(B^,R)«Q 
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La conditi osi "Intégralement clos". . . 

et Ôjjj est un monomorphisme. Puisque M x est de type fini (lemme h) et 

sans torsion (lemme 5 ) , alors 6^ est un monomorphisme (proposition 

Montrons que 6^0^est l'identité dans M* c'est-à-dire que l'on a 

6MeM3f(f) = Vf G M* ou encore que l'on a , Vm<M, V/€M * T © ^ , (f) (m)=f(m). 

On ale^Q^Cf)}(m) = ^S^ff^^m) = B^m) (f) = f(m). Ainsi €¿6^ est 

l'identité dans M* donc 9.' étant un monomorphisme est un isomorphisme 

et en est un également. 

PROPOSITION 19. Si R vérifie les mêmes hypothèses qu'à la proposition 15 

et si M est un R-module à gauche de type fini, le conoyccu de l'appli

cation canonique f„*/ : M — — 8 M y* est £-libre (c'est-à-dire que 
R 

le seul sous-module de ce conoyau appartenant à @ est nul). 

DEMONSTRATION. - On a déjà remarqué que f^f est égal à un isomorphisme 

près à application canonique de M dans M^ . Puisque M est 

sans torsion, ^m** < i o n c fy[x* e s t ^ Monomorphisme. Soit D son conoyau. 

On a la suite exacte : 

0 9 M** f * * > K « M'* D - ^ 0 

R 

Si D possède un £f-sous-module (c'est-à-dire un sous-module appartenant 

non nul, il admet un é?-sous-module non nul de type fini D 1. Nous 

avons la suite exacte : 

0-5> M*? fUv) U D '—5> 0 
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Lacondition "Intégralement clos". . . 

d'où la suite exacte : 

0 *K 9 M** » K 9 ̂ " 1(D') * K • D'—> 0 . 
R RR R 

Puisque D' est dans % , c'est un module de torsion et l'on a K • D' = 0 . 
R 

Remarquons que l'image par de M** est Ker$ = <j> 1 (0) c <j> 1 (D' ) et 

K « M*1 S 0 (D') est un isomorphisme. De plus <J> (D') est 
R R 

sans torsion car K 8 M'* l'est ; de la proposition 18 on déduit que M** 
R 

est réflexif. Notons Ct(D') l'annulateur du R-module à gauche D'. Si D' 

est non nul on peut appliquer la proposition 8 et conclure que Cfc(D') 

est un <?-idéal de R donc contenu dans au moins un idéal premier minimal 

Mais pour cet idéal jp> on aurait ^ 0 ce qui ne peut être puisque 

D 1 appartient à Q . Ainsi l'on a D' » 0 et D est #-libre. 

PROPOSITION 20 . - Gardons les mêmes hypothèses qu'à la proposition 19 

pour M et R, l'homomorphisme canonique x M>* : M*-—^T(M**)f(7) page 16J 

est un isomorphisme . 

DEMONSTRATION. - Puisque M X * est sans torsion, il est ^-libre. Ainsi 

l'enveloppe injective de M** est K 9 M** (proposition 6) et K 9 M*7m** » D 
R R 

est ^-libre. On sait que T(M** ) est l'image inversé par <̂  (voir proposition 

précédente et sa démonstration pour la définition de 4>) du plus grand 

sous-module de D f (7 ) page 1 6 ] . Ainsi T(M**) * <|f 1 ( 0 ) s M**. La 

définition de x^montre alors que T-yf* l'identité dans M**. 

THEOREME 2 1 . - Avec les mêmes hypothèses sur M et K qu'à la proposition 

-précédente et si de plus appartient à > alors il existe un iso

morphisme : T ( M ) — > vFtel que : nM . x M = 
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La condition 'Intégralement c lo s " . . . 

DEMONSTRATION. - D'après la proposition 17 on a T(6M) : T(M)—>T(M
X X) 

est un isomorphisme. Considérons : Twx* .T(0W) : T(M) ^ M* (on a vu à la 
M M 

proposition 20 que t^X* est un isomorphisme). Nous allons montrer que 

x^l* T( eM^ TM = 6M* M a * s p a r d^f^i^i 0 1 1 t M r^7) page 5 ] le diagramme 

suivant est commutatif : 

X -I t V4-- 4. ̂  ,, . M *T(M) 
et l'on obtient bien ce que l'on veut. 

6M T ( 9 M ) 

rf* T(M** ) 
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