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Distributions cylindriques avec un e.v.t. Cas particulier des distributions
d'ordre borné. Relation entre les distributions d'ordre borné et les
distributions cylindriques d'ordre borné : géméralisation des théorémes
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particulier des distributions x- cylindriques réguliéres en t . Application

aux équations d'évolution.

1. Distributions d'ordre borné sur un e.v.t.
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3. Relation entre les distributions d'ordre borné et distributions cylindriques
d'ordre borné.

4. Distributions x .cylindriques.
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Utilisation des distributions ...

L'étude de la théorie des équations aux dérivées partielles (sur des
variétés réelles de dimension finie) a conduit 3 généraliser la notion de
fonction (solutions faibles de J.Leray, 2spacas de S.Sobolev, distributions
de L.Schwartz...) et ces généralisations successibes ont entrainé des progrés
importants de la théorie des &quations aux dérivées partielles.

11 existe déja des travaux importants relatifs aux équations aux dérivées
partielles sur des variété@s de dimension infinie, ou tout au moins sur un
espace de Hilbert : voir par exemple L.Gross (1] , Dalecky [1] , I.M.Visik {1] ,
et les nombreux travaux cités dans les bibliographies de ces articles. Il
semble aussi que la théorie quantique des champs, et l'électrodynamique
quantique (classique ou relativiste) nécessite 1l'introduction de telles &quatioms-

I1 nous semble donc naturel (et important) d'introduire des '"solutions
généralisées''pour les équations aux dérivées partielles relatives & un espace
de dimension infinie. Les classes de "fonctions généralisées" seront définies,
(comme en dimension finie) comme duals d'espaces vectoriels de fonctions
dérivables, ces espaces &tant munis de topologies convenables.

De nombreuses différences apparaissent cependant, relativement au cas
de la dimension finie!

a) En dimension finie, une fonction localement intégrable £(x) définit
(canoniquement si l'espace est euclidien) la distribution q’-———aff(x)(p(x)dx ’
ol dx est une mesure de Lebesgue. Il n'est est plus de méme en dimension
infinie (il y a pourtant une analogie dans le cas de Hilbert, la mesure de
Lebesgue &tant remplacé&e par la mesure gaussienne canonique). En conséquence,
en dimension infinie, une solution distribution d'une &quation aux dérivées
partielles n'est donc pas une solution généralisée, mais une solution (d'un
nature nouvelle) de cette &quation aux dérivées partielles. De telles solutions
sont trés utiles cependant, car elles permettent de construire des solutiomns
usuelles : voir par exemple Daletskii [1] .

b) Dans le cas particulier des distributions d'ordre zéro (ou mesure)
on sait (voir Gelfand Vilenkin [2] ) qu'il intervient deux sortes d'étres
mathématiques : les mesures et les mesures cylindriques, ces derniéres étant
représentées par certains systémes projectifs de mesures usuelles sur des
espaces de dimension finie. On peut donc s'attendre que cette distinction se
prolonge dans le cas plus général des distributions d'ordre quelconque.

c) En dimension finie si P(x,D) est un opérateur différentiel linéaire
d'ordre k , il suffit que la fonction u(x) soit k fois continuement
dérivable pour que P(x,D) u(x) soit défini., Il n'en est plus de méme en

-

dimension infinie ; car si par exemple A est le laplacien relatif 3 un espace

ol



Utilisation des distributions ...
de Hilbert ré&el, la fonction A u(x) n'est pas définie si u : H

~ R est

seulement deux fois dérivable, car l'opérateur linéaire borné associé 3 la

forme bilinéaire D"u(x) n'a pas forcément une trace finie. Pour remédier
d ce fait, on peut ou bien supposer que D"u(x) définit un opérateur 3 trace
(voir L.Gross [ﬂ ), ou bien définir O u si u dépend seulement d'un

nombre fini de coordonnées (voir I.M.Visik [ﬂ ) puis utiliser un passage

3d la limite convenable.

Nous avions déji proposé dans P. Krée [f} » des définitions pour les
distributions en dimension infinie, et nous avions indiqué quelques applications
aux équations aux dérivées partielles. Dans le présent travail, nous modifions
ces définitions de fagon 3 éviter des difficultés techniques dues i la
considération des fonctions de classe ﬁfk' définies sur un espace vectoriel
topologique. Nous parvenons alors 3 prolonger 3 ces classes les théorémes
de Prohoroff et Sazanov Minlov relatifs aux probabilités cylindriques. Au
paragraphe 4 , on esquisse la définition de distribution "cylindriques"
mieux adaptées a 1'étude de problémes d'&volution : on remplace le systéme
projectif usuel d'espaces vectoriels (Xi,sij) relatif 3 un e.v.t. X par un
nouveau systéme projectif relatif a Rt x X . On peut alors utiliser des
techniques de désintégration analogues 3 celles que nous avions utilisées
dans Krée |2] . Ces outils premettent d'é&tudier les problémes paraboliques ;

Cependant l'étude de l'équation de Schrodinger et de l'équation des ondes

conduit 3 de nouvelles difficultés liées au fait que les ordres des distributions

du systéme projectif ne sont pas forcément majorés.
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Utilisation des distributions . ..

| - Les distributions d'ordre borné sur un e.v.t.

Nous commengons par définir 1'espace G};(X) des fonctions k fois continuement
dérivables sur 1'e.v.t.l.e.s. X (nous ne considérons que des espaces vectoriels
réels et des fonctions 3 valeurs réelles). Puis nous définissons le sous espace
G Iccyl b (X) de ¢ 11:()(), formé par des fonctions cylindriques. En considérant
d'abord le cas particulier oi k=0 , on dé&finit une topologie sur € eyl b(X)

de fagon i définir par dualité les distributions bornées d'ordre au plus k .

On indique quelques propriétés de ces distributions.

(1.1) espace G :(X)

Soit X wun e.v.t.l.e.s. réel. On définit 6 (X) comme 1'espace des fonctions
P: X =3y R admettant des dérivées DY (x), D P (x). .DkLp (x) dépendant con-
tinuement de X. On suppose aussi que pour j=0,...ouk , lorsque se décrit X ,
Djkp (x) décrit un borné de l'ensemble des formes j-linéaires continues
XxX,..., XX =2 R.

6’k(x> {kP X — R, DJK? borné ; j = 0, 1...k [On munlt naturel-
lement l'espace vectoriel 8 (X) d'une bornologie : un borne de @ (X) étant

k
d'applications j-linéaires continues : XxX...xX —>» R .

défini par une famille B ...B , ol Bj (j=0,...,k) est un ensemble borné

(1.2.) Indiquons quelques raisons qui font que l'utilisation de cet espace n'est pas

trés commode,

a) Les fonctions k fois continuement dérivables sur un e.v.t.l.e.s.
ne sont pas trés maniables (construction difficile de partitions de 1'unité,
d'approximation de fonctions € k par des fonctions ﬂfk+l ‘e

b) Dans le cas oi X n'est pas un Banach, il n'y a auxune raison de
privilégier les fonctions dont les dérivées sont des applications multilinéaires
continues (on peut aussi considdrer les fonctions dont les dérivées sont des
applications multilinéaires hypocontinues ou méme (calcul différentiel de
da Silva) les fonctions dont les dérivées sont des applications multilinéaires

bornées).

, . k K
(1.3.) Sous espace vectoriel € eyl b(X) de ﬁ’b(x)

Soit U= X' 1le dual de X . Soit (Ui)iCI la famille des sous espaces vectoriels
de dimension finie de U ., Soit (Uz)iél la famille
des sous espaces-fermég de codimension finie de X . Pour tout i€ I, on pose

.. . . ., 0
Xi = X/U(i) .8 1 et j dans I sont tels que ug’ P4 ui , on a une
surjection canonique si.j:Xj —> Xi . De plus pour tout i dans I , on a une

surjection canonique 8{ : X —» X, . On dit qu'une fonction P : X —» R est
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Utilisation des distributions ...

cylindrique si elle est la composée d'une application sd' ' X ~ X.

J
avec une fonction numérique définie sur X. (on dit alors que X. est une

base de \f). On définit donc § léyl b(X) comme l'ensemble des fonctions

f: X — R qui sont la composée d'une application sj avec une fonction
~ k
. de X,
9 jde Gy ()
K x)—{ : X—SR , 3jEI = D085, 0i€EER.) [Ondit:
€cy1b( =P: X—R, 3] t?‘PjOSJ.‘-PJ bj} .
que Xj est une vase de Y . Notomns que €cy1 b(X) est une algébre, car si

et ¢ sont des fonctions cylindriques de bases respectives Xi et X. , elles

admettent aussi une base commune xk (si Xi = X/Uc.: et si X. =X/, , il
. o . 0 .
= = . * . .
suffit de prendre X, X/L}k ou k_)k est le polaire de Uy U UJ

(1.4.) Examen préliminaire du cas particulier ou k=0.

Nous nous proposons de définir une topologie localement convexe sur ‘G§(X)

ou gtyl b(X) » pulis de définir,1'ensemble des distributions bornées sur X
d'ordre au plus k comme le dual topologique de 1l'e.v.t. ainsi comstruit.

Nous examinonsd'abord le cas particulier k=0 , car nous voulons retrouver

alors l'ensemble J‘()(X) des mesuresde Radon (bornées) sur X.

On introduit alors ‘Z‘,’u » topologie sur 8:()() correspondant i la norme de

la convergence uniforme, et 1'on note Bd_(r) la boule de & g(X) ol “’\fil‘_é r.
On note Gk la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de
X . En général, si E est un e.v. et si G est une topologie localement
convexe sur E , on note (E,& ) 1l'espace vectoriel topologique associéd 2

ces deux données. Nous cherchons donc une topologie & © sur E = %Z(X)
telle que (E,Z:o) = </'l;(x).

(1.5.) On sait (voir par exemple Fremlin Garling et Haydon Ll} ).

a) On peut prendre pour G ° 1a topologie localement convexe la plus

finie sur E qui coincide avec ka sur Bu(l).

b) Si L est un ensemble de forme linéaires sur E )
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Utilisation des distributions ... o
{ alors L est un ensemble équicontinu de formes linéaires sur d'e.v.t. (E,G7)

si et seulement si :

i) zuéaL HEHMC &, ce qui signifie que L est un ensemble &quicontinu
de formes linéaires sur (E,'Z’u).

ii) L vérifie uniformément la condition (& ,K) suivante. Pour tout
€ > 0, il existe un compact K de X telle que pour toute &P de la boule
Lunité de E nulle sur K, et tout L de L on ait l,f,(\p)léﬁ

(1.6.) Remarques
a) \(ezyl b( ) est dense dans E , d'aprés le théoréme de Stone-Weierstrass
par conséquent, on peut aussi définir Mo (X) comme le dual du sous espace
vectoriel topologique gcyl LX) de (£,%Y.
b) On peut définir une topologie localement convexe sur un espace vectoriel
A , en dualité séparante avec un espace vectoriel B , par la connaissance des
parties équicontinues;
étant formé par les polaires des parties &quicontinues de B.

un systéme fondamental de voisinages de l'origine de A

Par conséquent, on peut procéder de la maniére suivante pour définir
simultanémant les distributions (bornées) d'ordre au plus k sur X et une
. k
topologie sur X).
polog 6 eyl ney

(1.7.) Définition de @ x).

cyl b

] Un ensemble équicontinu T de distributions (bornées) d'ordre au plus k sur X
est un ensemble T de formes linéaires t sur ‘@Eyl b(X) telles que:
a) Ces formes sont bornées sur les bornés de ‘@k
b) Pour tout § 3 o, pour tout borné B de 81: (X) il existe un
compact K de X tel que pour toute (p de B avec Y ,DyY,..., DkLP nuls
sur K, on a

VeeT lce, )]s € .

L ensemble de ces formes lmeaz.res est noté E’ 1;1 b(X) .

(1.8.) Remarques

L -
a) Notons que 80};1 b(X) est en dualité séparante avec 81;’1 b(X) car
G 'k (X) contient 1es combinaisons linéaires finies de masses de Dirac. On

cyl b
munira en général 8 cyl b de la topologie faible associée 3 cette dualité,

et 81;}'1 b de la topologie localement convexe "C.,k pour laquelle un
systéme fondamental de voisinages de l'origine est formée par les polaires

des ensembles T de la définition. Et naturellement

é’cyl b <8 g1 b&> )
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7\
b) Notons que 8 vl b( ) est aussi le dual du complété iyl b(X)
k . k
de & eyl b pour la topologie & .
(1.9.) Exemples
a) Si X est de dimension finie 8cyl b est 1l'ensemple des

distributions bornées sur X d'ordre au plus k . En effet
4 est une forme lindaire continue sur 1'espace @’;(X)
des fonctions P € égk(x), 34 support compact, @E(X) étant muni de la norme
de la convergence uniforme pour ... DkLp . Alors si z est une fonction
c Sk(x), égale 3 1 dans un voisinage de l'origine, pour toute \Pe 8k(X)
la suite 2(@(—) P (x)) converge vers une iImite, définissant ainsi un

prolongement canonique l), de ,Q a 8k(X)

3 \] !
A écyl b( ) , posons T - ,Q' r ? (X). On peut voir
que ' coincide avec le prolongement canonique .(7, de J.
b) Si k=0 , c;1 b( ) coincide avec l'ensemble des mesures de Radon

sur X : ceci résulte de (l1.6.a).

(1.10.) Une remarque

Si 1'on a une suite (¢ J)J de fonctions cylindriques ayant méme base Xi et

telle que
) P P k
. (LPj)j décrit un borné de & eyl b(X).
. Pour tout compact K de la base commune Xi , les suites (“?j); ’
~
(D LPJ.)j ... (D (PJ)J convergent uniformément sur K . Alors la suite .

converge dans (& Eyl b(X) .

1

(1.11.) Définition de gcyl b(X).

a) Pout tout k70 ,on a une injection canonique ik i image dense de
(@kﬂ (X), Podald 1) dans (& kyl b(X), rel ) Ceci résulte de (1.10.) car si
Y = \? os € @ vl b(X) a pour base Xl, et si fg est une sulte régularisante
n
dans Xi R alors la suite @ = (L@i X P ) 0 s, converge Vers P dans

(b cyl b( ), & ) lorsque n tend vers 1'infini.

b) Par transposition de 1, on obtient donc pour tout k une injection
de 2% (x dans &' (1. 0 d el =Y E8E m®
cyl b cyl b/ ¥R peut donc poser cyl b T k=0 Pyl b\
(1.12.) Propriétés.
a) Image par une application linéaire faiblement continue Qi x — Y.

! ' ~ -
Soit t € fcyl(x). Pour toute  dans ecyl(Y) , on pose t(y) t(y o L),
On voit que l'application t .__7?:’ transforme toute partie équicontinue de
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)
8? k (Y). Par conséquent l'application
cyl v
: k
cyl 5 (X) € gcyl (D
)
Yo L ¢ G

. [0 - .
est continue. L'image t de t par L est le transformé de t par la

transposé de {'. En particulier si X est un sous espace vectoriel
topologique de Y , T est appelé l'extension de_t & Y .
“k \
i i £f' d X).
b) Produit par une fonction e gcyl b( Y. Pour té€ 8 eyl b
on définit ft comme l'image de t par la transposée de
> K
8 cyl b(X> ; 8cyl b X

 ——— £

¢) Produit tensoriel

Soient X et Y deux e.v.l.e.s. Alors toute fonction cylindrique sur X x Y
admet une base du type Xi X Yj ol Xi (resp. Yj) est un quotient de X
(resp. Y) par le polaire d'un sous espace L)i (resp. Vj) de dimension finie
de X' (resp. Y').

En utilisant allcors (1.10.), on voit que 812}'1 b(X) B eléyl b(Y) est
dense dans 5’ yl b

"k K
tléff ettt{fcylb

d) Convolution

(X.x Y). D'ol la possibilité de définir £ B ty si
Y) .

5 'k e '
Pour tl et t2 dans Ecyl b(X) , on définit t:l * t:2 comme 1'image de

t, Bt, par 1'application somme : X x X — X .
e) Transformation de Fourier.

oot
Pour t € gcl;l b(x) et pour tout u &€ X' , on pose

,;(u) = _Y t(x) e 1 uw®) gy o [t(.), e"‘i(uu)] .
X o~
t

La convolution est associative et t:l H t2 = 1.1:2 .
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- Distributions cylindriques

Soit X wun e.v.t.l.e.s. réel et (Xi’ sig‘) le systéme projectif usuel d'espaces
vectoriels de dimension finie, associé & X . Une définition naturelle d‘'une
distribution cylindrique d'ordre au plus k est la suivante : c'est un

systéme projectif de distributions bornées d'ordre au plus k , sur les espaces

Xi . Autrement dit , pour tout i , on a At(f@;k(xi) telle que

séa (d3)= d} , si 1'on a une surjection canonique de Xj sur X, . En effet,

paur k=0, on peut prendre alors des mesures de probabilit&, et l'on retrouve
ainsi la notion de probabilité cylindrique. On va cependant prendre une définition
plus générale : d'abord on n'impose pas aux d§ d'avoir un ordre uniformément
borné (lorsque 1 varie) ; d'autre part on va généraliser un peu la

condition sij' (dd‘) = d} , de fagon 3 pouvoir considérer parfois des distributions

d{ non bornées.

(2.1.) Définition
o, €(X) est l'ensemble des systémes (dg, 1€ I) de distributions sur les
espaces vectoriels X. les di vérifiant les conditions de compatibilité
suilvante :
'Pour toute "J;éﬁ (Xi) égale 3 1 au voisinage de £' . origine, et tout
(2.2).surjection canonique sig : Xj —_ Xi la suite 4 (Z(%) dj (x)) converge
ivers di dans ,8'(xi) .
Sur 1'espace vectoriel;ﬁ&(X) on a une topologie naturelle définie par la
convergence dans a8'(xi) pour chaque di'
Une distribution cylindrique est dite d'ordre borné si les ordres des

distributions di sont uniformément bornés.

(2.3.) Autres points de vue

a) Si les di sont des distributions bornées, la distribution cylindrique
v

cyl b
fonctions cylindriques admettant une méme base, est représentée par une

distribution bornée.

associée est une forme linéaire sur § (X) dont la. restriction aux

b) (D'aprés G.Choquet) soit f : U_—_, C une fonction continue bornée.
Pour tout Ui (sous e.v. dim. finie de U ) notons di la distribution
temperée sur Xi = X/Ui dont le T.F, est f‘Ui . Alors la condition (2.2.)
est satisfaite. Par exemple, on peut prendre f telle que pour tout i , di
soit 3 support compact, ou bornée. On dit que £ est T.F. de la distribution

cylindrique (di) .
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2.4.) Exemples
a) Probabilité cylindrique.
b) Distribution cylindrique sur un espace de Hilbert X de T.F.
! 2 4 -
£Qu) = (1 +{ull®y o réel.
Cette distribution est d'ordre borné.
¢) Distribution cylindrique sur un espace de Hilbert X de T.F.

sin(tll ull)
flutf g

f(u) =

cette distribution cylindrique n'est pas d'ordre borné
d) f(u) = exp (-illu“z).

(2.5.) Propriétés des distributions cylindriques: produit par fonction cylindrique.

Image par une application linéaire continue produit tensoriel, produit de

convolution, transformation de Fourier.
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- Relation entre distributions d'ordre borné et distributions cylindriques d'ordre borné.

Nous énoncerons d'abord 1'analogue par les distributions cylindriques
d'ordre borné un théoréme analogue 3 un théoréme de Prohofoff donnant une
condition nécessaire et suffisante pour qu'une probabilité cylindrique sur un
e.v.t, définisse une mesure de Radon. Puis on donne l'analogue du théoréme de
Sazanov Minlov qui montre que l'image d'une probabilité cylindrique continue
par un opérateur de Hilbert Schmidt, est une mesure de Radon : voir Gelfand
Vilenkin Lls__} .

(3.1.) Proposition

Soit X wun espace de Banach et soit k wune entier positif ou nul fixé. On
considére le systéme projectif usuel (Xi, s%j) d'espaces vectoriels,
associé 3 X .
a) S8'il existe une distribution D& @;;1 b(X) alors les distributions

Dj = sj(D) sont telles ??e

i) sxjp Ilellkc o, o .

ii) V€& , 3 compact K etm X , Vi, V\?igéb(xi) nulle 3
l'ordre k sur si(K) et telle que “‘Pi“kgl , on a \ni(q)lsa .

b) Réciproquement, si l'on a un systéme projectif (Dj) de distributions

e —— . o, o

bornées sur les espaces X., et si les D. vérifient les conditions i) et 1ii)
o'k
het

ci-dessus, alors il existe D €&
cyl b

J
(X) telle que Dj = sj(D) pour tout jJ.

Preuve
a) Soit D une distribution bornée d'ordre au plus k sur X . On voit
alors que la continuité sur 8]‘
cyl b N
équivaut aux conditions 1) et 1ii) utiliser le fait que ‘lsiH = |

(X) de la forme linéaire associées a D

b) Réciproquement tout systéme projectif de D, vérifiant ces deux
conditions, définit une forme linéaire sur I k 1 b(X) , continue pour la

. o~k ¢y
topologie & .

(3.2.) Proposition (analogue du théoréme de Sazanov Minlov)

ISoit k% 1. Soient X et Y deux espaces de Hilbert réels. Soit D une
distribution cylindrique sur X , d'ordre au plus k et telle que

%VE jryo0, V(Pé'é’l:yl b(x) . l“P”kgl , le support de (p appartenant 3 un
(3'3:'demi espace disjoint de la boule Br o lixll ¢<r , alors ‘D(‘()))é E .
Soit o un opérateur de Hilbert Schmitt de X dams Y . Alors o (D)

est une distribution sur Y £faible, d'ordre au plus k .

3

Démonstration

Vue la proposition (3.1.), il suffit de montrer que E = o« (D) est telle
que
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(2.4.) VE 3RY 0 Vq)éécyl H (¥ avee Y B =0 et Wl et ona|ecp)/se

On cherche i prolonger la méthode de raisonnemant de Minlog (voir M. Gelfand

Vilenkin [_2] ) . L application o peut s'écrire
E >\ x B y

avec Z /\ < o0 s les sultes (x) et (v ) définissant des systémes

orthonormes de X et de Y respectlvement. Donc -

4
X(Br)={Ldy ;mz %"Iz"‘éﬁ :
n

Divisant chaque An par le nombre r , on voit que l'on peut supposer r=]

Vue 1'hypothése (3.3.) , l'image E de D est telle que {E(L',))I_C_.S ,

pour toute Y cylindrique (“\V “kg-l) 3 support disjoint de X (Br) , admettant
une base de dimension 1. On cherche & démontrer (3.4.) Soit la base canoni-
que de  (noter que L est arbitrairement grand). Soit Tt l'opérateur de
projection orhtogonale de Y sur {7 . Alors Ti(c{ (B ))) est un ellipsoide dont
les longueurs .o /\' des demi-axes sont telles que )\ 4>\l pour
i=1...4 .D» autre part: I (B ) est la boule {x EE Hx“ L-Rf . Nous
voyons donc que l'on aura demontre (3.4.) et la proposu:mn (3.2.) si 1l'on
montre le lemme 2 énoncé quelques pages plus loin : faire dans (3.7.), R
suffisamment grand et £ suffisamment petit. Pour montrer le lemme 2 , nous

utiliserons le lemme suivant :

(3.5.) Lemme
Soit a(t) € g“’(m) , telle que og¢a(t)s« 1 , 8gale 31 pour t» 2 et O
pour tgl . Soi.tZn la sphére unité de E". A tout @€ zn, et a tout R
on associe la fonction suivante sur [E :

X — Z;R e(x) = a(R -1 X, 6 6)
On note Z la moyenne de ces fonctions par rapport 3 la mesure &n {(de masse

totale 1) mvariante de .

l"’n(x) = S a(R“1 X. _g) dc_n
7R oes™

Alors les ;AR sont des fonctions radiales sur E" qui vérifient les majorations
suivantes pour P = lxl> 2 RVn et Ry 1 .

1
a)3C>O, '—ﬁ-sc‘

2Re . n - . - . -
b) toutes les dérivées de lR d'un ordre donné sont uniformément majoréees

L(lorsque n varie).

Preuve
Dans E- , l'aire de la portion de la sphére ol {fx§=r wvue d'un point

y tel que “yu-[) , est :
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J\fﬁ 03

Y —

_ k2
N /e 7w d° -
T,pP NE t2 n-3 /
2) (1- =) “Z 4t
0
0 si P(R
4 n-3
d'ol z;‘(p) = jR/P a(P—%) a-y5 * gy ;
1 =3
2}\ a-y> 2 ay
(o]

- n, -1 . .. ot =
On cherche & montrer que (ZR) est majoré ainsi que ces dérivées pour

3xu= P> 2R V-IT . Or le changement de variable y = —‘%_ donne

0 si Fé R
n-3
Vn r 2 2
R(p) = s a0 -5 ac
% n g R.
e 2 n=-3 51‘)) ’
23 1 -7 a
) n
0@ _
Or ce dernier dénominateur tend vers 25 e 2 dt alors que pour P 2R Vo,
o

< .oz . -1
le numérateur tend vers une quandité non nulle (si n-- o0 ). Donc (;;)
est majoré indépendamment de n pour ] xll) ZRE . I1 suffit alors de

montrer que pour tout k (et f}ZR{t-f) on a

d .k
I(E'F) gg(f)) £ C

r 0 si p«LR

n-3

d \k on \f— 2 2

n .
- ) si {3> R
Va o2 2
ZJ (1 - —2-) dt
o n
Comme R\I‘n) (\rﬁ ) R—k , on voit que les dérivées de ;:( P) deviennent

trés petites lorsque R augmente (la majoration &tant indépendante de n).
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Pour majorer I , on utilise 1le fait que & C.Z:z , la fonction

A “1/2 V. (z" _1/2) b oa un support contenu dans un demi espace qui

ne coupe pas Q , et décrit un borné de G 1]:((En) . D'ol

[11] < lz‘z‘l e -4 .C¢e .

4 - Distributions cylindriques :

Le paragraphe qui suit est motivé par 1'étude des &quations aux dérivées
partielles du type chaleur, ondes, ou Schrodinger sur le produit d'une droite
Rt (point générique noté t) et d'un espace de Hilbert réel X (point

générique x).

(4.1.) Le systéme projectif d'espaces vectoriels associés i R XX .

C'est le systéme projectif des espaces vectoriels lRtx Xi’ relativement aux
applications linéaires Idt x sij , od (Xi,sij) est le systé@me projectif

usuel associé i l'espace vectoriel topologique X .

(4.2,) Définition
Une distribution x cylindrique sur R, x X réguliére est définie par la
donnée d'une fonction continue
EO, "'0"[: — aﬁ 8 (x)
t ———— £(t,.),
La dlstrlbutlon F est ainsi définie. Pour tout X et toute fonction

\P (t,%)€ 8 X Xi)’ posant  ( = kP o(Idy x s, )

(4.3.)

oo
@) = [ et 6,0, F
[o]

On écrira également (par convention)

(6.42) Fal® (5, 8 £, 0t .
)
et 1'on dira aussi que F admet la désintégration t , 5 £(t,.) par rapport 2

t, ce langage étant emprunté d la théorie de 1'intégrationm.

(4.5.) Quelques remarques

-

a) La donnée d'une telle distribution &quivaut i la donnée d'un systéme
projectif fi(t") de sitributions bornés relativement au systéme projectif
(Xi’ si) les applicatioms t i— fi(t") étant continues de [O;+00E a
valeurs dans G ;)(Xi) .

b) La donnée de F entraine la donnée pour tout i , d'une distribution
bornée fi(t,x) sur R x Xi , nulle pour t O. Ces distributions sont

réguliéres en t .
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c) On peut définir la transformée de Fourier partielle f(t, ) de

f comme étant la fonction

(c ;%) £(6,2) = (£(t,0), exp - iG0) .

On peut aussi définir la transformée de Fourier Laplace
. »¥ - . .
(ut+iv ;‘E,) !—~>g £(t, ) exp(~it (u+iv)) dt .
)

d) Soit « une application lindaire continue de X dans Y. On peut
définir 1'image de F . (admettant la désintégration (4.4.)) par Idt X < comme

étant la distribution y cylindrique sur R, x Y , réguliére en t admettant la
désintégration

§°: [Stﬂd(f(t,.))] de .

e) En procéddant comme dans Krée [2] » on peut méme définir 1'image de F
par une application

lRt XX — Rt xY
(ti; X) — tgdt(x) V4

ol pour tout ¢t , C(t est une application linéraire continue X —>Y ,

£f) Produit de convolution

Soient F et G deux distributions x cylindriques sur \Rt Xx X , réguliéres
en t , avec

F =Sw1§L B £(t,.)dt et G = j"ﬁs; B g(t,.) dt
o ot o

On forme h(t,o0) = f(t-u,0) % g(u,0) du si t»0 . On voit que la fonection
h définit une appl:.?:ation continue de [O,+ o[ & valeurs dans o) é»'(x) .

oo
On pose H = S X; B h(t,0) dt et H=TF * G ce produit de convolution
)

est associatif et commutatif.

Application 3 1'équation de la chaleur:

Ce qui précéde permet d'exposer certaines constructions de Dalecki Ll]

et de A.Pietseh [1). On considére 1'opérateur de la chaleur Dt - A sur
Rt x X, oi X est un espace de Hilbert réel. On rappelle que pour tout n ,

. v . n . s
la solution élémentaire En(t,x) de 8; -\ sur Rt x E s'écrit
0 si t ¢O

02
E"(t,x) = (l»'ﬂ“c)-n/2 exp ( - UEZ_%_) si t>0

Cette fonction positive est localement intégrable, mais elle n'est pas intégrabie
C s , n C .
Il n'y a donc pas d'espoir d'associer & la donnée des E , une mesure cylindri-

que sur R X X . Cependant on peut écrire

n »
E ..j S; B gztId(xl"'xn) dt
o
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od thHdésigne la loi gaussienne sur E® de moyenne nulle et d'opérateur
de variance 2t Id. D'ol 1'idée d'introduire sur lRt x X 1la distribution

x-cylindrique, réguliére en ¢t :

®
E = JO b, B 8r1d(x) ¢ 7

ol gT(x) désigne la loi gaussienne sur X , de moyenne nulle et d'opérateur
de variance T . Et l'on voit qu'en. m un sens convenable, E est une solution

élémentaire de l'opérateur gt -4,
o

eyl b(X) , alors

On voit alors que pour h & e

(t 3 X)—>n u(t,x) =§x h(x-y) 8ye1q )
est solution du probléme de Cauchy
(8t - b(t,X) =0 si t>O0
‘ u(0,x) = h(x)

Mais si (voir Pietsch [l} Daleeki ]:1] ) 1'on veut &tudier le probléme
de Cauchy pour une fonciton h plus générale , on peut remplacer at -4
par son image Dt -AAL" par Idt xo , oi & est un opérateur de Hilbert

Schmitt. Alors le nouvel opérateur admet la solution &lémentaire
~J

0 o
E =Jo §, mel(s,, ) dt “jo S, B gy dt -

]
clad
Cette solution élémentaire est une mesure sur Rt x Y . On Peut donc

définir pour h & é’g(Y) la fonction

(£, 7)——> u(t,y) =g
z€Y ~
Cette fonction a &té étudiée en détail par Dalecki [ﬂ-Dans Pietsch Ll],

h(Y'Z)d&M’ (z)

-

est examiné le cas plus général d'opérateurs 3 coefficients variables.

Opérateur Dtt —Ax sur R_xH

Formellement, on cherche une E(t,x) sur R x H, nulle pour t{( 0 , et telle
que

0 - =

et E - AE S_O(t,x) '

Une transformation de Fourier partielle donne

fo si t40
E(t, Q)= 2 sin(el M) si t»o

HEn
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D'ol 1l'idée de considérer
e’

ou ft est la distribution cylindrique sur H , de transformée de Fourier

/f\(‘&) - sin(t“gu)
¢ S
Malheureusement (voir Gelfand Silov [1] ), si H -an, f, est d'ordre

t
augmentant avec n . (Cependant ft est portée par la boule ol Wxlle v,

Opérateur de Schrodinger i—l /at -Ax avec (Rt X Hx

Par le méme procédé, on trouve une solution &lémentaire

le )
E=506“tn £, dt

-\
avec ft(‘g) = exp (-itll‘&”z) }

Donc £ = est la distribution cylindirque intervenant dans la définition des
intégrales de Feynman : voir C.M. de Witt [{]) .

Quelques problémes

N\

a) Description de f;k

eyl b(x)°

b) Relation entre la topologie localement convexe la moins fine sur
k . . . s
e 1 b(X) rendant convergentes les suites qui convergent au sens de I.M. Visik
*

c
[}i » et la topologie ’%fk introduite dans cet article.
c) Etude détaillée de l'équation de Schrodinger.

d) Problémes de partition de 1'unité& dans 1l'espace Egtyl b(x). Définition

du support d'une distribution.
e) Théoréme de Paley Wiener pour les distributions nulles en dehors d'un
borné., Etude des équations de convolution.

f) Etude détaillée de la distribution cylindrique de Feynman.

g) Relativement aux mesures, le théoréme de Sazanov n'est en fait qu'un
cas particulier d'un théoréme de Kwapien-Schwartz (voir séminaire & l'Ecole
Polytechnique 1969~70) relatif aux applications p-sommantes et p-radonifiantes.

Peut-on étendre aux distributions les théorémes de Kwapien-Schwartz ?

h) Généralisation du théoréme de Sazanov-Minlov i des distributions
(cylindriques) bornées d'ordre non borné.
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