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TOPOLOGIES MIXTES DANS LE CAS DE STRUCTURES VECTORIELLES 

NON NECESSAIREMENT CONVEXES 

par 

Bernard P E R R O T 

0O0 

INTRODUCTION : L e s théor ies [ 4 ] [ i l ] qui généra l i sent l e s " t w o - n o r m 

s p a c e s " introduits par A . A L E X I E W I C Z et Z . SEMADENI [ l ] [ 2 j [ 3 ] 

prennent c o m m e cadre : E un espace v e c t o r i e l muni d'une topologie loca lemen t 

convexe séparée u et d'une bo rno log ie convexe (3 qui donnent le m o d e de c o n v e r ­

gence séquentiel Y ; on dit qu'une suite (x ) d ' é léments de E c o n v e r g e 
n 

v e r s un point x de E au sens de Y si la suite (x ) c o n v e r g e v e r s x 
n 

n 

pour la topologie u et si cet te suite est bornée pour la bo rno log i e P • On 

appelle topologie mixte loca lemen t convexe et on note m (u, P ) la topologie 

loca lemen t convexe la plus fine qui induit la m ê m e topologie que u sur l e s 

part ies de P ; et de m ê m e on obtient la topologie mixte v e c t o r i e l l e m V ( u , P ) 

( resp : topologie mix te généra le , m^(u, P )) c o m m e étant la topologie v e c t o ­

r ie l le ( resp : généra le) la plus fine qui induit la m ê m e topologie que u sur 

les par t ies de 3 . 

Si l 'on s ' in té resse à m V (u, P ) , i l apparaît que le cadre naturel dans 

lequel on peut faire cet te étude es t le suivant : E un e space v e c t o r i e l muni 

d'une topologie v e c t o r i e l l e u et d'une bo rno log ie P v ec to r i e l l e ( l e s deux 

structures u et P ne sont pas n é c e s s a i r e m e n t c o n v e x e s ) qui donnent le 
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mode de convergence séquentiel Y et l es topologies mixtes m ^ (u, 3 ) et 

m V ( u , 3 )• Nous allons mont re r que m V ( u , 3 ) possède les m ê m e s p rop r i é t é s que 

dans le cas convexe , et que la compara i son avec m^(u, 3) se fait de la 

mê me maniè re . 

§ 1 - PROPRIETES GENERALES DE m V ( u , P ) : Nous nous p laçons dans le 

cadre décr i t dans l ' introduction où E est un espace vec to r i e l sur E ou (C 

muni d fune topologie vec to r i e l l e u et d'une bornologie vec to r i e l l e P . C o m m e 

P est vec to r i e l l e on peut toujours cho is i r une base de P f o rmée de par t ies équi­

l ib rées vo i r [ ò ] ; on notera A [ u ] la partie A de E munie de la topo log ie 

induite par u . 

Théorème 1 - Dans les conditions décr i t e s c i - d e s s u s on a : 

* A [ u ] - ^ — * E m V ( u ) P ) 

( l ) m V ( u , P ) es t la topologie vec to r i e l l e la plus fine rendant uni­

formément continue les injections canoniques i pour toutes 

part ies A de 3 • 

( l f ) m V ( u , P ) est la topologie vec to r i e l l e la plus fine rendant c o n ­

tinue l e s injections canoniques i pour toutes par t ies A de P . 

( l M ) m V ( u , P ) est la topologie vec to r i e l l e la plus fine rendant continue 

à l 'o r ig ine l e s injections canoniques i pour toutes par t ies A de P 

f. 
* E v , ft . 3-—> F 

m ( u , P ) 

où F est un espace v e c t o r i e l topologique quelconque et ( f . ) une 

famil le d 'applications l inéai res de E dans F . 

m V ( u , P) est la seule topologie vec to r i e l l e possédant la p ropr ié té : 
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(2) (f . ) équicontinue (f. o i j uniformément équicont i -
J j € J J A j € J 

nue pour toute part ie A de 3 . 

(2 1 ) ( f , ) équicontinue ° (f. o i ) équicontinue pour toute 
J j 6 J J A j 6 j 

partie A de 3 . 

( 2 ! l ) (f. ) équicontinue * (f. o i ) équicontinue à l ' o r ig ine 
J j € J 3 A j € J 

pour toute part ie A de P . 

*- Pour toute part ie A de P on note la topologie v e c ­

tor ie l le la plus fine sur E (sous espace v e c t o r i e l de E engendré 
j 

par A ) qui rende continue l 'applicat ion ^ £ U J A > E ^ . A l o r s 

pour A c z B o n a E A , u A ^ E _ , u_ avec TT continue 

donc (E , u ; TT A ) f o r m e un sys tème inductif. 
A A A € P 

(3) E v , o N es t la l imi te inductive dans la ca tégor ie des e spaces 
m (u, P) 

vec to r i e l s topologiques du sys tème inductif déc r i t c i - d e s s u s . 

On a évidemment ( l 1 ) , pour obtenir ( l ) et ( l 1 1 ) il suffit de v o i r que si 

pour toute partie A de P l e s i ^ sont continues à l ' o r ig ine a lo r s e l l es sont 

uniformément continues ; i l faut bien r emarque r cependant que ce la ne provient 

pas du l e m m e c lass ique qui dit que si une application l inéaire f es t continue 

à l ' o r ig ine sur un disque A a lo r s e l le est uniformément continue sur A car 

i c i on n ' i m p o s e pas à P d 'ê t re convexe a lo r s une base de P est en général 

équi l ibrée mais non disquée. Dire que i . est uni formément continue c ' e s t 

d i re que pour tout vo i s inage W de l ' o r ig ine dans E pour m (u, P ) i l existe 

un vois inage V de l ' o r ig ine dans E pour la topologie u tel que 

V(x, y ) € A x A et vérif iant x - y € V on ait x - y € W ; c e qui s 'obtient en 

écr ivant que i f î est continue à l ' o r ig ine pour le borné B = A - A . D'une 

manière c lass ique on démontre la propr ié té (2" ) a lo r s la démonstrat ion 

précédente entraîne (2) et (2 1 ) . La démonstrat ion de (3) découle d i rec tement 

des définitions de m (u, P ) et des l imi tes inductives ; cette p ropr ié té est 
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analogue à ce l l e démontrée dans le cas convexe par D. J. H. GARLING 

2 p rop . 2 [ 5 ] • 

La propr ié té ( l l f ) montre que la topologie mixte introduite par 

T. PRECUPANU dans [ i o ] es t la topologie m V ( u , P) lo rsque la bo rno log i e 

engendrée par la famil le de part ies G qu'i l cons idè re , est v e c t o r i e l l e . 

Proposi t ion 1 - Les vo is inages de l ! o r i g i n e de m V ( u , P ) sont l e s par t ies U 

qui vérif ient l e s deux propr ié tés suivantes : 

(i) V A Ç P 3 V vois inage de 0 pour u tel que V 0 A c U 

(ii) 3 (U ) telle que fu vér i f ie (i) V n 
n - ) n 

n 1 4 | U 3 U i + u , i U i D U ? + u ? r - - u 3 U + U 
^ 1 1 1 2 2} n n+1 n+1 

L e s part ies U qui vér i f ient (i) et (i i) sont les vo is inages de 0 

d'une topologie vec to r i e l l e qui rend les i continues à l ' o r ig ine donc cette 

topologie est moins fine que m v ( u , P ) d 'après théorème 1 ( 1 " ) ; ma i s 

tout vois inage de 0 pour m V ( u . P) vér i f ie (i) et (i i) c e qui pe rme t de 

conc lu re . 

Théorème 2 - Si P est une borno log ie à base dénombrable , soit ( B ) une 
n 

n 

base quelconque de P a l o r s l es part ies de la fo rme suivante fo rmen t 

un sys tème fondamental de vois inages de 0 pour m V ( u , P ) 

00 

(1) U ( B . n v , + B n v + . . . + B n V ) 
, 1 1 c c n n 

n=l 

00 

(2) v n ( n B + v ) 
o n n 

n=l 

(3) v o n ( n 5 n + v n ) 
n=l 

où l e s sont des vois inages de 0 pour la topologie u , et 

l f opération~"désigne la fermeture pour u. 
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Les par t ies de la fo rme ( l ) vér i f ient (i) et ( i i) de la proposi t ion 1 ; 

réc iproquement soit U vérif iant (i) et ( i i ) a l o r s on a 

U , + U + U , + + U C U V ma i s d f a p r è s (i) i l exis te une suite ( V ) de 
1 2 3 n n n 

n 
vo is inages de 0 de u tels que B fl V c U donc la part ie 

° ^ n n n 
oo 

U ( B n v , + . . . + B n v ) C U . 1 1 n n 
n=l 

On vér i f ie a isément que l e s par t ies de la f o r m e (2) donnent un 

sys tème fondamental de vo i s inages de 0 pour une topologie vec to r i e l l e 

qui coïnc ide avec u sur l es bo rnés de P , r éc ip roquement i l faut mont re r 

qu'une telle partie contient une part ie du type ( l ) ce qui se fait d'une manière 

analogue à 2. 3 p . 53, 54 dans [ 1 2 ] , on fera jouer aux le r61e que 

jouent l es n U et la convexi té n ' intervient pas . 

oo 
Pour obtenir ( 3) i l suffit de v o i r qu'une part ie V fl ( 0 B + V ) x ' n r o N , n n 

n=l 
contient une partie de la fo rme (3) ; en effet u étant vec to r i e l l e soit U q un 

vois inage de 0 de u tel que U Q C V q et soit pour tout n un vois inage 

U ~ de l ' o r ig ine pour u tel que U + U + U c V a lo r s B + U c n & ^ n n n n n n 

((B + U ) + U ) + U C B + V donc 
n n n n n n 

_ oo — 00 

U n ( f i B + U ) c v n ( f ï B + V ) 
o , n n o , n n 

n=l n=l 

Le théorème 2 est l 'analogue du l e m m e 1 p . 58 [ 11 ] dans le cas des s t ruc­

tures convexes . 

Coro l l a i r e : Si P est à base dénombrable , m V (u, P ) admet un sys tème 

fondamental de vo i s inages de l 1 o r ig ine f e r m é s pour u 

On en déduit auss i que m V (u, P ) = m V ( u , P ) où P dés igne la 

borno log ie engendrée par l e s f e rmetures pour u des par t ies de P ; ma i s c e 

résultat important s 'obtient d i rec tement sans aucune hypothèse de dénombra -

bilité sur P . 
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Théorème 3 - m V (u, 3 ) = m V ( u , P ) 

l . 
C'es t l f analogue du théorème 1 [ 5 ] dans le cas convexe , ma i s la 

démonstrat ion ne peut se faire de la m ê m e manière que dans [ 5 ] où on 

util ise de manière essent ie l le l e s s e m i - n o r m e s qui définissent une topologie 

loca lement convexe , p c p c e qui entraîne m V ( u , P ) plus fine que m V ( u , P) 

montrons la réc iproque : 

E v, p v i ^ E v , û x 

m ( u , P ) 7 m (u, P ) 
A 

Â [ u ] S 

d'après le théorème 1 part ie ( 2 n ) i est continue si et seulement si i o j — es t 

continue à l 'o r ig ine pour toute part ie A de P 

i o J7 : A [ u ] ——> E v, ft v 

J A | A m (u, P ) 

mais d 'après (1) du théorème (1) i est uniformément continue pour toute 

partie A de p donc il existe un pro longement par continuité i de 

A [ U ] dans E m

v ^ u

 l e complé té de E

m

v ( u g j • ^ suffit de m o n t r e r 

maintenant que 1^ = i o jj£ ; soit x € A , on appelle B le borné 

I B ~ 
A U { x } de P . B [ U ] " ~ * E m V ( u P) *B 6 T *A s o n t continues 

sur B [ u j e l les coïncident sur A qui est dense donc e l les sont éga les 

au point x donc i (x) = i g ( x ) = x = i o j — (x) . 

Pour une topologie vec to r i e l l e t quelconque on notera IB t c o n f o r -

mément à [ ó ] la borno log ie canonique a s s o c i é e à la topologie t . 
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Propos i t ion 2 - Si 3 e IB u a l o r s P c B m V (u, P ) 

I 
Soit A un borné de P et soi t U un vois inage de 0 de m V ( u , P ), 

a lo r s il existe V un vois inage de 0 de u tel que V fl A c U mai s 

P c B u entraîne qu ' i l exis te un rée l o < X S 1 tel que X A e V donc 

X A c V f l A c U et A es t borné pour m V ( u , P ) ; év idemment on s 'es t l imité 

pour faire la démonstrat ion aux b o r n é s équi l ibrés de P . 

T h é o r è m e 4 - ( l ) Si P c B u et P à ba se dénombrable a lo r s : 

B m V ( u , P) = P 

(2) Si P c B u et si P es t la bo rno log ie canonique d'une 

topologie vec to r i e l l e T qui admet un sys tème fondamental de v o i ­

sinages de 0 f e r m é s pour u a l o r s : 

B m V ( u , P ) = P 

La preuve est analogue à c e l l e du théorème 1.1 [ 12 ] qui conce rne 

le cas convexe , ma i s la convexi té n ' intervient pas fondamentalement, il suffit 
oo 

essent ie l lement de r emp lace r l e s par t ies de la f o r m e fl (n V + U) 
n=l 

oo 
par H V + V + . . . + V + U pour v o i r qu 'on obtient des vo i s inages de 0 

n=l ^ „ ^ 
n fois 

pour m V ( u , P ). 

Propos i t ion 3 - (1) Si P es t à base dénombrable l e s suites qui convergent 

pour Y (u, P ) sont exactement l e s suites qui convergent pour 

m V ( u , P ) , c 'es t -à-dire que m V (u, P ) topologi se le mode de c o n v e r ­

gence séquentiel Y (u, P ) . 

(2) Si P est la bo rno log i e canonique d'une topologie v e c t o ­

r ie l le T qui admet un s y s t è m e fondamental de vo i s inages de 0 
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f e rmés pour u a l o r s m V ( u , P ) topologise le mode de c o n v e r g e n c e 

séquentiel Y(u, 3). 

Une suite (x ) qui converge pour Y(u ,P) ou Y(u, P ) e s t bo rnée pour 

P o r m (u, 3 ) = m (u, 3 ) co ïnc ide avec u sur les part ies bo rnées de P donc 

(x ) converge pour m V (u, P ) . La réc iproque provient du fait que dans l e s 
n _ 

conditions ( l ) ( r e sp : ( 2 ) ) on a B m (u, P ) c p ( resp : P ) d 'après le 

théorème 4 ; en effet la condition P c B u n' intervient que pour obtenir 

P c B m V ( u , P ) . 

§ 2 - COMPARAISON DE m V ( u , P ) et m g ( u , P ) 

Le mode de convergence séquentiel Y(u, P) (noté Y lo r squ'aucune 

confusion n 'es t à c ra indre) fait de E un espace de type L au sens de [ 72 . 

A l o r s d'une manière standard on appelle partie Y - f e r m é e toute part ie de E 

qui contient les l imi tes de ses suites convergeantes pour Y ; et la topolog ie 

de la Y-fermeture est la topologie obtenue en prenant c o m m e famil le de 

part ies f e r m é e s la famil le des part ies Y - f e r m é e s . Cette topologie es t inva­

riante par homothétie et translation il suffit donc de connaître un sys t ème f o n ­

damental de vois inages de l ' o r ig ine , on peut en obtenir une construct ion e f fec t ive , 

par la méthode des "chaînes cohéren tes" exposée dans [8*3 où u et P 

sont convexes , mais la convexité n ' intervient pas pour c e s cons idéra t ions sur 

la topologie de la Y- fe rmeture . 

P ropos i t i on 4 - Si u est mét r i sab le (ou plus généralement si l e s r e s t r i c t i ons 

de u aux part ies d'une base de P sont séquentiel les) a l o r s la 

topologie m g ( u , P ) et la topologie de la Y-fermeture coïncident . 

On rappelle qu'on dit qu'une topologie est séquentielle si toute par t ie 

séquentiellement f e rmée es t f e r m é e ; la démonstrat ion de la propos i t ion 4 se 

fait en montrant que l e s deux topologies ont l e s m ê m e s par t ies f e r m é e s . 
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La proposi t ion 4 donne une interprétation or ig inale de la topologie 

m g ( u , P) qui dans [ 8 J nous p e r m e t de mon t r e r par un exemple que 

m g ( u , P ) est s t r ic tement plus fine que m V ( u , P ) m ê m e dans des cas t rès 

par t icul iers tels que les "two-norm spaces 1 1 où u et P proviennent de 

n o r m e s . 

Théo rème 5 - u étant mé t r i sab le si P admet une base dénombrable f o r m é e 

de part ies c o m p a c t e s pour u a lo r s m g ( u , P ) = m V ( u , P ). 

Ce théorème dans le c a s convexe es t donné dans [ 11 ] et découle 

du théorème de Banach-Dieudonné qui fait intervenir la dualité, i l faut donc 

donner i c i une autre démonstra t ion. Soit (B ) une base de P f o rmée de 
n 

par t ies compac te s pour u et soit U tin vo i s inage de 0 ouver t pour 

m g ( u , P ) a lo r s i l exis te V un vo i s inage de 0 fe rmé pour u tel que 

B^ 0 car sur B^ les topologies u et m 6 ( u , P ) coïncident ; on 

fait un raisonnement par r é c u r r e n c e : soit V , V . . . V tels que 
B fl V + B fl V + . . . + B fl V c U et montrons qu ' i l existe un vois inage 

X i . £ £ Jx. IV. 

de 0 fe rmé pour u V ^ + 1 tel que B fl V + . . . + B

k

n v

k

+ B

k + 1

n v

k + j c U • 

u étant mét r i sab le soit (W ) un sys tème fundamental de vo i s inages de 0 , 
n 

si on ne pouvait t rouver le vo i s inage cherché a l o r s 

B , fl V_ + B n v 0 + . • . + B, nV, + B, , , n W serai t non contenu dans U 
1 1 2 2 k k k+1 n 

pour tout n , i l exis terai t une suite (x + y ) telle que 
n 

x € B O V , + . . . + B, nv. ; y € B, . . fl W. . . et x + y ^ U pour tout 
n i l k k ' n k+1 k+1 n 7 n 

n . La partie B^f)+ . . . + B ^ fl V f c étant compac te pour u i l exis te une 

sous suite (x ) qui conve rge v e r s un de ses points x ; la suite (y ) c o n -
r n 

r 
v e r g e en 0 pour u ; donc la sous suite (x + y ) conve rge v e r s x pour 

n n 
r r 

r 

u ; ma i s cette suite appartient à B^ + B^ + . • . + qui es t bornée pour P , 

89 



Topologies mixtes dans le cas de structures vectorielles . • . 

sur un telle partie l e s topologies u et m g ( u , P ) coïncident donc la suite 

(x + y ) de points qui n'appartiennent pas à U converge v e r s x 
r n r 

r 

appartenant à U pour m g (u, P ) c e qui es t en contradict ion avec le fait 

que U soit ouvert pour m g ( u , P ) . A l o r s on peut f o r m e r la partie 

oo 
U (B flV + , , , + B Í1V ) qui es t contenue dans U ce qui achève la , 1 1 n n n= 1 

démonstrat ion d 'après ( l ) du théorème 2 . 

Proposi t ion 5 - u étant mét r i sab le , si P admet une base dénombrable f o r m é e 

de part ies f e r m é e s pour u ou si P est la borno log ie canonique 

d'une topologie vec to r i e l l e qui admet un sys tème fondamental de 

vois inages de 0 f e r m é s pour u a lo r s on a équivablement : 

(a) m g (u, P ) = m v ( u , P ) 

(b) m V ( u , P ) est une topologie séquentielle. 

Dans cette proposi t ion 5 c o m m e dans la suivante on pourra i t géné ­

ra l iser un peu en remplaçant : l ! u mét r i sab le 1 1 par : "p admet une base te l le 

que les res t r ic t ions de u aux part ies de cette base sont séquent ie l les 1 1 , 

La topologie m g ( u , P ) est séquentielle ca r el le est égale à la topologie de la 

Y-fermeture d 'après la proposi t ion 4 , d'autre part l es suites qui convergen t 

pour la topologie de la Y- fe rmeture , sont l e s suites te l les que : de toutes 

sous-su i tes , on puisse extraire une sous-sui te qui converge pour Y d ' après 

le théorème de Kisynski p . 209 dans [ 7 ] ; avec les condit ions de la p r o p o ­

sition 5 ce sont l e s suites qui convergent pour Y donc pour m V ( u , P ) d ' ap rès 

la proposi t ion 3 ; a lo r s m g ( u , P ) et m V ( u , P ) ont donc les m ê m e s suites 

convergentes , ce qui pe rmet de conc lu re . 

Proposi t ion 6 - u étant mét r i sab le et P à base dénombrable contenue dans 

B u s ' i l existe une partie de P telle que sa fermeture pour u 
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n'appartienne plus à P a l o r s m g ( u , P ) est s t r ic tement plus fine 

que m V ( u , P ). 

Soit (B^) une base de P et A une partie de P telle que A ne soit 

plus bornée pour P a l o r s A <t n B V , donc il exis te une suite (x ) 
n n n 

x n 
d 'é léments de A telle que ( — ) ne soit pas bornée pour P , c e qui entraîne 

x n 
que la suite ( ~ ) ne c o n v e r g e pas pour Y (u, P ) donc pour m g ( u , P ) d 'après 

n _ 
le début de la démonstrat ion de la propos i t ion 5 ; mais A est bo rnée pour u 

x n _ 
la suite ( — ) converge donc pour u , étant bornée pour P e l le conve rge 

n 

pour Y (u, P ) donc pour m V ( u t P ) = m V ( u , P ) d ' après la propos i t ion 3 et le 

théorème 3 ; c e qui achève la démonstra t ion. 

Les résultats du paragraphe 2 forment la base de la confé rence 

donnée aux journées d 'analyse fonctionnelle de Bordeaux où notre but 

était essent ie l lement d 'obtenir un espace b i - n o r m e dans lequel 

m g (u, P ) ^ m V ( u , P ) ; pour s impl i f ier la présentat ion nous avions imposé 

à u et P d 'être des s t ructures convexes , a lo r s dès que P est à base 

dénombrable l 'étude se ramène à m(u, P ) ca r m(u, P ) = m V ( u , P ) [ 8 ] . 

oOo 
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