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INTRODUCTION : Les théories [4] [11] qui généralisent les "two-norm
spaces' introduits par A, ALEXIEWICZ et Z. SEMADENI [1][2][3]

prennent comme cadre : E un espace vectoriel muni d'une topologie localement
convexe séparée u et d'une bornologie convexe B qui donnent le mode de conver-

gence séquentiel Y ; on dit qu'une suite (xn) d'éléments de E converge
n
vers un point x de E au sens de Y si la suite (xn) converge vers x

n
pour la topologie u et si cette suite est bornée pour la bornologie 8 . On

appelle topologie mixte localement convexe et on note m (u,B) la topologie
localement convexe la plus fine qui induit la mé&me topologie que u sur les

parties de B ; et de méme on obtient la topologie mixte vectorielle m' (u, B)
(resp : topologie mixte générale, mS(u,B)) comme é&tant la topologie vecto-

rielle (resp : générale) la plus fine qui induit la méme topologie que u sur

les parties de B .

Sil'on s'intéresse & m' (u,B), il apparait que le cadre naturel dans
lequel on peut faire cette étude est le suivant : E un espace vectoriel muni
d'une topologie vectorielle u et d'une bornologie B vectorielle (les deux

structures u et B ne sont pas nécessairement convexes) qui donnent le
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Topologies mixtes dans le cas de structures vectorielles ...

mode de convergence séquentiel Y et les topologies mixtes m?® (u, B) et
mv(u, B). Nous allons montrer que mv(u, B) posséde les mémes propriétés que
dans le cas convexe, et que la comparaison avec mg(u, B) se fait de la

mé me maniére.

§1 - PROPRIETES GENERALES DE m'(u,B) : Nous nous placons dans le

cadre décrit dans 1l'introduction ot E est un espace vectoriel sur IR ou €
muni d'une topologie vectorielle u et d'une bornologie vectorielle B. Comme

B est vectorielle on peut toujours choisir une base de B formée de parties équi-
librées voir [6] ; on notera A[u] la partie A de E munie de la topologie

induite par u.

Théoréme ] - Dans les conditions décrites ci-dessus on a :

i

% Afu] —A-ﬁ‘E m¥(u, B)

(1) m“(u,B) estla topologie vectorielle la plus fine rendant uni-

formément continue les injections canoniques i

our toutes
A Pov

parties A de B.

(1) mY(u, B) estla topologie vectorielle la plus fine rendant con-

tinue les injections canoniques i, pour toutes parties A de B .

A
(1") m"(u, B) estla topologie vectorielle la plus fine rendant continue

a l'origine les injections canoniques i pour toutes parties A de B

A
'
¥ .
E mv(u, 8) —_—>» F
ou F estun espace vectoriel topologique quelconque et (fj) une

j€J
famille d'applications linéaires de E dans F .

mv(u, B) estla seule topologie vectorielle possédant la propriété :
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(2) (fj) équicontinue € (fj oiA) uniformément équiconti-
jET €T

nue pour toute partie A de B .

(2') (£.) équicontinue ® (f. o iA) équicontinue pour toute
Vjes J jEJ
partie A de B .
(2") (£.) équicontinue ® (f. o1, ) équicontinue a l'origine
i’ i AT
jeJ j€J

pour toute partie A de B .

% Pour toute partie A de B on note u, la topologie vec-

A
torielle la plus fine sur EA (sous espace vectoriel de E engendré
: . s J
par A) qui rende continue l'application A[u] A, EA . Alors

T BA

pour AC B ona EA’ uA_____é. EB, uB avec ﬂBA continue

donc (EA, u, ;M BA)A s forme un systéme inductif.

(3) E mv(u B) est la limite inductive dans la catégorie des espaces

vectoriels topologiques du systeéme inductif décrit ci-dessus.

On a évidemment (1'), pour obtenir (1) et (1') il suffit de voir que si
pour toute partie A de B les iA sont continues a l'origine alors elles sont
uniformément continues ; il faut bien remarquer cependant que cela ne provient
pas du lemmme classique qui dit que si une application linéaire f est continue
a l'origine sur un disque A alors elle est uniformément continue sur A car
ici on n'impose pas a B d'étfe convexe alors une base de B est en général
équilibrée mais non disquée, Dire que iA est uniformément continue c'est
dire que pour tout voisinage W de l'origine dans E pour m' (u,B) il existe
un voisinage V de l'origine dans E pour la topologie u tel que
V(x,y) € A x A et vérifiant x-y € V on ait x-y € W ; ce qui s'obtient en
écrivant que iB est continue a l'origine pour le borné B = A - A, D'une
maniere classique on démontre la propriété (2'") alors la démonstration

précédente entraine (2) et (2') . La démonstration de (3) découle directement

des définitions de m' (u, B) et des limites inductives ; cette propriété est
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analogue a celle démontrée dans le cas convexe par D.J.H. GARLING

2 prop. 2 [5]

La propriété (1'') montre que la topologie mixte introduite par
T. PRECUPANU dans [ 10] est la topologie m" (u, B) lorsque la bornologie

engendrée par la famille de parties G qu'il considere, est vectorielle,

v
Proposition 1 - Les voisinages de l'origine de m (u,B) sont les parties U

qui vérifient les deux propriétés suivantes :

(i) VAE€PB 3V voisinagede 0 pour u telque VNACcCU

(1i) 3 (Un) telle que (U vérifie (i) vV n

n€N USU +U, ; UDU,+U UDU _+U

1 2" "n”T “n+} n+1

Les parties U qui vérifient (i) et (ii) sont les voisinages de 0
d'une topologie vectorielle qui rend les iA continues a l'origine donc cette
topologie est moins fine que m' (u,B) d'apres théoreme 1 (1) ; mais
.tout voisinage de 0 pour m' (u, B) vérifie (i) et (ii) ce qui permet de

conclure.

Théortme 2 - Si B est une bornologie 2 base dénombrable, soit (B )
n

une
n
base quelconque de P alors les parties de la forme suivante forment

un systéme fondamental de voisinages de 0 pour mv(u, B)

(o o]
(1) U (Blﬂv1 +an VZ ... +B_ N vn)
n=1
[(00]
(2) von(ﬂ Bn+vn)
n=1
- o —
(3) v, n( ngl B_+ Vn)

ou les Vn sont des voisinages de 0 pour la topologie u, et

l'opération” désigne la fermeture pour u.
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Les parties de la forme (1) vérifient (i) et (ii) de la proposition 1 ;

réciproquement soit U vérifiant (i) et (ii) alors on a

Uu, +0_,+U0U_+...+U cU VY mais d'apres (i) il existe une suite (V_) de
1 2 3 n n n’

voisinages de 0 de u tels que B n v.eu, donc la partie
o

U (Blnv

n=1

[t B OV ) U,

On vérifie aisément que les parties de la forme (2) donnent un
systeme fondamental de voisinages de 0 pour une topologie vectorielle
qui coincide avec u sur les bornés de B , réciproquement il faut montrer
qu'une telle partie contient une partie du type (1) ce qui se fait d'une maniére
analogue 2 2,3 p. 53,54 dans [12] , on fera jouer aux Bn le r6le que
jouent les n U et la convexité n'intervient pas.

@
Pour obtenir ( 3) il suffit de voir qu'une partie v, n (N Bn+Vn)

n=1
contient une partie de la forme (3) ; en effet u étant vectorielle soit Uo un

voisinage de 0 de u tel que I_Jo c Vo et soit pour tout n un voisinage

U, de l'origine pour u telque U_+U +U < V_alors B +uU c
n n n n n n

(B +U )+U )+U cB +V_ donc
n n n n n n
- (s ¢}

Q
Uu n(N B +U )cv N(N B +V)
(o] n n (o) n n

n=1 n=1

Le théoréme 2 est l'analogue du lemme 1 p. 58 [11] dans le cas des struc-

tfures convexes.

Corollaire: Si B est & base dénombrable, m' (u, B) admet un systeme

fondamental de voisinages de l'origine fermés pour u

On en déduit aussi que m’ (u,B) = m' (u,B) ou B désigne la
bornologie engendrée par les fermetures pour u des parties de B ; mais ce

résultat important s'obtient directement sans aucune hypothtse de dénombra-

bilité sur B .
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Théoreme 3 - m" (u,B) = mv(u,-é)

L

C'est 1'analogue du théoreme 1 [5] dans le cas convexe, mais la

démonstration ne peut se faire de la méme maniere que dans [ 5] ol on

utilise de maniére essentielle les semi-normes qui définissent une topologie
I} . v . —_

localement convexe. B € B ce qui entraine m (u, B) plus fine que mv(u, B)

montrons la réciproque :

A [u]

d'apres le théoréme 1 partie (2'') i est continue si et seulement si io jA— est

continue & l'origine pour toute partie A de P

i
ion,A : A[u]—é—g E o V(wB)

mais d'apres (1) du théorgdme (1) iA est uniformément continue pour toute

partie A de B donc il existe un prolongement par continuité TA de

A f1e . -
[u] dans E 1_‘I}‘—v(u’ B) le complété de _Emv(u, B) I1 suffit de montrer

maintenant que iA =io jK ; soit x € A , on appelle B le borné
i .
B P~
U < . .
AU {x} de B. B[u] ———E mY(a, B) i, et i, sont continues

sur B [u] elles coincident sur A qui est dense donc elles sont égales

au point x donc i (x) = 1B(x) =x=io0jr (x) .

Pour une topologie vectorielle t quelconque on notera IB t confor-

.mément i [6] la bornologie canonique associée a la topologie t .
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Proposition 2 - Si B ©c IBu alors BcCc B mV (u,B)
L

Soit A un borné de B et soit U un voisinage de 0 de m" (u, B),
alors il existe V un voisinage de 0 de u telque VN A C U mais
B < B u entralne qu'il existe un réel o< A <1 telque A AC V donc
AACVNACU et A estborné pour m (u,B) ; évidemment on s'est limité

pour faire la démonstration aux bornés équilibrés de B .

Théoréme 4 - (1) Si B< Bu et B 2a base dénombrable alors :

Bm'(u,B)=8

(2) Si B<c Bu etsi B estla bornologie canonique d'une
topologie vectorielle T qui admet un systéme fondamental de voi-

sinages de 0 fermés pour u alors:

Bm (uB)=8

La preuve est analogue 2 celle du théordme 1.1 [12] qui concerne
le cas convexe, mais la convexité n'intervient pas fonda.g)zenta.lement, il suffit

essentiellement de remplacer les parties de la forme [} (n V + U)

n=1
fo's)

par (1 V+V+.,,.+V +U pour voir qu'on obtient des voisinages de 0
n=1

n fois

pour m' (u,B).

Proposition 3 - (1) Si B est & base dénombrable les suites qui convergent

pour Y (u,B) sont exactement les suites qui convergent pour

m'(u,B), c'est-A-dire que m' (u, B) topologise le mode de conver-

gence séquentiel Y (u,B).

(2) Si B estla bornologie canonique d'une topologie vecto-

rielle T qui admet un systtme fondamental de voisinages de 0
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fermés pour u alors m' (u,B) topologise le mode de convergence

séquentiel Y(u,B).

Une suite (xn) qui converge pour Y(u,P) ou Y(u,-B-)est bornée pour

n
B or m' (u,B) = mv(u, B) cofncide avec u sur les parties bornées de B donc

(xn) converge pour m' (u,B). La réciproque provient du fait que dans les
n

conditions (1) (resp: (2)) ona B m' (u,B)c B (resp:B) d'apres le
théoréme 4 ; en effet la condition B € B u n'intervient que pour obtenir

BcB mv(u,B).

§2 - COMPARAISON DE m'(u,B) et m5(u,B)

Le mode de convergence séquentiel Y(u,B) (noté Y lorsqu'aucune
confusion n'est & craindre) fait de E un espace de type L au sens de [7] .
Alors d'une maniere standard on appelle partie Y-fermée toute partie de E
qui contient les limites de ses suites convergegntes pour Y ; et la topologie
de la Y-fermeture est la topologie obtenue en prenant comme famille de
parties fermées la famille des parties Y-fermées. Cette topologie est inva-
riante par homothétie et translation il suffit donc de connaftre un systéme fon-
damental de voisinages de l'origine, on peut en obtenir une construction effective,
par la méthode des 'chalnes cohérentes" exposée dans [8] oh u et B

sont convexes, mais la convexité n 'intervient pas pour ces considérations sur

la topologie de la Y-fermeture,.

Pro position 4 - Si u est métrisable (ou plus généralement si les restrictions

de u aux parties d'une base de B sont séquentielles) alors la

topologie mg(u, B) etla topologie de la Y-fermeture coincident.

On rappelle qu'on dit qu'une topologie est séquentielle si toute partie
séquentiellement fermée est fermée ; la démonstration de la proposition 4 se

fait en montrant que les deux topologies ont les mémes parties fermées.
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La proposition 4 donne une interprétation originale de la topologie
mg(u, B) qui dans [8] nous permet de montrer par un exemple que
mg(u, B) est strictement plus fine que mv(u. B) mé&me dans des cas tres

particuliers tels que les ''two-norm spaces'" ou u et B proviennent de

normes,

Théoreme 5 - u étant métrisable si B admet une base dénombrable formée

de parties compactes pour u alors mZ®u,B)=m"(u,B).

Ce théoréme dans le cas convexe est donné dans [ll] et découle
du théoréme de Banach-Dieudonné qui fait intervenir la dualité, il faut donc
donner ici une autre démonstration. Soit (Bn) une base de B formée de
parties compactes pour u et soit U un voisinage de 0 ouvert pour
m3(u,B) alors il existe V. un voisinage de 0 fermé pour u tel que

1

U> B1 N V1 car sur B1 les topologies u et mg(u,B) coincident ; on

fait un raisonnement par récurrence : goit V_, V V. tels que

1’ 2 e o0 k
Blf\V1 + BzﬁV2 +... ¢ Bk n Vk C U et montrons qu'il existe un voisinage

de 0 fermé pour u Vk+1 tel que B ﬂV1 + ... +BkﬂV +B nv cUu.

1 k “Tkt+l1 kt+l

u étant métrisable soit (Wn) un systéme fndimental de voisinages de 0,
n

si on ne pouvait trouver le voisinage Vk+ cherché alors

1
Bln Vl + anvz + ... + BkﬂVk + Bk+1 n Wn serait non contenu dans U

pour tout n, il existerait une suite (xn + yn) telle que
n
t... ;
X € Blf’lV1 BkﬂVk Y, € Bk+ln wk+l et x + Y, ¢ U pour tout

n . La partie BIﬁV1 +... ¢+ Bk n Vk étant compacte pour u il existe une

sous suite (xn )  qui converge vers un de ses points x ; la suite (yn) con-
r

n
r
verge en 0 pour u ; donc la sous suite (xn + Y, ) converge vers x pour
r r
r
u ; mais cette suite appartient 2 Bl + B2 +... % Bk+1 qui est bornée pour B,
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sur un telle partie les topologies u et m®(u,B) coincident donc la suite

(xn + Y, ) de points qui n'appartiennent pas 3 U converge vers x

r r
T

appartenant 3 U pour m® (u,B) ce qui est en contradiction avec le fait

que U soit ouvert pour m®&u,B). Alors on peut former la partie

(o]

U (BlﬂV1 +... + BnﬂVn) qui est contenue dans U ce qui acheve la
n=1

démonstration d'apres (1) du théoreme 2 .

Proposition 5 - u étant métrisable, si B admet une base dénombrable formdée

de parties fermées pour u ou si B estla bornologie canonique
d'une topologie vectorielle qui admet un systéme fondamental de

voisinages de 0 fermés pour u alors on a équivablement :

@) m® (u,B)= m'(u,B)

(b) m'(u, B) est une topologie séquentielle.

Dans cette proposition 5 comme dans la suivante on pourrait géné-
raliser un peu en remplacant : '"u métrisable' par : "B admet une base telle
que les restrictions de u aux parties de cette base sont séquentielles',

La topologie m®(u,B) est séquentielle car elle est égale 4 la tapologie de la
Y -fermeture d'apres la proposition 4, d'autre part les suites qui convergent
pour la topologie de la Y-fermeture, sont les suites telles que : de toutes
sous-suites, on puisse extraire une sous-suite qui converge pour Y d'apres
le théoreme de Kisynski p. 209 dans [7] ; avec les conditions de la propo-
sition 5 ce sont les suites qui convergent pour Y donc pour m"(u, B) d'apres
la proposition 3 ; alors mZ(u,B) et m" (u, B) ont donc les mé&mes suites

convergentes, ce qui permet de conclure,

Proposition 6 - u étant métrisable et B i base dénombrable contenue dans

IB u s'il existe une partie de B telle que sa fermeture pour u
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n'appartienne plus & B alors mg(u, B) est strictement plus fine

que mv(u, B).

Soit (Bn) une base de B et A une partie de B telle que A ne soit

plus bornée pour B alors .7\525 n Bn Vn , donc il existe une suite (xn)
X

n

d'éléments de A telle que ('n—n) ne soit pas bornée pour B , ce qui entralne
x n

que la suite ('nﬂ) ne converge pas pour Y (u, B) donc pour m8(u, B) d'apres

n
le début de la démonstration de la proposition 5 ; mais A est bornée pour u

. *n -
la suite (;—) converge donc pour u , étant bornée pour B elle converge
n

pour Y (u,B) donc pour m'(u,B) = m' (u,B) d'apres la proposition 3 et le

théoréeme 3 ; ce qui achéve la démonstration.

Les résultats du paragraphe 2 forment la base de la conférence
donnée aux journées d'analyse fonctionnelle de Bordeaux ol notre but
était essentiellement d'obtenir un espace bi-normé dans lequel
m® (u,B) 3 m (u, B) ; pour simplifier la présentation nous avions imposé
a2 u et B d'gtre des structures convexes, alors dés que B est 4 base

dénombrable 1'étude se ramene 3 m(u,B) car m(u,B) =m' (u,B) [8].

-=-=000---
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