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SUR LA BORNOLOGIE DE L'ORDRE
par
Marcel GRANGE (Bordeaux)

~--=000---

Si on se donne un espace vectoriel ordonné filtrant E on peut munir
canoniquement E d'une bornologie convexe dont une base est formée des
intervalles d'ordre [ -x,x], noté Bx , pour x =20, L'espace bornologique

convexe (cf. appendice) obtenu est noté Bw E.

Cet exposé est consacré a 1'étude de quelques questions relatives 2 la
bornologie de B, E. appelée bornologie de l'ordre, dans le cas particulier ou

E estun espace vectoriel réticulé (en abrégé e.v.r.).

On peut se poser le probleme naturel suivant : trouver une condition
nécessaire, ou suffisante, ou nécessaire et suffisante sur l'e vr E pour que

1'ebe Bw E possede telle ou telle propriété bornologique.

Dans la premiere partie nous étudions la complétude de B, E
(cf. appendice) et aussi quelques questions relatives aux bornologies completes
solides (cf. appendice) car de nombreux espaces fonctionnels ordonnés se

présentent naturellement muni d'une bornologie compléte solide qui n'est pas

toujours la bornologie de l'ordre.
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Sur la bornologie de 1'ordre

Dans la deuxieme partie nous étudions quelques questions sur les
différentes sortes de réflexivité que l'on peut concevoir pour un espace

vectoriel réticulé,

Dans la troisieme et derniére partie nous caractérisons les espaces
vectoriels réticulés E tels que Bw E soit un ebc de Schwartz ou Infra-

Schwartz ; puis quelques questions qui s'y rattachent.

A propos du probleme général indiqué plus haut nous indiquons

ci-apreés pour mémoire quelques résultats immeédiats ou connus.

l. - E estun e v r archimédien si et seulement si Bw E est un ebc

séparé,

2. - E poss&de une unité (d'ordre) si et seulement si Bw E est

simple (posséde un borné bornivore).

3. - Le cbne des éléments positifs de E posseéde une partie cofinale

dénombrable si et seulement si B(‘u E esta base dénombrable.

4. -Si E estun evr O-complet (2 fortiori s'il est complet)

alors Bw E est un ebc complet.

Si E estun e v r archimédien le cOne des éléments positifs de E

est Mackey-fermé dans B, E (cf. appendice).

Dans cet exposé tous les espaces vectoriels réticulés considérés

seront archimédiens (sauf mention expresse du contraire).

Si E estun e v r le dual bornologique de B, E estl'e vr complet
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Sur la bornologie de 1'ordre

. w . . + .
Si E estun evr E désignera la bande de E formée des formes
linéaires f continues pour l'ordre c'est 2 dire vérifiant x, | 0 entraine

A
f(xx)—' 0.

---000---
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Sur la bornologie de 1'ordre

I - SUR LES BORNOLOGIES COMPLETES SOLIDES

A - Soit E un ebc complet réticulé solide ; il posséde, d'une part une base de bor-
nologie formée de disques solides, d'autre part une base formée de disques
complétants. Il importe donc de savoir si E posstéde une base de bornologie

formée de disques solides complétants.

Lemme - Soient E un ebc séparé réticulé solide et (U ) une suite de E
nl
@
telle que la série Z U_ converge au sens de Mackey dans E
n=1 ° @
(cf. appendice). Si_ U est un §lémentde E telque |U|=]| T Un |,
n=1
alors il existe (U' ) une suite de E telle que |U' |<| | et
n =1 n n
@
U= 2 U'11 au sens de Mackey dans E.
n=1

Preuve - Rappelons que si x, y, z €EE tels que l z|< | x + y| alors il existe

= = s
z) zZ, ZE tels que zr z, +z2 et lzll lxl, lz2| |Y| Notons
R.= T U_ ., Ainsi on voit qu'on peut aisément construire par récurrence une
n=N+l n
suite (U' ) de E telle que IU' lslU | et pour tout entier N 2]
n n n
nz1
: |
U = ' U < .
z Uk + vy ©oU lvN, ]RN
k=1
(RN) converge vers 0 au sens de Mackey dans E, donc la suite
N=21
o
(vN) aussi ; par suite U= X U'n
N=21 n=1
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Sur la bornologie de 1'ordre

Proposition 1 - Soit E un ebc complet réticulé solide, Alors E posseéde une

base de bornologie formée de disques solides complétants.

Preuve - Soit A un disque solide borné de E ; VA est l'ensemble des

o)
sommes des série X A ou €A et Z |2
k=1 Xk "k k=1

kls 1.

On sait que VA estun disque complétant borné de E et contenant

A (cf. [ 6] chapitre IV). Soit x €V A et soit y € E tel que

iY|S|x

fo's} 00
'écri = 2 < z .
x s'écrit Kk X, ou x €A donc Iyl l : )\k X Donc en vertu du
k=1 k=1
lemme précédent il existe (y, ) y, €E telleque y= & A,y
kal k k=1 k Tk

< i i
kal— | xk! . Comme A est solide et que xkeA » on obtient Y € A. Donc

et

y €VA, Ainsi nous avons montré que VA est solide.

Remarque : Un ebc complet réticulé solide est donc limite inductive borno-
logique d'espaces de Banach réticulés solides (Banach lattices). Un ebc réti-
culé qui est limite inductive bornologique (mé&me dénombrable) d'espaces de

Banach réticulés solides est certes un ebc complet, mais pas nécessairement
un ebc solide (cf. [ 3]).

Corollaire - Soit E un e.v.r. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) B, E estun ebc complet

(ii) B, E estun ebc Mackey-complet

(iii) Pour tout x € E x =20 Bx est complétant

(iv) Toute suite positive Mackey-absolument sommable de E est

{, -sommable, c'est & dire sommable au sens de 1'ordre,.

Preuve - Une suite Mackey-absolument sormmable de E est une suite absolu-

ment sommable dans un espace normé EB (normé par la jauge de B )
X

(ii) est équivalent a (iv) en vertu dtun résultat bien connu dans [ 9]
chapitre III §1 1-6.
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Sur la bornologie de 1'ordre

(iii) entraine (i) et (i) entraine (ii) sont évidents.

Montrons que (ii) entraine (iii). Il nous suffit de montrer que

v _ . .
Bx Bx (cf. [ 6] chapitre IV). Soit (xk)k . % € Bx
- =
et soit (Kk) z f)\kfs 1 . Pour tout entier N 2 1
k=21 k=1
N N
[ £ A = = [x llx [sSx
At T
k=1 k "k k=1
Lo o)
Comme B E est Mackey-complet la série )‘k x,  converge. Par suite
k=1
vu que le cbne des éléments positifs de E est Mackey-fermé, on a
@
= A% = € 20,
‘kfl )‘k xkl x. Donc Bx Bx pour tout x €E x =0

B - La proposition suivante généralise et met en évidence la nature bornologique
d'un résultat de Hugh Gordon [4] Son intérét apparaitra dans les corollaires

qui suivront,

Proposition 2 - Soient E un e v r, P étantle cbne de ses €léments positifs,

#_une bornologie convexe séparée solide sur E pour laquelle P

est Mackey-complet. Si (x_) est une suite de E convergeant
n=1
vers 0 au sens de Mackey dans (E,8 ), alors il existe une suite

extraite (xn ) convergeant vers 0 au sens de Mackey dans

k=1

1'ebc Bw E.

P - dcri = - 20 20,1 it
reuve - On peut écrire x =y -2 avec y z, es suites (Yn)nal
et (Zn) convergeant vers 0 au sens de Mackey dans (E, 8), On peut
n=1

donc supposer que x 20,
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Sur la bornologie de 1'ordre

Nous nous inspirons de la démonstration de H. Gordon. Il existe

un disque solide borné B de (E,8) et (an) e -0 tels que pour tout
n=1
> i ' <
n=1  x € e B il existe alors (nk) n, <mn,,, telle que pour tout
k=1
k=1 ¢ s-%
By 4
k i
Posons y, = x et z, = X 2 y. pour tout k= 1. Soient
k ny, k i=1 i

P et q deux entiers p < q ; on obtient en posant

S
Y = z 2
p-.q i=p+1
q q s .
2 -z = T 2y, = T =2 (v 4y
P q s 1 . _ Y P:q i
i=p+1 i=p+l P.q
Mais 0< 4 y. = X ; comme x € B et que
i € n, € n
n, i n, i

B est solide, on obtient 4’ Y. € B ; donc Yp 4 Y, €Y B

» P,q
q .
Or = > 1 27t =
i=p+1 P-4
B étant convexe, on obtient z -z € Y B (z,) est donc une suite
i Pa k21

positive de Mackey-Cauchy dans (E,B). Par hypothese il existe donc z €P

tel que dans (E,B): z = lim z, - Soit P = {x €E; x=2 2K yk} pour tout

k =21 . Pour tout k21 et p =2k on a de fagon évidente z_€ Pk ; Pk
étant Mackey-fermé dans (E, %) (c'est un translaté de P) on obtient ainsi

z epk pour tout k =1 ; c'est a dire yks l—k zZ Ou encore
0sx =

L S —ll-(- z pour tout k = 1. Donc (xn ) converge vers 0 au
ko2 k>
sens de Mackey dans Bu) E.
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Sur la bornologie de 1'ordre

Corollaire 1 - Soit E une.v.r. Si € est une bornologie convexe Mackey-

complete solide sur E , alors on a les identités bornées suivantes

B, E— (E, ﬁ)—)BTB(ﬂE———)BTBwE
(1) (2) (3)

Preuve - B étant solide il nous suffit de montrer (2). Comme 1l'identité

B, E—> (E,B) est bornée, 1'identité
BTB, E—> B T(E, 8)

est bornée [10]. Soit A un borné de B T(E,8); si A n'est pas un borné

de BTB E, il existe un voisinage {1 de 0 de T B, E tel que pour tout

entier n = 1 onait A% nQ ; il existe donc (xn) x_ € A telle que
n=1
x_ £ nQl, Or A étant un borné de B T(E,B) il existe (xn ) telle que
k k21

la suite (;1- x_ ) converge vers 0 au sens de Mackey dans (E,B)

k k k=1
[10] . Mais en vertu de la proposition 2 il existe une suite extraite
(nl— x| ) qui converge vers 0 dans Bw E ; donc a partir d'un certain

k k
P P o)
rang p - . x €  : contradictoire. Donc A estun borné de
on n
k k
p p

BT Bw E.

Par suite BT(E,B8) =B TB, E, donc l'identité (2) est bornée.

Remarques - 1. En conséquence de la démonstration précédente on obtient

1'épgalité topologique T B, E= T(E,B)

2. Si Bw E est topologique, il n'existe au plus qu'une bornologie
convexe complete solide sur E, 2 savoir la bornologie de l'ordre; ce qui permet
de donner des exemples d'evr E tel que Bw E ne soit pas topologique :

p 2 o
B, L (p réel =21), BwG .
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Sur la bornologie de 1'ordre

3. La proposition 2 et son corollaire se généralisent au cas des

bornologies p-convexes(0 < p< 1) ; on remarque alors que pour tout réel
P> 0 on a l'égalité topologique TB, Lp]R (X, ») = LPIR (X, 4), ou X est
un espace localement compact, 4 une mesure de Radon positive sur X,
LpIR (X, H) étant muni de sa structure d'espace de Banach usuelle si p=1,

de sa structure 4' e vt métrisable complet si 0< p < 1,

4, La caractérisation des bornés de B T Bw E [ 10] montre

que BTB E estun ebc séparé solide.

Corollaire 2 - Soit E unev r, Si B estune bornologie convexe Mackey-

complete solide sur E , alors toute bornologie convexe solide

plus fine que B est aussi Mackey-compléte ; en particulier la

bornologie de l'ordre est complete.

Preuve - Soit B' une bornologie convexe solide sur E, plus fine que 8.

Soit (x ) x_ € E une suite de Mackey-Cauchy dans (E, B') ; (x )
n n n
n =21 n =1

est donc de Mackey-Cauchy dans (E,R), donc elle converge vers x € E au
sens de Mackey dans (E,8) ; en vertu de la proposition 2, on peut en extraire

une suite (x ) qui converge vers x au sens de Mackey dans Bw E;
n

k k=1

comme B' est solide, elle est moins fine que la bornologie de l'ordre, donc

(xn ) converge vers x au sens de Mackey dans (E, B') ; vu que (xn)

kk>l n =1

est de Mackey-Cauchy dans (E, 8'), (x ) converge donc vers X au sens
n=1

de Mackey dans (E, B'), Par suite (E, B') est un ebc Mackey-complet.

Corollaire 3 - (dpplication 2 la dualité) Soient E unev r et 8 une bornologie

convexe solide t-séparée sur E. E _ est le dual bornologique de (E, 8)
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Sur la bornologie de 1'ordre

muni de la topologie de la convergence uniforme sur les éléments

de B , Alors on a les relations :

Preuve - E" estun idéalde E' etun elcs complet localement solide ;

B E” est donc un ebc solide

1) c'o.rnplet, donc on a les identités bornées
BE—» BTB E—»BTB, E
2) topologique, donc on a 1'identité bornée
X X
BT B(‘0 E —>BE

d'ou la conclusion.

' + . f s
Remargue - Soit E un e v r séparé par E+; sur E on obtient les égalités

bornologiques

+
B TB, et - BT B, E+=BE+B = B(E ,O'(E+,E))

+
E B étant le dual fortde T Bw E vers x au sens de Mackey dans (E, ®),

Par suite (E,B') estun ebc Mackey-Complet.

II - SUR LA REFLEXIVITE D'UN ESPACE VECTORIEL RETICULE

On peut définir différents types de réflexivité pour un espace vectoriel

+ w
réticulé E séparé par E ou E .

. o . s « ., ~ . ++
- la réflexivité ordinale ou O-réflexivité, a savoir E = E
ww

- la Q1 -réflexivité, 2 savoir E = E
- la b-réflexivité ou réflexivité bornologique de Bw E.

20



Sur la bornologie de 1'ordre

Nous allons étudier les rapports entre ces trois types de réflexivité

et caractériser les espaces vectoriels réticulés E tels que Bw E soit

réflexif.

: Pl re +
Rappelons que si E estun e v r séparé par E , E est un sous e.v,r.

++ ++ +w
de E ; la bande de E engendrée par E est E | Si E estunev r

W w w

séparé par E , E estun idéal de E et les bornés d'ordre de E sont
w

o(E.E )- compacts. [7].

. , . + + ; .
51 E estunevr séparé E , E muni de la topologie de la
. » +
convergence uniforme sur les bornés de Bw E, notée O(E ,E), estun elcs
- >~ + L4 ”»
complet localement solide ; son dual noté (E )' est un idéal de E++, contenant

e . + T +
E. Dans ces conditions on sait que (E )' est l'idéal de E + engendré par E.

' . . . + . .
Proposition 3 - Soit E un e v r séparé par E . Les assertions suivantes

sont équivalentes

(i) B, E est réflexif

. w +
(ii) E estune v r completet E = E

+
(iii) E_est un idéal de et

Preuve - En vertu de la définition d'un ebc réflexif (cf. appendice) et des

remarques précédentes, il est clair que (i) est équivalent a (iii).

Montrons que (ii) entraine (i). Comme E est complet les intervalles

w
d'ordre sont O(E,E ) - compacts en vertu des remarques précédentes
+

w w + w
(E sépare E car E = E ), Mais E = E , les intervalles d'ordre sont

+ s q: .
donc O(E,E ) compact ce qui est équivalent & dire que Bw E est réflexif [61

Montrons que (i) entraine (ii) . Comme les intervalles d'ordre sont
0(E,E+)—compacts, il résulte de [2] chapitre II exercice 14 que E estun

e v r complet et que la {2 -convergence ou convergence au sens de l'ordre
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Sur la bornologie de 1'ordre

. +
entraine la convergence topologique relativement 4 l'elcs (E, 0(E,E )) ; par
. . . + .
suite une forme lindaire de E est continue au sens de l'ordre, donc

w +
E =E.

w
Corollaire - Soit E un ev r séparé par E , La O-réflexivité entrafne

++
la réflexivité de Bw E etla Q-réflexivité.E est une bande de E

si et seulement si Bw E est réflexif et E est {1 -réflexif.

Preuve - Il est évident d'apres ce qui précede que la O-réflexivité entraine
la réflexivité de Bw E. Si E est O-réflexif, alors il est {2 -réflexif ; en

w+ _ _++

+ w ww
effet puisque Bw E estréflexifona E =E , donc E C E = E = E.

Supposons que Bw E soit réflexif et E Q-réflexif ; ona E = Eww

or E+ = Ew , donc E = E+w : E est donc une bande de E++. Supposons que
E soit une bande de E++ , alors E = E+w; mais (E+)' < E+w donc E = (E+)'
c'est a2 dire BwE est réflexif, donc E+ = Ew comme E = E+w, on obtient

ww
E=E , donc E est (1 -réflexif.

Remarques et exemples

o . . ~
1. E=C" (espace des suites réelles convergeant vers 2éro)

ww
cho est réflexif mais n'est pas (2-réflexif, en effet c = 2@ (espace

des suites réelles bornées).

E=£Q);£(D

w
est Q-réflexif (£

= 21) mais B £® nlest pas

réflexif

2. Si X estun espace localement compact et X une mesure de

Radon positive sur X, alors B(‘U LlIR

(X, 4) est réflexif (les intervalles
d'ordre sont faiblement compacts),
Soit A un espace de suites réelles qui muni de l'ordre naturel est

ou A~ est le dual de Kothe de A ;

un e.v.r, complet et tel que A+ = A

Bw A est alors réflexif.
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Sur la bornologie de 1'ordre

L. . . . + . .
Proposition 4 - Soit E un e v r séparé par E . Les assertions suivantes

sont équivalentes

(i) E _est O-réflexif (E = E++)

+ +
(ii) I1 existe une bornologie solide B sur E_  telle que (E , 8 ) =E.

Preuve - (i) entrafne (ii) : en effet E = (BwE+)x dans ce cas. (ii) entraie
(i); Notons € la topologie sur E de la convergence uniforme sur les éléments
de B ; € estlocalement solide car B est solide, donc l'identité

TB,E—> (E,€) est continue de mame 1'identité (E.€)—> o(E, E+) ; donc

le dual topologique de (ES®) est E' ; Notons Bo la bornologie équicontinue
sur E considéré comme dual de (E¥). Comme B est compléte et solide,
on obtient les identités bornées B, E+-—> (E+, 8 )ﬂ(E'{., Bo) —> BTB E'

+ +
par suite (E ,B) = E + ; d'ou E = et

IIT - ESPACES DE SCHWARTZ RETICULES

A - Rappels Un atome d'un evr E estun élément a de E tel que pour tous

b, ¢ éléments de E tels que
a=b+c et |bl A |cl=0

on ait b=0 ou ¢ =0,

Un e v r complet E est dit atomique s'il est égal 2 la bande
engendré par ses atomes. Une base atomique d'un e v r complet atomique E,
notée (ai) » est une famille d'atomes de E telle que s8i i 'est distincts de j

i€l
alors a, A a.j. = 0 et tout atome de E est colinéaire 2 1'un des a, . Un evr

complet atomique E possdde au moins une base atomique, toutes ses bases

23



Sur la bornologie de 1'ordre

atomique ont méme cardinal, tout élément x de E peut s'écrire £ A, a,
i€l
ou (A i) est une famille de nombres réels et cela de maniére unique, la
i€l
famille (A i ai) étant sommable au sens de l'ordre. Dans ces conditions

i€l
[x] = Z | ki‘ai . Si H estune partie finie de I on note SH 1'application

i€l
de E dans E définie par S (x) = Z A, 3, . Sy estun opérateur réticulant
i€l
de rang fini, continu pour toute topologie localement convexe localement solide
séparée sur E. Les opérateurs SH ne dépendent pas en fait de la base

atomique choisie.

B - Dans cette partie nous allons énoncer des conditions nécessaires et suffisante

pour que Bw E soit un ebc de Schwartz ou un ebc Infra-Schwartz,

Proposition 5 - Soient E un e v r et 8 une bornologie Infra-Schwartz solide

sur E , Alors la (l-convergence ou convergence au sens de l'ordre

dans E entrafne la M-convergence ou convergence au sens de

Mackey dans (E,8).

Preuve - Soit (xk) un systeme filtrant décroissant vers 0. On peut supposer
AEA
qu'il existe )\OEA tel que pour tout A de A on ait o= X, < Xy oo
o
[-x)\ . %y ] = Bx étant borné dans (E, 8) il existe un disque borné solide
o o A
o

A de (E,B) tel que B C A et llopérat a i
( ) q « pérateur canonique EB —_— EA

Xo : Xy
o

soit faiblement compact. [o,x)t ] est fermé dans EA qui est un espace normé

e}
solide, par suite vu que [o.xl ] est convexe, il est fermé pour la topologie

o
faible O(EA, (EA)'). Donc [o, X, ] est en fait faiblement compact dans EA.

o
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Sur la bornologie de 1'ordre

Posons I = [o,x.  ]. (I.) est une base de filtre sur le compact faible
A A A
A €A
1)t ; elle a donc un point adhérent a , qui appartient 3 tous les I)\
o
puisque I)\ est faiblement fermé dans EA . donc o= as=s X, pour tout

M€EA, donc a =0 car Inf X, = 0. La base de filtre (I)\) converge donc
AEA

t 1 4
vers 0 dans (EA, O(EA, (EA) )), donc vers O dans l'espace normé EA

car une topologie faible est a c6ne normal et en vertu de [9] chapitre II §3.

Par suite (x)\) converge au sens de Mackey dans (E,B),

AEA

Corollaire - Soit E un e v r tel que Bw E soit Infra-Schwartz. Alors la

(i-convergence ou convergence au sens de l'ordre est dquivalente

a la M-convergence ou convergence au sens de Mackey dans Bw E.

Proposition 6 - Soit E un e v r, Les assertions suivantes sont équiva-

lentes.

(i) B, E estun ebc de Schwartz
w

(ii) B, E estun ebc Infra-Schwartz

(iii) E_estun e v r complet atomique tel que la Q -convergence
de Bw E .

Preuve - (i) entraine (ii) est évident ; Montrons que (ii) entraine (iii).
Supposons tout d'abord que E soit séparé par E+, ainsi Bw E est
réflexif [6] donc E estun ev r complet. Soit F la bande de E étrangéare
a la bande engendrée par les atomes de E , et supposons que F $ {o]. Soit

x €F x >0 ; il existe y €E y >x tel que l'opérateur canonique

B
y y

posstde des formes linéaires réticulentes non nulles et l'ensemble des formes

EB — EB soit faiblement compact, E étantun e v r avec unité,
x

B
y Yy

P, telle que @ IE + o car x 0. © | E est une forme linéaire
B B

linéaires réticulantes sur E sépare EB ; il en existe donc une, notée

X X
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Sur la bornologie de 1'ordre

réticulante non nulle sur EB ; montrons qu'elle est completement réticu-

X

lante ; comme elle est réticulante il suffit de montrer que si x, { o alors
cP(x>\) - 0, Soit donc (xk) un systeme filtrant décroissant vers o dans
A€

B la preuve de la proposition nous montre que x

E " ° dans l'espace de
x

Banach EB , par suite CP(xl) ~ 0 car @ est continue sur E Par suite

B .
y Yy

le noyau de ¢ |E est une bande de 1'e v r complet E ,» maximale.
B

B
x
x
La bande de EB étrangere au noyau de ® | & est donc une bande engendrée
x Bx
par un atome non nul de E car @ fE 4 0. EB posseéde donc un atome
B x

B
x

X

non nul , qui est aussi un atome de E, car EB est un idéal de E, :

contradictoire avec la définition de F. Par suife F = {o {, c'est 2 dire E

est atomique.

Si a priori E+ ne sépare pas E on peut mettre en évidente l'ebc
Bw E comme limite inductive bornologique d'ebc Ei Infra-Schwartz a base
dénombrable, les Ei étant des idéaux de l'ev r E , la bornologie de Ei
étant la bornologie de l'ordre ; ainsi Bw Ei sera - t - séparé c'est a dire
Ei+ sépare Ei . Donc Ei estun e v r complet atomique, et par suite E
car algébriquement et ordinalement on aura E = lim E:i . La technique est

la suivante : soit x €EE x 2 o ; il existe (x ) x 20 telque x= x,
nal

< 3 i
et X S x .. les opérateurs canoniques de EBx dans EB
n xn-l-l

étant faiblement compact

E(x) estun idéalde E, et B E(x) est un ebc Infra-Schwartz 2 base dénom-
brable.
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Montrons que (iii) entraine (i) ; soit (a ) une base atomique de

1.
i€l
E . L'hypotheése sur les convergences nous montre que pour tout
x€ E x2o0 x= XL A,a, au sens de Mackey dans Bw E ; il existe donc
i€l

y€E vy=o, qu'on peut supposer & x, tel que pour tout & > o il existe

une partie finie Ho de [ telle que pour toute partie fini H DHO on ait
on-SH(x)S ey

SH est un opérateur continu positif de rang fini du Banach EB dans le
x
Banach EB ; 81 M estl'opérateur canonique de EB dans EB on
y x y
obtient pour tout U GBX [m(U) - SH(U) |s ey car vu que E est

atomique |U - SH(U)lS x - SH(x) . Donc 1 est compact puisqu'il est
limite uniforme d'opérateurs de rang fini, Par suite Bw E estun ebc de

Schwartz.

C - Le point de vue des espaces de familles,

Tout e v r complet atomique peut étre représenté comme un idéal
A de l'evr complet wI qui est 1'espace des familles de nombres réels
indexées par 1, de plus A contenant CPI qui est le sous-espace de wI
constitué des familles presque toujours nulles. Nous allons interpréter la
proposition 6 dans le cadre des espaces de famille et aussi obtenir un critere

de "Schwartzité' analogue au critére de Grothendieck-Pietsch pour la

nucléarité,

GOI est l'espace vectoriel réel des familles de nombres réels
indexées par I convergeant vers 0 suivant le filtre des complémentaires

des parties finies de 1. Co est clairement un idéal de W_ contenant ¥ _,
P I I I
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Proposition 7 - Soit A un idéal de wI contenant CPI ; les assertions

suivantes sont équivalentes

(i) B, M estun ebc de Schwartz.

(ii) Pour tout x €A x 20 ilexiste YEA vy =0 et a € GOIaZO

tels que x = ay (c'est a dire x, =a y. pour tout i €I ),

Preuve -~ (i) entraine (ii) Soit x € A x 2 o ; comme B A est de Schwartz on

a x= I x e ausensdeMackeydans B A (ej = éij) . I1 existe donc
i€l

y €A y 2 o tel que pour tout e£>o0 il existe H partie finie de I telle que

i
o< X xieSGY

i¢H
donc pour i ¢ H x, e'< ¢ y, donc x, < ¢y, ; posons a = (a.)
i i i . i’
i€l

i , 0 . o
avec a, =y— et la convention 0" 0. De cefait a€cC I et x = ay.

i

(ii) entraine (i) A est déja un e v r complet atomique. Soit
a a o4

(x )QGA x €A x lo. D'aprés la preuve de la proposition 6 partie (iii)

entrame (1) on peut supposer que cond A = card 1 ; de ce fait on consideéere
(x ) €1 x' €A x4 o ; montrons que x =0 au sens de Mackey dans B A ;
il en résultera que Bw A sera un ebc de Schwartz a l'instar de la preuve

de la proposition 6,

Nous pouvons supposer qu 'il existe 1 € I tel que pour tout i €1
on ait on_x° .Parhypothésellexlste y €A yzo,aGGOI a2o0
tels que x'0 = ay, donc pour tout i €1 0SS x < ay donc pour tout

i€l et j €J on obtient

Soit e>o0 ; il existe H une partie finie de I telle que o =< a.i S ¢
pour tout j ¢ H; donc pour .tout j ¢ H etpour tout i € I on a
° lej < e y;. Soit yile w  défini ainsi
H
szyj si j4H etij=o si j€E H
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. H
on définit de m&me (xl) ; il est clair que yH €A et pour tout i €H

. H
x) = ey?r (1)

Maig x' } o; il existe donc i €I tel que pour tout i €I tel que
. .
x' < x et pour tout j €EH on ait

X .S evY.
J YJ

. . i i
par suite pour tout i telque x < x ona

. . H
x - (x') < e (y - YH) (2)

. .
de (1) et (2) on obtient pour i tel que x < x

i
x < ey

c'est a dire X, =0 au sens de Mackey dans Bw A

. _ o]
Exemples - Bw A estun ebc de Schwartz si A =C 1

A= LPI (p>o0) (£ pI étant l'espace des familles de nombres réels (xi)

i€l

telles que & lxi| Py ),
i€l

A= {(xi.) € woo; {ie1; xi-lr o | est dénombrable } en particulier
‘ i€l

Bw wlN est un ebc de Schwartz.

Remarque - Du critere topologique de Nucléarité de Grothendieck-Pietsch
on peut en déduire un critére bornologique de Nucléarité qui s'énonce ainsi

Soit A un idéal de wI contenant CPI ; les assertions suivantes sont

équivalentes,
(i) B, A estnucléaire

(ii) Pour tout x€A x=o il existe YyEA y20 et a € I«II a 2o
tels que x = ay

---000---
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APPENDICE

Pour la commodité du lecteur nous rappelons quelques éléments
de bornologie. Pour de plus amples informations sur ce sujet on pourra se

reporter a [6].

Etant donné un ensemble X , on appelle bornologie sur X toute
famille B de parties de X, formant un recouvrement de X , héréditaire
pour l'inclusion et stable par réunion finie. Un couple (X,8) formé d'un

ensemble et d'une bornologie est appelé ensemble bornologique. Les éléments

de B8 sont appelés bornés de X . Une application d'un ensemble bornologique
dans un autre est dite bornée si elle transforme un borné en un borné ; d'ou

la notion de bornologie plus fine (ou moins fine) qu'une autre.

Une base de B est une famille (Bi) de bornés telle que tout
i€l
borné B € B sgoit contenu dans 1'un des Bi' (X, B) est dit 34 base dénombrable

8i sa bornologie admet une base dénombrable.

Une bornologie sur un espace vectoriel sur IR ou € est dite convexe
si

(i) si A' et B sont bornés, alors A + B est borné

(ii) Si A est borné et A€R , alors LA est borné

(ii1) Si A est borné, alors son enveloppe convexe aussi.

Un espace vectoriel muni d'une bornologie convexe est appelé espace bor-

nologique convexe (e.b. c.).
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Nous appellerons disque un convexe équilibré, Si A est un disque

d'un espace vectoriel E, E, estle sous-espace vectoriel de E engendré

A

par A ; EA peut étre muni d'une semi-norme : la jauge de A .

Un ebc est séparé s'il n'admet aucune droite bornée. Un ebc est
dit complet s'il posséde une base de bornologie formée de disques complé-

tants.

Un filtre ¢ sur un ebc est dit Mackey-convergent vers x

(M-convergent) s'il existe un borné A de E tel que

{AA;A € R} c{M-x; M€ ®}. Cela revient a dire qu'il existe une base

du filtre @ qui est contenue dans un E_ et converge vers x dans E

B B°
On peut ainsi définir la notion de suite de Cauchy au sens de Mackey dans un

ebc. Un ebc est dit Mackey~complet s'il est séparé et si toute suite de Cauchy

au sens de Mackey est convergente au sens de Mackey ; Un ebc complet est

Mackey-complet, la réciproque est fausse en général,

Une partie X d'un ebc E est Mackey-fermé (ou M-fermée) si

toute suite de X Mackey-convergente 2 sa limite dans X . L'ensemble des
parties Mackey-fermé d'un ebc est l'ensemble des parties fermées pour une
topologie sur E non nécessairement vectorielle ; muni de cette topologie

E estnoté TE,

L'ensemble des disques bornivores d'un ebc E est une base de
voisinage de 0 pour une topologie localement convexe sur E ; muni de

cette topologie E estnoté TE ; l'identité TE = TE est continue.

Si E estun elcs ; l'ensemble des parties bornées de E est une

bornologie convexe sur E , appelé bornologie de Von Neumann de E ; muni

de cette bornologie E est noté BE,

Si E estun ebc séparé l'ensemble des parties de E absorbées

par tout voisinage de 0 de TE est aussi une bornologie convexe sur E ;
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muni de cette bornologie E estnoté B T E ; Les identités E -~BTE -« BTE

sont bornées.

L'ensemble des formes linéaires bornées sur un ebc E est un

espace vectoriel noté E” appelé le dual bornologique de E ; E est dit

t-séparé si E sépare E, E” peut &tre muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés de E ; Un ebc t-séparé E est dit réflexif si

E = (E°).

Un ebc est dit Infra-Schwartz (resp. de Schwartz , resp. Nucléaire)
si pour tout disque borné A il existe un disque borné complétant B tel que
A C B etl'injection canonique E, — E_ soit faiblement compacte (resp.

A B
compacte, resp. nucléaire),

Un ebc Infra-Schwartz 2 base dénombrable est toujours t-séparé.
Un ebc et evr E estdit solide s'il admet une base de bornologie
formée de disques solides. L'identité Bw E -~ E estalors bornée et E*

est un idéal de E+. Pour de plus amples informations sur les bornologies

solides on pourra se reporter a [1] par exemple,

---000---
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