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NOUVELLES CLASSES D !ESPACES LOCALEMENT CONVEXES (*) 

Khalil NOUREDDINE 

INTRODUCTION. - Parmi les classes d'espaces localement convexes (elc), on dis­

tingue les espaces ultrabornologiques, bornologiques, tonnelés, infratonnelés 

et les espaces de Kelley (ou k-espaces). Ces différents espaces sont définis 

comme suit, pour un elc séparé E : 

(a) E est dit ultrabornologique si tout disque absorbant les disques compacts 

de E est un voisinage de zéro. 

(b) E est dit tcnnelé si tout tonneau absorbant les disques compacts de E est 

un voisinage de zéro (comme tout tonneau dans E absorbe les disques compacts, 

cette définition ne diffère en rien de la définition classique). 

(c) E est dit k-espace (ou de Kelley) si tout disque de E est un voisinage de 

zéro dès que son intersection avec tout disque compact K est un voisinage 

de zéro dans K. 

(a*) E est dit bomologique si tout disque bomivore est un voisinage de zéro, 

(b') E est dit infratonnelé si tout tonneau bomivore est un voisinage de zéro. 

Cette façon de classer ces définitions nous suggère l'introduction de nou­

velles classes d'elc, par exemple : 

(d) Les elc dans lesquels tout tonneau coupant tout disque compact K selon un 

voisinage de zéro dans K, est un voisinage de zéro. 

(cf) Les elc dans lesquels tout disque coupant tout disque borné B selon un voi­

sinage de zéro dans est un voisinage de zéro. 

(dr) Les elc dans lesquels tout tonneau coupant tout disque borné B selon un 

voisinage de zéro dans B^ est un voisinage de zéro. 

Les espaces ultrabornologiques, bornologiques, tonnelés et infratonnelés, 

qui sont tous des espaces de Mackey, jouent un rôle principal dans la théorie 

des elc. Les k-espaces ont été introduits et étudiés par H, BUCHWALTER ( 2 ) . 

Le but de ce travail est de faire une première étude des classes définies dans 

(d), (c 1) et (d 1)* Il nous semble que ces espaces n'ont pas encore été étudiés. 

N'étant pas nécessairement des espaces de Mackey, ils peuvent satisfaire avec 

d'autres classes d'elc, comme les espaces de Kelley et les espaces (a), (d) -

( ) Article préparé par l'auteur pendant un séjour en Francet aidé par le CNRS libanais 
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Nouvelles classes d'espaces localement convexes 

tonnelés et infratonnelés (3} , (7) , au besoin qui commence à se faire sentir, 

de sortir des classes habituelles d'elc. Ils pourront fournir par la suite un 

pas vers une nouvelle classification des elc englobant des types d'elc tels que 

les espaces rencontrés et étudiés dans la théorie de l'intégration, La classe 

définie dans (c') contient une sous-classe d'espaces possédant certaines des 

propriétés intéressantes des espaces DF de Grothendieck. 

Remarque. - La bornologie qui intervient dans les définitions (a), (b) , (c) et 

(d) est celle engendrée par les disques compacts de E, tandis que dans (a 1), 

(b'), (c1) et (d r), c'est la bornologie canonique de E qui joue le même rôle. 

On peut donc partir d'autres bornologies plus fines que la bornologie canonique 

de E et introduire avec les mêmes considérations d'autres classes d'espaces 

localement convexes (A) • 

NOTATIONS. - Tous les elc considérés seront supposés réels où complexes et sé­

parés. Pour tout elc E, E' (resp. E') désignera le dual fort (resp. le dual de 

p c 

E muni de la topologie de la convergence uniforme sur les disques compacts)• 

Un disque dans E est un sous-ensemble convexe équilibré de E, et un tonneau 

est un disque fermé absorbant. 

1 . - ESPACES k-TONNELES ET ESPACES b-TONNELES. 

1 . 1 . DEFINITIONS ET EXEMPLES. 

( 1 . 1 . 1 ) DEFINITION. - Dans un elc E, on appelle k-tonneau (resp. b-tonneau) 

tout tonneau de E coupant tout disque compact (resp. borné) K suivant un 

voisinage de zéro dans K. L'elc E est dit k-tonnelé (resp. b-tonnelé) 

si tout k-tonneau (resp. b-tonneau) dans E est un voisinage de zéro. 

Un espace k-tonnelé est b-tonnelé, et un espace tonnelé (resp. infraton-

nelé) est k-tonnelé (resp. b-tonnelé). 

La proposition suivante est immédiate : 

( 1 . 1 . 2 ) PROPOSITION. - Pour un elc E les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) E est k-tonnelé (resp. b-tonnelé) ; 

(b) pour toute partie HCE', H est équicontinue si et seulement si pour 

tout disque compact (resp. borné) K de E, l'ensemble H R des restrictions 

des éléments de H à K est équicontinu ; 

(c) une semi-norme p semi-continue inférieurement sur E est continue dès 

que sa restriction à tout disque compact (resp. borné) est continue. 
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Nouvelles c lasses d'espaces localement convexes 

On peut montrer qu'un elc E est de Kelley si et seulement si E est k-ton-

nelé et E^ est complet. Mais un espace k-tonnelé n'est pas nécessairement de 

Kelley comme le montre l'exemple suivant : 

(1.1.3) EXEMPLE. - Soit E un espace de Montel non complet (8), Il est clair 

que le dual fort E£ = E^ est un espace de Montel (donc tonnelé) qui n'est 

pas de Kelley car (E^)^ = E n'est pas complet. 

Un espace k-tonnelé ou b-tonnelê n'est pas nécessairement un espace de 

Mackey, même si c'est un espace de Kelley. 

(1.1.4) PROPOSITION. - Soit E un espace de Banack réflexif de dimension infinie. 

Alors l'espace est un espace de Kelley non Mackey. 

Preuve. - On sait déjà que E^ est de Kelley ( 2 ) . D'autre part la topologie de 

E^ est compatible avec la dualité (E',E), et ne peut pas être identique à la 

topologie de Mackey T(E',E), car sinon la boule unité fermée de E, qui est fai­

blement compacte, serait compacte et E serait alors de dimension finie, ce qui 

est contraire à l'hypothèse. 

Un espace b-tonnelé n'est pas nécessairement k-tonnelé, même si c'est un 

espace norme : 

(1.1.5) PROPOSITION. - Soit E un elc de dimension dénombrât le. Pour que E soit 

tonnelé il suffit qu'il soit k-tonnelé. 

Preuve. - En effet, soient V un tonneau de E et K un disque compact. L'espace 

E^ engendré par K et muni de la norme jauge est un espace de Banach ; il est 

donc de dimension finie, et par suite la topologie de la norme n'est autre que 

la topologie induite par celle de E, ce qui fait que V O E est un voisinage de 

zéro dans E^ (car c'est un tonneau dans E R ) donc VfiK « ( V H E ^ O K est un voi­

sinage de zéro dans K. Il en résulte que tout tonneau de E est un k-tonneau de 

E, et E est tonnelé dès qu'il est k-tonnelé. 

(1.1.6) COROLLAIRE. - Soit E un elc de dimension infinie dénombraile. Si E est 

rrêtrisable, alors E n'est pas k-tonnelé. 

Preuve. - L'espace E ne peut pas être tonnelé ((l), page 3, ex. 4 ) , donc E 

n'est pas k-tonnelé. 

(1.1.7) THEOREME. - Soit E un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé). Si H est un 

sous-ensemble précompact de E' (resp. E'Jj alors H est équicontinu. 
c p 
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Nouvelles classes d1 espaces localement convexes 

Preuve* - Supposons par exemple E k-tonnelé et soit H un sous-ensemble précom-

pact de E^. D'après la proposition (1.1.2), pour démontrer que H est équicontinu, 

il suffit de prouver que H est équicontinu sur K, pour tout disque compact K. 

Soit donc un nombre réel e>Q l fensemble ^ K° (où K° désigne le polaire de K 

dans E 1) est un voisinage de zéro dans E^. Comme H est précompact dans E^, il 

existe une partie finie P C E ' telle que H C P + y K° . Soit V un voisinage de 

zéro dans E tel que |x||p < j pour tout x C V . Alors pour tout x C V H K on a 

|<x fx
f>| 4 e pour tout x'€L H, ce qui montre 1Téquicontinuité de au point 0 

de K et par suite son équicontinuité sur tout K qui est un disque. L'autre as­

sertion pouvant être démontrée de la même façon, le théorème est donc obtenu. 

(1.1.8) COROLLAIRE 1 . - Si E est un espace k-tonnelé (resp* b-tonnelé)> alors 

toute suite de Cauchy dans E1(resp* ElJ est équi continue* 
c p 

(1.1.9) COROLLAIRE 2. - Si E est un espace k-tonnelé (resp* b-tonnelé), alors 

E^ (resp* EQ) est semi-complet. 

On peut d'ailleurs dire mieux en rappelant, avec (4}, qu'un elc E est dit 

p-semi-réflexif lorsque tout précompact de E est relativement compact. Tout 

espace quasi-complet est p-semi-réflexif et tout espace p-semi-réflexif est 

semi-complet. On a alors : 

(1.1.10) COROLLAIRE 3. - Si E est un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé)y alors 

E^ (resp* EgJ est p-semi-réflexif* 

Preuve. - En effet si H est un disque précompact et fermé de E T (resp. El), H 

est équicontinu, donc son adhérence faible H est faiblement compacte, donc 

complète dans E^ (resp. E ^ ) . Or H-vF (resp. H C H 0 ) , de sorte que H est complet 

dans E f (resp. El) et par suite y est compact, c ¡3 

(1.1.11) COROLLAIRE 4. - Soit E un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé). Si 9e 

est un filtre sur E T qui admet un ensemble précompact dans E 1 (resp. EÎJ,, 
* c p 

et quv converge simplement vers un élément x !€.E (dual algébrique de E) ; 

alors x'C E 1, et le filtre S* converge vers x' pour la topologie de la 

convergence précompacte. 

Preuve. - Soit A un élément de 3* qui est un sous-ensemble précompact dans 

(resp. El). D'après le théorème (1.1.7), A est équicontinu et x' se trouve alors 

dans l'adhérence de A pour la topologie a(E ,E), donc dans E'. Le reste de la 

démonstration est classique. 
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(1.1.12) REMARQUE. - Il est facile de voir qu'on peut généraliser le théorème 

(1.1.7) et le corollaire 4, en remplaçant le corps des scalaires par un 

espace localement convexe quelconque F, et en considérant un sous-ensemble 

précompact H de L C(E,F) (resp. L^(E,F)), où L c(E ,F) (resp. L^(E,F)) désigne 

l'espace des applications linéaires continues de E dans F muni de la topo­

logie de la convergence uniforme sur les disques compacts (resp. bornés) 

de E. 

(1.1.13) COROLLAIRE 5. - Soit E un espace k-tonnelé et H un sous-ensemble de E 1 . 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) H est êquicontinu ; 

(b) H est relativement compact dans E^ ; 

(c) H est précompact dans E\ 

Pour les espaces k-tonnelés on a aussi le résultat suivant : 

(1.1.14) PROPOSITION, - Soit E un espace k-tonnelé. Alors tout tonneau de E 

est bornivore, et pour que E soit tonnelé il suffit qu'il soit infratonnelé. 

Preuve. - D !après le corollaire 2, l'espace E^ est semi-complet ; donc tout dis­

que borné fermé dans E^ est semi-complet. D'autre part tout tonneau de E^ absorbe 

les disques bornés semi-complets (même complétants), donc tout tonneau de E^ 

est bornivore ; et comme la topologie de E^ est compatible avec la dualité (E',E), 

alors E^ et E^ (E' muni de la topologie faible a(E f,E)) ont les mêmes tonneaux 

et les mêmes bornés. Il en résulte que dans E^ tout tonneau est bornivore, et 

par polarité tout tonneau de E l'est aussi. 

(1.1.15) REMARQUE. - Cette proposition montre aussi qu'un espace bornologique 

(et en particulier un espace norme) qui n'est pas tonnelé, n'est pas k-ton­

nelé ; et par suite elle donne d'autres exemples d'espaces bornologiques 

non k-tonnelés. 

1.2. PROPRIETES DE PERMANENCE. 

(1.2.1) THEOREME. - Soit E un elc (séparé) dont la topologie est la topologie 

finale associée à un système d'applications linéaires f^ : E^ Ej où les 

E^ sont des espaces k-tonnelés (resp. b-tonnelés). Alors E est un espace 

k-tonnelé (resp. b-tonnelé). 

Preuve. - Il suffit de remarquer que si V est un k-tonneau (resp. b-tonneau) 

il en est de même de f^'(V) f pour tout i. 
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(1.2.2) COROLLAIRE. - La notion d'espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé) est stable 

par passage aux sommes directes quelconques, aux limites inductives sépa­

rées et aux quotients séparés. 

(1.2.3) PROPOSITION* - Le complété d'un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé) est 

un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé). 

Preuve. - Soit E un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé). Si V est un k-tonneau 

(resp. b-tonneau) du complété E de E, alors V - V H E est un k-tonneau (resp. 

b-tonneau) de E. Donc V est un voisinage de zéro dans E ; ce qui fait que son adhé-

rence V dans E est un voisinage de zéro dans E, et il en est de même de V 

car V C V , 

(1.2.4) PROPOSITION. - Tout produit d'espaces k-tonnelês (resp. b-tonnelés) 

est un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé). 

Preuve. - Soient (E.) une famille d'espaces k-tonnelês, et E =| \E. leur 
1 i e I r 1 

produit. Il est clair que les disques compacts K de la forme K =|[K^ (où 

est un disque compact dans E^) forment une base de disques compacts de E ; donc 

E^ * © ^ Ei^c* ^ ° ^ t H u n e P a r t*- e d e E'> telle que pour tout disque compact K 

de E l'ensemble H R soit équicontinu sur K. Il est clair que H est borné dans 

E^, et par suite il existe une partie finie J de I telle que H C -®jP r^(H) 

(où pr^ est la projection de E f sur El). Puisque pour tout ie J, la restriction 

de pr^(H) à tout disque compact de E^ est ëquicontinue, et puisque E^ est k-

tonnelé, alors pr^(H) est équicontinu, et il en est de même de la somme finie 

(^pr.(H), donc aussi de H. La même démonstration peut être faite pour l'autre 
i€J 1 

assertion en utilisant l'égalité topologique E' = ® ( E . ) ' . 

(1.2.5) PROPOSITION. - Soient E un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé) et f une 

application linéaire continue et presque ouverte de E dans un elc F. Alors 

est un espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé). 

Preuve. - Soit W un k-tonneau (resp. b-tonneau) de F. Le disque V * £~'(W) est 

un k-tonneau (resp. b-tonneau) de E, donc c'est un voisinage de zéro dans E. 

Il en résulte, puisque f est presque-ouverte, que l'adhérence f(V) est un voisi­

nage de zéro dans F ; or \ 0 f(V), ce qui termine la démonstration. 

1.3. ESPACE k-TONNELE ET ESPACE b-TONNELE ASSOCIES A UN ELC. 

Comme dans (9), (lO), (il), à tout elc E on peut associer un espace k-ton­

nelé et un espace b-tonnelé. Soit Y* une base de voisinages de zéro dans E 
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formée de tonneaux. Désignons par *Y"j l'ensemble des k-tonneaux (resp. b-ton-

neaux) de E. Il est clair que est une base de voisinages de zéro pour une 

topologie localement convexe sur E, plus fine que la topologie initiale. Posons 

*Y S<Y" . et définissons ensuite "VL, pour tout ordinal a, par : 

si ex est un ordinal limite. 

On note par 7? la topologie localement convexe sur E définie par *VL. On ob-

tient alors dans le cas de k-tonnelage : 

(1-3.1) THEOREME : 

(a) Pour tout ordinal a 3 *Ca et rQ0 ont les mêmes disques compacts. 

(b) Il existe un plus petit ordinal k tel que *Ck+i * *^k* ̂ * ordre de 

k-tonnelage de E. Notons E, l'espace E muni de *C ; c'est un espace 

k-tonne le. 

(c) Le couple (E, ,1 ) est solution du problème cc-universel des applica­
va E 

tions linéaires continues d'un espace k-tonnelé F quelconque dans E. On 

dit que E^ est l'espace k-tonnelé associé à E. 
(d) En particulier E est k-tonnelé si et seulement si E*E^. 

Et respectivement dans le cas de b-tonnelage : 

(1 .3.2) THEOREME : 

(a) Pour tout ordinal a, 7? et *C ont les mêmes bornés et coïncident 

sur ces bornés. 

(b) Il existe un plus petit ordinal b tel eue f_ . = > dit ordre de 
b+1 b 

b-tonnelage de E. Notons E^ l'espace E muni de la topologie ; c'est 

un espace b-tonnelé. 

(c) Le couple (E^,l^) est solution du problème co-universel des applica­

tions linéaires continues d'un espace b-tonnelé F quelconque dans E. On 

dit que E^ est l'espace b-tonnelé associé à E. 

(d) En particulier E est b-tonnelé si et seulement si E=E, • 
b 

Preuve. - La mime que dans (il), pour les assertions (b) et (c). L'assertion (d) 

est évidente, et (a) se prouve par récurrence transfinie. 

(1.3.3) THEOREME. - Soient E un elc et E f c (resp. E^J l'espace k-tonnelé (resp. 

b-tonnelé) associé à E. Toute partie Aj complète dans Es est complète 

dans E. et E, . 
k b 
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Preuve. - Même démonstration que celle du théorème 2 de (lO). 

(1.3.4) COROLLAIRE. - Si E est complet (resp. quasi-complet> semi-complet > à 

bomologie complétante) j alors il en est de même de E^ et E^. 

Preuve : 

1°) E complet implique E^ et E^ complets, car c'est un cas particulier du théo­

rème précédent. 

2°) E quasi-complet implique E f c et E^ quasi-complets ; en effet si B est un borné 

fermé dans E^ (resp. E f e) , alors l'adhérence B de B dans E est aussi bornée 

et fermée dans E ; donc elle est complète dans E et par suite dans E^ (resp. 

E, ) , et il en est de même de B qui est alors fermé dans un espace complet. 

D 

3°) E semi-complet implique E k et E^ semi-complets : soit (x^) une suite de 

Cauchy dans E^ (resp. E^) ; c'est aussi une suite de Cauchy dans E, donc 

elle converge vers un point x £ E . Mais alors l'ensemble (x,x 0,Xj x

n » « ^ 

est compact dans E (donc complet dans E) ; et d'après le théorème (1.3.3), 

il est complet dans E, (resp. E, ) . Par conséquent, la suite (x ) converge 
K. D n 

vers x dans E^ (resp. E ^ ) . 

4°) Il s'agit de montrer que tout disque borné fermé B dans E^ (resp. E^) est 

complétant : en effet, l'adhérence B de B dans E est un disque borné complé­

tant ; B est aussi bornée dans E^ (resp. E^) donc B est complétant car dans 

un elc quelconque, tout disque borné fermé contenu dans un disque borné 

complétant est complétant. 

(1.3.5) PROPOSITION. - Soient (E.), une famille dfelc et E ^VX^.leur produit. 
J* i.̂ 1 ^ 1 

L'espace k-tonnelé (resp. b-tonnelé) associé à E 4 est le produit des es­

paces k-tonnelés (resp. b-tonnelés) associés aux espaces E^. 

Preuve. - Il suffit d'utiliser la propriété co-universelle des espaces k-tonne­

lés (resp. b-tonnelés) associés et le fait que tout produit d'espaces k-tonnelës 

(resp. b-tonnelés) est k-tonnelé (resp. b-tonnelé). 

2. - b-ESPACES ET b'-ESPACES. 

2.1. DEFINITION ET CARACTERISATIONS. 

(2.1.1) DEFINITION. - Un elc E est dit b'-espace (ou espace du type b V si toute 

forme linéaire continue sur les bornés (ou les disques bornés) de E,, est 

continue. 
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II est dit b-espace (ou espace du type b) si tout disque de E est 

un voisinage de zéro dès que son intersection avec tout disque borné B 

est un voisinage de zéro dans B. 

( 2 . 1 . 2 ) PROPOSITION. - Pour un eie E les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) E est un b'-espace ; 

(b) son espace affaibli E^ est un b*-espace ; 

(c) le dual fort Ei est complet. 
p 

Preuve : 

(a) *=>(b) : En effet E et E^ ayant les mêmes bornés, alors toute forme linéaire 

faiblement continue sur les bornés est continue sur ces bornés pour leurs topo­

logies propres, donc elle est continue sur E et par suite faiblement continue. 

(b) =>(c) et (c) =>(a) : D'après le théorème de completion de Grothendieck. 

( 2 . 1 . 3 ) REMARQUE. - Les espaces du type b 1 ont été définis dans (A) sous le 

nom de b^-espaces. 

( 2 . 1 . 4 ) THEOREME. - Pour un eie E les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) E est un b-espace ; 

(b) toute semi-norme sur E 3 continue sur les disques bornés3 est 

continue ; 

(c) la topologie de E coïncide avec la topologie localement convexe la 

plus fine induisant sur chaque disque borné sa topologie propre ; 

(d) pour tout elc Tj toute application linéaire f : E Fj continue sur 

les bornés (ou les disques bornés) de E,, est continue ; 

(df) même énoncé que (d) en supposant F complet ; 

(dn) même énoncé que (d) en supposant F espace de Banach ; 

(e) E est un b'-espace b-tonnelé. 

Preuve. - Les équivalences de (a) à (d") se montrent comme au théorème ( 3 . 4 . 1 ) 

de ( 2 ) . On a évidemment (a) =>(e). Montrons (e) =>(d") : Soient F un espace de 

Banach, A sa boule unité et f : E F une application linéaire, continue sur 

les bornés de E, Pour tout y r€.F', la forme linéaire y'of est continue sur E, 

puisque E est un b'-espace. Ainsi f est continue de E dans F , et par suite 

aussi de E^ dans F«F^. Donc f (A) est un tonneau de E^ , donc de E, qui coupe 

tout disque borné de E suivant un voisinage de zéro dans ce disque, autrement 

dit un b-tonneau de E. Comme E est supposé b-tonnelé, f '(A) est un voisinage 

de zéro et f est continue. 
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(2.1.5) PROPOSITION. - Tout espace bornologique E est un b-espace. 

Preuve. - Car toute application linéaire f : E F, continue sur les bornés 

de E, est manifestement bornée sur ces bornés, donc est continue si E est 

bornologique. 

Mais on tire aisément de la preuve du théorème (2.1.4) un résultat plus 

général : 

(2.1.6) PROPOSITION. - Tout espace de Mackey, qui est un by-espace3 est un 

b-espace. 

Et à son tour cette proposition peut se relier à une propriété générale 

des b f-espaces, dont elle est conséquence : 

(2.1.7) THEOREME. - Soient E un b*-espace et H une partie de E f . Si pour tout 

disque borné B de l 'ensemble des restrictions des éléments de H 

à B est équicontinu sur Bj alors H est faiblement relativement compact. 

Preuve. - Il est facile de voir que H est faiblement (et même fortement) 

borné dans E', de sorte que son adhérence faible H dans le dual algébrique E* 

de E y est faiblement compacte. Il suffit donc de montrer que H est en fait 

contenue dans E f . Or pour tout point y'GLH et pour tout disque borné B de E, 

la restriction de y' à B est adhérente à l'ensemble H f i pour la topologie 

de la convergence simple sur B. Comme est équicontinue, il en résulte que 

yi est continue sur B. Et ainsi y !€.E' puisque E est un b'-espace. 
o 

(2.1.8) REMARQUES : 

1) Un espace de Kelley est toujours un b-espace mais la réciproque est 

fausse car on sait qu'il existe des espaces normes qui ne sont pas de 

Kelley. 

2) Il existe des b'-espaces non b-espaces : il suffit de prendre le dual 

faible E^ d'un espace de Banach E de dimension infinie, car d'après le 

théorème de Banach-Dieudonné la topologie sur E f définie par les disques 

qui coupent les disques bornés de E 1 suivant des voisinages de zéro 

faibles est exactement celle de E'. 
c 

3) Il existe, comme on voit avec l'exemple (1.1.3), des espaces tonnelës 

non b-espaces. 

2.2. PROPRIETES DE PERMANENCE. 

(2.2.1) THEOREME. - Soit E un elc (séparé) dont la topologie est la topologie 

finale associée à une famille d'applications linéaires f^ : E^ E, où 
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les sont des b-espaces (resp. b1]-espaces) . Alors E est un b-espace 

(resp. b'-espace). 

Preuve. - Le théorème résulte du théorème (2.1.4) pour les b-espaces et de la 

définition pour les b !-espaces. 

(2.2.2) COROLLAIRE. - La notion de b-espace (resp. b'-espace) est stable par 

passage aux sommes directes quelconques3 aux limites inductive s séparées 

et aux quotients séparés. 

(2.2.3) PROPOSITION : 

(a) Pour que le complété E d'un b1-espace E sait b'-espace> il faut *t 

il suffit que toute forme linéaire continue sur les disques bornés de 

E et nulle sur E, soit identiquement nulle. 

(b) Peur que le complété d'un b-espace soit un b-espace il faut et il 

suffit qu'il soit un b-espace. 

Preuve : 

(a) : La condition est évidemment nécessaire ; inversement si f est une forme 

linéaire sur E, continue sur les disques bornés de E, alors sa restriction 

f|_ = g sur E est continue sur les disques bornés de E ; donc g est conti-
E ^ 

nue sur E et son prolongement (unique) g est continu sur E, par suite la 

forme linéaire f-g est continue sur les disques bornés de E, et elle est 

nulle sur E ; donc f-g = 0 et f=g est continue sur E. 

(b) : Cette assertion résulte du fait que le complété d'un espace b-tonnelé 

est toujours b-tonnelé. 

(2.2.4) PROPOSITION. - Tout produit de b'-espaces (resp. b-espaces) est un 

b'-espace (resp. b-espace). 

Preuve. - Soient (E.). une famille de b'-espaces (resp. b-espaces) et 
rr 1 1 € l /~\ 

E *J \E. leur produit. On sait que El -(©(E . ) A et comme dans les deux cas 
3- p 1 p 

les (E.)I sont complets, alors El est complet et E est un b'-espace d'après 
1 p P 

(2.1.2). Si en plus, les E^ sont b-tonnelés, E est b-tonnelé d'après (1.2.4), 

et alors E est un b-espace d'après (2.1.4). 

2.3. b-ESPACE ET b'-ESPACE ASSOCIES A UN ELC. - Soit E un elc ; on désigne par 

bE l'espace E muni de la topologie localement convexe la plus fine induisant 

sur tout disque borné (ou même sur tout borné) de E sa topologie propre. Un 

système fondamental de voisinages de zéro dans bE est formé par les disques V 
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coupant tout disque borné B de E selon un voisinage de zéro dans B, et la topo­

logie de bE est une topologie limite inductive généralisée au sens de 

GARLING (5). 

(2.3.1) PROPOSITION. - Pour tout eie E le couple (bE,r) est solution du 

problème co-universel des applications linéaires continues d'un b-espaoe 

quelconque F dans E. 

Preuve. - Soit f une application linéaire continue d'un b-espace F dans E. Il 

s'agit de montrer que f est continue pour la topologie de bE : en effet, si V 

est un disque de E qui coupe tout disque borné B de E selon un voisinage de 

zéro dans B, alors f '(V) est un disque qui possède la même propriété dans F ; 

donc f 1(V) est un voisinage de zéro dans F, et la proposition est démontrée. 

Il est clair que pour tout eie E on a b(bE) - bE, et bE est un b-espace 

appelé le b-espace associé à E. 

D'autre part, pour tout elc E, désignons par b'E l'espace E muni de la 

topologie localement convexe la moins fine parmi les topologies localement 

convexes sur E plus fines que celle de E et rendant continues les formes 

linéaires continues sur les disques bornés de E. Cette topologie existe, et 

on peut en donner une construction explicite : en effet désignons par *C la 

topologie de E et par E + l'espace des formes linéaires continues sur les 

disques bornés de E. Soit C(E,E +) la topologie faible sur E pour la dualité 

(E,E +) ; alors il est clair que : 

(2.3.2) PROPOSITION. - La topologie de b'E est la topologie localement convexe 

borne supérieure des deux topologies t et a(E,E +). Elle coïncide avec 

7? et celle de bE sur les disques bornés de E. La topologie de bE est 

plus fine que celle de b'E. Il est alors évident que E^ b'E et bE ont 

les mêmes bornés avec les mêmes topologies sur ces bornés. 

(2.3.3) PROPOSITION. - Pour tout eie E le couple (b'E,I_) est solution du 

problème co-universel des applications linéaires continues d'un b%-

espace F quelconque dans E. 

Preuve. - Soit g une application linéaire continue d'un b'-espace F dans E. 

Etant donné que la topologie de b'E est la borne supérieure de *C et de a(E,E +) 

alors, pour montrer que l'application g : F b'E est continue, il suffit de 

montrer que g est o(E,E*)-continue : or pour toute f C E + , l'application fog 

est une forme linéaire continue sur les disques bornés de F, donc elle est 

continue ; et par suite g est a(E,E +)-continue. 
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L'espace b'E est un b'-espace dit b'-espace associé à E, et on a évidem­

ment b 1 (b'E) - b'E. 

Etant donné que les deux espaces bE et b'E ont le même dual E + , alors on 

peut construire la topologie de bE au moyen de la dualité (E,E +). 

(2.3.4) PROPOSITION. - La topologie de bE est la topologie de la convergence 

uniforme aur les parties H C E + telles que, pour tout disque borné B de E , 

l'ensemble Hg des restrictions des éléments de H à B soit équicontinu 

sur B. 

Preuve. - Soit l'ensemble de ces parties H C E . Comme le dual de bE est E , 

que E et bE ont les mêmes bornés avec les mêmes topologies induites, et enfin 

que bE est b-tonnelé, on voit, avec (1.1.2), que T€ est exactement la famille 

des parties équicontinues du dual (bE)', ce qui suffit. 

(2.3.5) COROLLAIRE 1. - L'espace bE est l'espace b-tonnelé associé à 

l'espace b'E. 

(2.3.6) COROLLAIRE 2. - La topologie de bE est moins fine que la topologie 

de Mackey T ( E , E + ) . 

(2.3.7) PROPOSITION. - Soient ( ^ I K j une famille d'elc et E -T"!̂  leur 

produit. Le b-espace (resp. b'-espace) associé à E est le produit des 

b-espaces (resp. b1-espaces) associés aux espaces E^. 

Preuve. - Comme pour la proposition (1.3.5), il suffit d'utiliser la propriété 

co-universelle des b-espaces (resp. b'-espaces) associés et le fait que tout 

produit de b-espace (resp. b'-espace) est un b-espace (resp. b'-espace). 

3. - ESPACES DU TYPE D, . 
D 

3.1. DEFINITION ET EXEMPLES. 

(3.1.1) DEFINITION. - Un elc E est dit du type D f e (ou ^-espace) si E est b-

tonnelé et admet une base dénombrable de bornés. 

(3.1.2) THEOREME. - Soit E un elc du type D b . Alors son dual fort Eg est un 

espace de Fréchet et en particulier E est un b-espace. Si (B^) est une 

suite fondamentale de bornés de E, formée de disques fermés, on a : 

(a) Un disque V dans E est un voisinage de zéro si et seulement si, pour 

tout entier n, l'ensemble V O B est un voisinage de zéro dans B . 
n n 
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(b) Une application linéaire f de E dans un elc Y est continue dès que 

ses restrictions aux disques B sont continues. 
n 

Preuve. - Puisque E est b-tonnelé» alors pour qu'il soit un b-espace il suffit 

que E' soit complet. Or El est semi-complet d'après (1.1.9), et comme il est 
P P 

métrisable (car E admet une base dénombrable de bornés), il est complet et la 

première assertion du théorème est démontrée. Les assertions (a) et (b) sont 

évidentes compte tenu du théorème (2.1.4). 

(3.1.3) EXEMPLES. - Tout elc E du type DF (ô) est donc un espace du type D f e. 

Par contre un espace du type n'est pas nécessairement du type DF : 

en effet ROME démontre (l2) que l'espace M°°(T) est toujours un espace 

D^, et qu'il n'est du type DF que dans le cas très particulier où 

l'espace complètement régulier T est un P-espace (i.e. tout noyau de T 

oo 

est ouvert). L'exemple de M (T) montre donc qu il existe des espaces 

b-tonnelés qui ne sont pas d-infratonnelés (ou countably infrabarrelled 

selon (7)). L'article de ROME montre aussi que M°°(T) est semi-Montel 

(ou du type y) si et seulement si l'espace T est pseudocompact. Donc, si 

l'espace T est pseudocompact et infini, il n'est pas un P-espace et 

M°°(T) est alors un espace de Kelley complet qui admet une base dénombra­

ble de bornés sans qu'il soit d-infratonnelé. Ce qui montre que la classe 

des elc de Kelley (et a fortiori celles des espaces k-tonnelês, b-ton­

nelés et celle des b-espaces) est une classe distincte de celles des 

espaces ultrabornologiques, bornologiques, tonnelés, infratonnelés, d-

tonnelés ou d-infratonnelés. 

(3.1.4) THEOREME. - Pour qu'un elc E soit un b-espace, il faut et il suffit 

qu'il soit limite inductive d'espaces du type D b . 

Preuve. - La condition est trivialement suffisante, démontrons qu'elle est 

nécessaire ; en effet soient E un b-espace et 5 0 la famille des disques bornés 

fermés de E. Pour tout B Ê 5 Ê » désignons par E g le sous-espace vectoriel de E 

engendré par le disque B. Au lieu de munir E f i de la norme jauge, on le munit 

de la topologie localement convexe la plus fine coïncidant sur B avec sa topo­

logie propre ; cette topologie admet une base de voisinages de zéro formée des 

disques de E g coupant chaque disque nB suivant un voisinage de zéro dans nB, 

pour tout entier n^l. D'après (5), E R est ainsi un espace du type D f e et E est 

la limite inductive des espaces E^ ainsi topologisés. 
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(3.1.5) COROLLAIRE. - Si E est un b-espace quasi-complet, alors E est limite 

inductive d'espaces du type complets. 

Preuve* - Les disques bornés complets B forment une base de bornés de E et les 

Eg correspondants sont alors complets ( s ) . 

(3.1.6) REMARQUE. - On peut montrer d'une façon analogue que tout elc de Kelley 

est limite inductive d'espaces du type et semi-Montel, donc limite 

inductive d'espaces de Kelley (topologiquement et vectoriellement) com­

plets admettant une base dénombrable de compacts qui est en même temps 

une base dénombrable de bornés. 

(3.1.7) THEOREME. - Soit E un espace du type D f c. Pour toute suite (V^) de 

voisinages de zéro dans E, il existe une suite de scalaires (a^) telle 

que l* ensemble V =Oa nV' n soit un voisinage de zéro. 

Preuve. - Il est immédiat que si le théorème est vrai pour une suite (V ) de 

voisinages disques fermés, alors il est vrai dans le cas général. Supposons donc 

les disques fermés, et pour tout n^l posons H n - V^, polaire de dans le 

dual E f de E. Les sont équicontinus, et par suite bornés dans l'espace de 

Fréchet El. Il existe donc une suite (bornée) de scalaires X > 0, telle que 

l'ensemble L-Jx̂ H soit borné dans E'. Posons H s L J — H ; si on démontre 
n n g n n • 

que H est équicontinu, alors le polaire H° = (~\ sera un voisinage de zéro 
n 

dans E, et il suffira de prendre a

n ~ j^" pour tout entier n>l . Tout est donc 

conséquence de la proposition : n 

(3.1.8) PROPOSITION. - Soit E un espace b-tonnelé. Pour toute suite (H n) de 

parties équicontinues de E' telles que la réunion L J H ^ soit fortement 

bornée, et pour toute suite 0^ la réunion L J^H^ est équicontinue. 

Preuve. - On voit aisément que la partie H - L J^H^ est équicontinue sur chaque 

disque borné B de E. 

Si E est un elc admettant une base dénombrable de bornés, et si E^ désigne 

l'espace b-tonnelé associé à E, alors E f c est un espace du type D f e et le couple 

(E^jlg) est solution du problème co-universel des applications linéaires conti­

nues d'un espace F du type quelconque dans E. L'espace E est alors appelé 

espace du type D f c associé à E, et E est du type si et seulement si E«E^. La 

topologie de E^ est moins fine que la topologie d-infratonnelée associée à E 

(de la même façon que dans le théorème (1.3.2)), car pour cette dernière topologie 
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l'espace E est un espace du type DF (dit aussi espace DF associé à E ) , donc un 

espace du type D^. Et l'assertion résulte du caractère co-universel du couple 

( E b , l £ ) . 

3.2. PROPRIETES DE PERMANENCE. 

(3.2.1) THEOREME. - Soient E un elc, F un sous-espace vectoriel de E, et F° 

le sous-espace vectoriel de E', orthogonal à F. 

(a) Si E est un espace du type D f e et si F est fermé, alors E/F est un 

espace du type D f e et la topologie forte sur F° est la topologie induite 

par celle de E'. 
P 

(b) Si F est un espace du type D ^ alors le dual fort de F est isomorphe 
topologiquement à Ej/F°. 

P 

Preuve : 

(a) : Prouvons d'abord la seconde assertion de (a). Il est clair que la topo­

logie induite sur F° par la topologie forte 6(E',E) est moins fine que 

la topologie forte g(F°,E/F) sur F 0. Donc il reste à démontrer que l'appli­

cation identique, de F° muni de la topologie dans F° muni de la topologie 

3(F°,E/F), est continue ; mais la topologie étant métrisable (donc bor-

nologique), il suffit alors de montrer que toute suite x^ convergente vers 

zéro pour "C^ est bornée pour $(F°,E/F). Or l'espace E est b-tonnelé, donc 

d'après le théorème (1.1.7), la suite (x^) est équicontinue dans E 1 , donc 

aussi dans F f, ce qui permet facilement de voir qu'elle est bornée pour 

6(F°,E/F). 

La première assertion de (a) étant démontrée, on en tire que tout borne 

de E/F est contenu dans l'adhérence de l'image canonique d'un borné de E. 

Ainsi E/F admet une base dénombrable de bornés, et comme tout quotient 

(séparé) d'un espace b-tonnelé est b-tonnelé, alors E/F est un espace du 

type D b . 

(b) : Il s'agit de montrer que 1'isomorphisme algébrique de F' sur El/F° est 
P 

un isomorphisme topologique. Mais puisque la topologie de F^ est moins fine 
P 

que la topologie quotient E^/F°, il suffit de montrer que cet isomorphisme 
est continu. Or l'espace Fl est métrisable, donc bornologique, et il suffit 

P 
de montrer que toute suite (x^) convergente vers zéro dans F£ est l'image 

canonique d'une suite (y^) bornée dans E^. Comme dans la preuve de (a), la 

suite (x') est équicontinue ; elle se relève donc en une suite (y') équi-
n n 

continue dans E f , donc bornée dans El. Ce qui achève la démonstration du 
P 

théorème. 
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(3.2.2) COROLLAIRE 1. - Soient E un elc, F un sous-espace vectoriel de E du 

type D̂ ., et A une partie bornée de l'adhérence Y de Y dans E. Alors il 

existe une partie bornée de F dont l'adhérence contient A. En particu­

lier le complété d'un espace du type est un espace du type D^. 

Preuve. - On peut évidemment supposer que E est le complété de F, et alors 

l'assertion équivaut au fait que sur le dual commun de E et F, les deux topo-

logies fortes coïncident. 

(3.2.3) COROLLAIRE 2. - Un espace E du type D f e est complet si et seulement si 

E est quasi-complet. 

Preuve. - Ce corollaire est un cas particulier du corollaire 1. Il montre que, 

si E est un espace du type semi-rëflexif, alors il est complet. 

(3.2.4) COROLLAIRE 3. - Soit E un espace du type D f a. Pour que E soit infraton-

neléj il faut et il suffit que son complété E soit tonnelé. 

Preuve. - La condition est évidemment nécessaire ; et elle est suffisante car 

E et E ont le même dual fort El. 
P 

(3.2.5) THEOREME. - Soient E un espace vectoriel, (E^) une suite d'espaces du 

type D^j et (f n) une suite d'applications linéaires des E^ dans E, telles 

que l'espace vectoriel engendré par les images f^E^) soit E. Alors : 

(a) L'espace E, muni de la topologie (supposée séparée) localement 

convexe la plus fine rendant continues les applications f^, est un espace 

du type D^. 

(b) Tout borné de E est contenu dans l'enveloppe disquée fermée d'un 

nombre fini d'ensembles f (B ). où B est borné dans E . 
4 n v n " n n 

(c) La topologie forte $(E',E) est aussi la topologie de la convergence 

uniforme sur les parties de E de la forme f (B ), où B est borné dans E . 
J r J n n " n n 

Preuve : 

(a) Démontrons d'abord que la somme directe F - ® **n

 e s t u n ^ s P a c e <*u type D^ : 

on sait déjà qu'une somme directe d'espaces b-tonnelés est un espace b-tonnelé. 

En outre, le fait que F admet une base dénombrable de bornés résulte de ce 

que tout borné B de F est contenu dans un borné de la forme d£) B^, où B^ 

est un borné dans E.. l^i^n 
î 

D'autre part, on sait que E muni de la topologie finale (supposée séparée) 

est isomorphe algébriquement et topologiquement à un quotient de F par un sous-
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espace vectoriel fermé M de F. Alors l'assertion (a) résulte du théorème C 

(b) D'après la démonstration du théorème (3.2,1), tout borné de F/M est cont< 

dans l'adhérence de l'image canonique d'un borné de F ; et par suite il esi 

contenu dans l'enveloppe disquée fermée d'un ensemble de la forme 5~ f.(] 

où est un borné dans E^. Ce qui démontre l'assertion (c) du théorème, qi 

à son tour, achève la démonstration de (b). 

(3.2.6) COROLLAIRE 1. - Si les E^ sont des espaces du type D f e semi-rêflexifi 

alors E est un espace du type D^ semi-ré flexif. 

(3.2.7) COROLLAIRE 2. - Toute limite inductive (séparée) d'une suite d'espace 

du type D f e est un espace du type D f e. 

Notons enfin le fait évident que tout produit fini d'espaces du type D f e 

est un espace D^. 
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