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§ 1 - INTRODUCTION 

Il existe, dans des cadres assez restrictifs, diverses notions de diffé­

rentiabilité autres que celles vues dans l'introduction de [6J et permettant 

néanmoins d'obtenir des résultats sérieux. C'est le cas de la théorie de 

Kijowski et Szczyrba [12J dans les espaces de Fréchet-Schwartz dont des 

applications sont données dans [lOJ et [ 11 J. Bien qu'à priori cette dernière 

notion paraisse tout à fait différente de celle de Silva, nous montrons ici qu'elle 

en est très proche: en particulier dans ce cadre des espaces de Fréchet­

Schwartz les notions d'applications continuement différentiables, n fois con­

tinuement différentiables, indéfiniment différentiables selon cette théorie co1n­

cident avec celles de Silva, ce qui peut, dans une certaine mesure espliquer le 

succès de la notion de Kijowski et Szczyrba dans ces espaces. Nous obtenons 

les mêmes résultats pour une notion voisine considérée par Szczyrba dans [16] 
dans les espaces métrisables quasi normables. Dans cet arti;c1e nous utilisons 

la terminologie et les notations de [6], [8J , [ 12 J et [16]. 

Soient El et E 2 deux elcs, U un ouvert de El ' f une application 

de U dans E 2 ; nous dirons que f est différentiable au sens de K et S dans 

U (définition de [12J ; c'est la définition de G. Marinescu [14J) si pour tout 

a EU f(a + h) = f(a) + f'(a) h + ra(h) où f'(a) est linéaire continue de El dans 

El et 

'ri V l 

où 

(vois. de 0 
de E 2) 

r est tangente à zéro au sens suivant: a 

:3 VI 

(vois. de 0 
de El) 

Iv e: >0 :3 U 1 hEU => Il r(h)" V 
e: e: 2 

41 

(1) • 



Sur la différentiabilité dans les espaces de Fréchet 

Pour la définition des applications plusieurs fois ou continuement 

différentiables, K et S. utilisent dans [12J la topologie de la convergence 

simple sur L(E l , E 2), notée Ls(E I , E 2) •. 

Remarquons tout de suite: 

Proposition - Soit El un espace métrisable complexe, U un ouvert de El • 

F un elcs i les propriétés suivantes sont éguivalentes : 

1) f est différentiable au sens de K. et S. dans U. 

2) f est Silva analytigue au sens large dans U. 

Démonstration: 1) ~ f est G-analytique et continue d'où 2); 

2) => 1) : f est G-analytique et continue (car si E est un elcs métrisable 

T B E = E) donc: 

"r(h) 1/ V 
... 0 si 

" hl! 
V V 2 :3 VI \\hllv 2 

... 0 

(vois. de 0 (vois. de 0 l VI 

de E 2) de El) 

(cf. Pisanelli [17 J ) d'où (1) 

Dans la suite on peut donc supposer que El est un espace vectoriel 

réel. 

§ 2 - RAPPORTS ENTRE LA DEFINITION DE MARINESCU - K. et S. 

DANS LES ESPACES DE FRECHET ET CELLE DE SILVA 

Proposition 1 - Soient El un espace de Fréchet. U un ouvert de El • E 2 ~ 

elcs et { une application de U dans EZ; si { est n {ois continue_ 

ment (resp. indéfiniment) différentiable dans U au sens de K. et s. 
alors { est n fois continuement (resp. indéfiniment) Silva différen_ 

tiable au sens large dans U en prenant sur El la bornologie des 

compacts. 
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Démonstration: Lemme A : si El est un elcs quelconque, alors: 

"f est différentiable au sens de K. et S. dans U" ~ "f est Silva différen-

tiable au sens large dans U" 

Démonstration du lemme A : il suffit de vérifier que si r est tangente 

à zéro selon la définition de K. et S. elle est tangente à zéro selon la définition 

de Silva au sens large ce qui est immédiat: soient donnés le disque borné BI 

de El et le voisinage convexe équilibré V Z 

donné; il existe 'T" > 0 tel que 'T" B C U 
o 0 1 € 

Il hl! S 'T" ~ Il r(h) Il V S € Il hll V ::;; € 
BI 0 Z 1 

provenant de ce que V 1 absorbe B 1 . 

de 0 dans EZ' soit E >0 

donc 

c 1/ hll B ' C étant une constante 
1 

Lemme B . si E est un espace de Fréchet, si f est =....;;;....;;.;;--'---.,;;;;;.... • 1 

continuement différentiable dans U au sens de K. et S., alors f est 

Silva continuement différentiable au sens large dans U en prenant sur Ella 

bornologie de; disques compacts. 

Démonstration du lemme B : d'après le lemme A f est Silva dif­

férentiable au sens large dans U; soient x E U et B un disque compact de 
o 

E tel que x + B est compact dans U; f'{x + B) est borné dans L (El' E.,) 
1 0 0 s " 

donc dans Lb{E l' EZ) donc f'{xo + B) est une famille équicontinue ; sur 

f' (x + B) la topologie de la convergence simple et de la convergence compacte 
o 

col'ncident donc, si Il x - x Il - 0 , f'{x ) - f'{x ) simplement donc dans 
n 0 B n 0 

Lc{El' EZ) où Lc{El' EZ} désigne l'espace L{E l , EZ} muni de la topologie 

de la convergence uniforme sur les compacts de El • 

Lemme C : si El est un espace de Fréchet, si f est Z fois 

continuement différentiable dans U au sens de K. et S., alors f est 2 fois 

Silva continuement différentiable au sens large dans U en prenant sur Ella 

bornologie des disques compacts. 
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Démonstration du lemme C : f' est continuement différentiable au 
Z 

sens de K. et S. dans U donc f'(x + h) = f'(x) + f"(x} h + r (h) (si x E U) et 
x 

r Z (h) = JI (1-s) ! f"(x + sh) - f"(x) 1 h ds (F) (si EZ est complet, sinon 
x 0 

prendre son complété) ; soit x EU fixé et soit B un disque borné de El tel 

que x + BI est relativement compact dans U. 

r Z (,. h) 
! x 

Lemme C. 1 : ,. est un ensemble équicon-

tinu dans L(E l' EZ} ; pour cela il suffit de montrer que cet ensemble est borné 

dans L(E l , EZ) muni de sa bornologie naturelle; fil est continue de U dans 

Ls (El' Ls(E l , Ez» donc borné sur x + BI donc les bornés de 

Ls (El' Ls(E l , EZ» étant les bornés naturels de L(E l , L(E l , EZ»' la formule 

(F) montre le lemme C. 1. 

Nous allons montrer que la base de filtre F,. 
o 

= U 
O<,.S,. 

o 

converge vers zéro dans L c (E l' Ez) j f' étant différentiable au sens de 

K. et S. : pour tout voisinage 'Ir de 0 dans Ls(E l , EZ)' 

'I:J E >0 :3 U 
E 

1 hEU ~ Il r Z (h) Il 
e: x 'Ir 

comme on l'a vu au lemme A cela montre que 

'ri 'Ir 'I:J E >0 
o 0 

:3" >0 IhE,. BI 

BI 
tend vers 0 dans L (E , E ) ceci signifie que la base de filtre F ,. s 1 Z o 

donc, d'après le lemme C. 1. , et un résultat déjà utilisé au lemme B, la 

base de filtre F,. tend vers 0 dans Lc(E l , EZ) d'où f est deux fois Silva 
o 

différentiable au sens large dans U en prenant sur Ella bornologie des 

disques compacts. On termine le lemme C comme on a montré le lemme B. 

La démonstration est valable pour n quelconque. 
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Nous allons maintenant obtenir un résultat inverse: 

Proposition Z - Soient El un elcs métrisable, U un ouvert de El' Ez ~ 

elcs et f une application de U dans EZ; si f est (n + 1) fois Silva 

continuement (resp. Silva indéfiniment) différentiable au sens large 

dans U, alors f est n fois continuement (resp. indéfiniment) dif­

férentiable au sens de K. et S. dans U. 

Démonstration: Lemme A : si f est Z fois Silva continuement différentiable 

au sens large dans U, alors f est continuement différentiable au sens de 

K. etS. dansU. 

Démonstration du lemme A : si a E U et si r (h) = f(a+h} - f(a} - f'(a}. h, 

il nous faut d'abord montrer: si West un voisinage de 0 convexe et équilibré 

de Ez 

3 VI l'ri E>O 3 UE IhE U E ~ IIr(h)llw :S EII h Il 
VI 

(II) • 

Soient (Uk ) une base fondamentale de voisinages de 0 de El' formée de 
kElN 

convexes équilibrés et t elle que J pour tout k > l > k Uk C Uk _ l • 

Si (II) n'est pas vrai: 

'ri U 3 E > 0 'ri Uk p P 
:3 hP E Uk 1 Il r(hPk ) Il > E Il hPk Il (III) • 

k W p U 
k>p P 

Lemme Al: Dans (III) on peut supposer Il ht Il f 0 • 
U 

P 

SI" Il hPk Il = 0 , soit (z ) une suite 0 t d E n c nvergean ans 1 
U 

vers 

p 

r est continue donc "r(z ) Il .... /1 r(hi) /1 ( > 0 d'après (III)) ; 
n W W 

= 0; on peut choisir la suite z telle que Il z /1 f 0 
n n U 

p 

pour tout n car sinon il existerait un voisinage U de hPk tel que 
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x E U ~ li xl! = 0 donc - h P
k + U serait un voisinage de 0 tel que 

U 
p 

x E - hP + U ~ II x Il 
k 

départ. Donc 

= 0 donc U 
p 

1/ r( z ) Il 
n w 

= El ce que l'on peut exclure au 

et 

Il zn /1 - 0 
U 

P 

donc. en choisissant n assez grand, /1 r{z)/1 > e: /1 z 1/ 
n w P n U 

p 

et zn E Uk {car h~ E Uk car zn ..... h Pk et qu'on peut choisir au départ les 

Up ouverts) d'où le lemme Al. 

Lemme A 2 : Il existe une suite k d'entiers et un disque 
P 

borné B de El tels que, pour tous p: 

/lhPk Il ~ IIhP Il et I/hP Il :; 1 e; 
k k p P p U P B P B 

p 

Pour cela on va prendre B = n À U avec un choix de la suite 
pPP 

(À ) (À E R +) telle qu'elle croisse vers + 00 assez vite; choisissons 
p P 

Àl,···,À p ' ••• 

si B = n À U , 
ppp 

choisissons k 2 

supérieurs à + 1 et assez grands pour que, 

B n IR h Il ::> U 1 n R h \ et que Il h l Il :; e: 
1 B 1 

tel que Il h 2
k Il :; i e: 2 (c'est possible car 

2 Ul 

en gardant Àl fixé (À l ~l), augmentons À2 , ••• , Àp' ••• 

de telle sorte que Il h 2 1/ < l e; (comme" h 2 k Il < i e: 2 ' il n'y a pas 
k z B 2 2 2 Ul 

à augmenter À 1 qui est déjà supérieur à 1) et que 

2 2 1 
B n IR h k

2 
::> U 2 n IRh k

2 
(comme Uz c '2 Ul et que Àl ~ 1, iln'ya 

encore pas à augmenter À 1) ; le nouveau B obtenu contient le précédent donc. 

encore, "h Il " ~" h Il'' et /1 h Il /1 < e: 1 de plus "h 2 k /1 < ~ E2 et 
U l B B 2 B 

1/ h 2 k " ~"h2k" ensuite on choisit k3 tel que "h3
k 1/ < ± &3 et 

. 2 Uz 2 B 3 Ul 
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11 h 3 k Il < ~ E 3 , puis en gardant À 1 et À2 fixés (~l) on augmente 
3 U 

2 

À , •••• La construction par récurrence de la suite (À ) est 
p p 

immédiate dloù le lemme A 
2 

La suite (hP k ) converge vers 0 dans El qui est métrisable, donc 

P 
elle converge vers 0 au sens de Mackey, donc il existe un disque borné 

BI de El tel que si BI=> B , Il hP Il 2! Il h P Il s 1 € 
k U k BI P P 
PpP 

fI étant 2 fois Silv;a continuement différentiable au sens large il existe c > 0 

tel que "r(hP k ) II :s c" hP k ,,2 ; (III) ~ 1/ r(hP k ) Il > E Il hP k Il 
P W P BI P W P P BI 

donc € < c IlhP k II :s c € donc c ~ p pour tout p E1N dloù une 
p p BI P P 

contradiction. f est donc différentiable dans U au sens de K. et S. 

Il nous faut maintenant vérifier, pour terminer la démonstration du 

lemme A. que fI est continue de U dans Ls(E l , Ez) ; clest immédiat car fI 

est continue de U dans Lb (E l' Ez). 

Pour démontrer la proposition 2 avec n = Z : si f est 3 fois Silva 

continuement différentiable au sens large dans U, fI est 2 fois Silva conti­

nuement différentiable au sens large de U dans Lb(E I , EZ) , donc dans 

Ls{El' E 2) ; donc dlaprès le lemme A, fI est continuement différentiable au 

sens de K. de S. de U dans L (E , E ), donc f est Z fois continuement dif-
s 1 Z 

férentiable au sens de K. et S. dans U. 

La démonstration avec n quelconque est la même. 

Remarque 1 : Soient El un Fréchet-Montel, EZ un elcs, U un ouvert de El 

et f une application de U dans EZ; les propriétés suivantes sont 

équivalentes 
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l) f est Silva indéfiniment différentiable dans U. 

2) f est indéfiniment différentiable dans U au sens de K. et S. 

Démonstration immédiate d'après les propositions 2) et 3) et la 

proposition(S, 4) p. 78 de [6J , 

Schwartz. (cf. [9]). 

un Fréchet-Montel étant un ebc de 

Nous allons maintenant obtenir des résultats meilleurs dans le cadre des 

espaces de Fréchet-Schwartz, cadre de la théorie de Kijowski et Szczyrba [ 12]. 

Proposition 3 - Soient El un espace de Fréchet-Schwartz, E 2 un elcs, U un 

ouvert de El et f une application de U dans E 2 ; les propriétés 

suivantes sont équivalentes: 

(1) f est n fois continuement différentiable dans U au sens 

de K. et S. 

(z) f est n fois Silva continuement différentiable au sens large 

dans U. 

Démonstration (1) ~(l) d'après la proposition 1 ; 

(2) ~(l) : démontrons le d'abord pour n = 1 : 

f est Gateau différentiable et f' est continue de U dans Lb (E l' Ez) donc 

dans Ls{El' El) ; il suffit donc d'appliquer le th. 4. de K. et S. [12] p. l52. 

Pour n = 2 : f' : U - Lb(E l , EZ) est Silva continuement différentiable au sens 

large dans U donc continuement différentiable dans U au sens de K. et S. 

(résultat précédent avec n = 1) donc f' : U -Ls (El' E2 ) est continuement 

différentiable dans U au sens de K. et S. Même démontration pour n 

quelconque. 

Remarque 2 : Si El & El sont des espaces de Fréchet-Schwartz. on a donc: 

les propriétés d'être continuement. n fois continuement et indéfiniment 

différentiables sont les mêmes au sens de K. et S. ou au sens de Silva.. 
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§ 3 - APPLICA TIONS 

Les structures de variétés différentiables construites dans [lOJ et 

[ Il] sont donc exactement des variétés différentiables utilisant le calcul 

différentiel général dont la théorie est donnée dans [6J; (dans [3J nous 

avions déjà indiqué qu'il était trè s simple de reprendre les constructions de 

[10] et [ Il J en utilisant le calcul différentiel selon la définition de Silva). 

§ 4 - SUR UNE NOTION VOISINE DE CELLE DU § z 

Dans [16J Szczyrba prend sur L(El,EZ) la topologie Lb(El,EZ) 

à la place de L s (E l' EZ). Il est alors immédiat (lemme A de la prop. 1 du 

§ Z) que: si El et EZ sont deux elcs, si U est un ouvert de El' si f est 

une application de U dans EZ n fois, (resp. n fois continuement, resp. 

indéfiniment) différentiable en ce dernier sens dans U, alors f est n fois 

(resp. n fois continuement, resp. indéfiniment) Silva différentiable au sens 

large dans U. 

Comme la proposition Z du § Z : si E est un elcs métrisable, 
1 

EZ un elcs, U un ouvert de El; si f est une application de U dans EZ 

(k + 1) fois continuement (resp. indéfiniment) Silva différentiable au sens 

large dans U. alors f est k fois continuement (resp. indéfiniment) diffé­

rentiable dans U au sens considéré par Szczyrba dans [ 16 J . 

On a aussi: 

Proposition - Soit El un elcs métrisable guasi normable (définition dans [ 16J ). 

EZ un elcs, U un ouvert de El; f une application de U dans EZ; 

les propriétés suivantes sont éguivalentes : 

(1) f est n fois continuement (resp. indéfiniment) différen­

tiable dans U au sens de Szczyrba [16J. 
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(2) f est n fois Silva continuement (resp. Silva indéfiniment) 

différentiable dans U au sens large. 

Démonst~ation : (1) ~ (2) est déjà signalé ci-dessus; (2) ~ (1) : pour n = 1 

f est Gateau différentiable dans U et fI est continue de U dans Lb(E , E ) 
1 2 

donc dlaprès le th. 4 de [ l6J p. 293 f est continue ment différentiable dans U 

au sens de Szczyrba [16J. Pour n = 2 même raisonnement avec fI. 

On obtient donc les mêmes résultats qulau § 2. 

---000---
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