
PUBLICATIONS DU DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES DE LYON

HENRI BUCHWALTER
Espaces localement convexes semi-faibles
Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1973, tome 10, fascicule 2
« Compte rendu des journées infinitistes », , p. 13-28
<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1973__10_2_13_0>

© Université de Lyon, 1973, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PDML_1973__10_2_13_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


^ e m e Anal. Fonct. Publications du 
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ESPACES LOCALEMENT CONVEXES SEMI-FAIBLES 

Henri BUCHWALTER 

A la suite des travaux de BERRUYER et IVOL (2) sur les espaces M^(T) et M (T) f 

on est amené à introduire une classe assez générale d'elc, contenant justement 

M^(T) et : ce sont les espaces dits senti-faibles (on pourrait aussi les appe­

ler espaces séquentiellement faibles). 

\. - GENERALITES. 

( 1 . 1 ) DEFINITION. - On dit qu'un elc séparé E est senti-faible si toute partie 

équicontinue He E' est contenue dans l'enveloppe disquée faiblement fermée 

d'une suite équicontinue x^ tendant faiblement vers zéro. 

Ainsi, dans le dual E 1 d'un espace semi-faible, les parties T(x'), (x') suite 
n n 

équicontinue tendant vers zéro faiblement, forment une base de disques équicontinus 

faiblement compacts. 

Exemples. - Tout espace faible est évidemment senti-faible. Pour tout espace de 

Fréchet E, l'espace E^ (qui est E' muni de la topologie de la convergence compacte 

sur E) est semi-faible, car tout compact de E est contenu dans l'enveloppe disquée 

fermée d'une suite tendant vers zéro. Plus généralement tout espace de Schwartz E 

est semi-faible : car pour toute partie équicontinue H C E 1 , il existe un disque 

équicontinu faiblement compact L tel que, sur H, la topologie faible o(E',E) 

coïncide avec celle de l'espace de Banach E^ ; il suit de là que H est relativement 

compacte dans E^, donc contenue dans Venveloppe disquée fermée (dans E f) d'une 
, L 

suite x n qui tend vers zéro dans E£. Alors cette enveloppe disquée fermée F(x') 

est compacte dans E[, donc dans E^, et par suite coïncide avec l'enveloppe disquée 

faiblement fermée de la suite (x^), suite qui est d'ailleurs équicontinue. Ainsi E 

est semi-faible. En particulier- tout espace nucléaire est semi-faible. 

Remarques : 

( 1 ) Ce dernier exemple est important. Les espaces de Schwartz sont assez bien 

connus et leurs propriétés vont nous guider pour la recherche des propriétés 

générales des espaces semi-faibles. 

(2) La terminologie "semi-faible" ou "séquentiellement faible" est proposée par 
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analogie avec les espaces faibles : on remplace en effet les suites finies de 
E' par les suites dénombrables équicontinues x^ + 0. On doit donc obtenir a 
priori des espaces tout juste un peu plus fins que les espaces faibles. Les 
exemples précédents montrent toutefois qu'il en existe suffisamment. 

PROPRIETES GENERALES : 

(1.2) PROPOSITION. - Les parties équicontinues du dual E ! d'un espace semi-faible E 
sont métrisables pour la topologie faible. 

Preuve. - Car on peut supposer НСГ(х^), avec (x^) équicontinue et tendant vers 
zéro. Alors le raisonnement classique montre que L 3 Г(х') est l'image de la boule 

1 1 П . 1 
unité A de l'espace £ , espace que l'on munit de la topologie a(¿ , c 0 ) , par l'ap­

plication <f : X E ^ n

x ¿ - *1 suffit en effet de vérifier que cp : ¡} + E' est 

continue pour les topologies faibles o(s} ,c o) et a(E',E) et de se rappeler que A
1 

est compacte pour а(Л*,с о). Or A 1 est aussi métrisable, donc métrisable et compacte» 
de sorte que L • ^f(A^)» image continue d'un compact métrisable, est aussi compacte 

métrisable. 

Remarque. - Il est clair qu'un espace separable E possède aussi les propriétés de 

(1.2). Toutefois on verra qu'il existe des espaces semi-faibles non separables et 

des espaces separables (même normes et de dual fort E^ separable) qui ne sont 

pas semi-faibles. 

(1.3) PROPOSITION. - Tout ele E, complet et semi-faible3 est topologiquement replet. 

Preuve. - Car E, étant complet, s'identifie à un sous-espace fermé de la limite 

projective lim C(H), où H décrit 1'ensemble 1Í des disques équicontinus compacts de 

E'. Or chaque H € % est métrisable, donc C(H) est espace de Banach separable, donc 

topologiquement replet (puisque Lindelof), et il en est de même de E qui apparaît 

comme un sous-espace fermé d'un produit d'espaces replets. 

LE SEMI-AFFAIBLI ASSOCIE. - En plaçant sur le dual E' d'un ele séparé quelconque E 

la compactologie % e définie par la base de disques compacts Г(х^), où (x^) est une 
suite équicontinue tendant vers zéro, on place du même coup sur E une topologie 

d'eie intermédiaire entre sa topologie faible et sa topologie initiale. Et cette 

topologie est semi-faible. On notera E e l'espace ainsi obtenu : E o est le semi-

affaibli associé. Par dualité on vérifie que tout morphisme u : E F reste continu 

de E 0 dans F o ; ainsi E 0 est bien solution du problème universel des applications 

linéaires continues de E dans les espaces semi-faibles quelconques. Puisque E 0 est 
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intermédiaire entre et E, alors E et E O ont les mêmes bornés. En particulier 

E = E C chaque fois que E O est espace de Mackey. Ainsi, si E est un espace norme 

non semi-faible, alors l'espace E q n'est pas métrisable, ni même infratonnelé, 

ni même espace de Mackey. 

LE COMPLETE SEMI-FAIBLE. - On sait que E et E ont le même espace dual E', avec 

les mêmes parties équicontinues et la même topologie faible sur ces parties 

équicontinues, autrement dit la même compactologie sur E'. Il suit de là que 

si E est semi-faible alors E l'est aussi. On peut donc, dans le cas général, 

introduire le complété E D de E C , dit complété semi-faible de E, de même qu'on 

introduit le complété faible E^. Il est clair, par dualité, que E 0 s'identifie 

à l'espace des formes linéaires u sur E 1 telles que u( x^) 0 pour toute suite 

(x') équicontinue tendant vers zéro ; pour le voir on peut appliquer le théorème 
n ^ ^ 

de complétion de Grothendieck en tenant compte de (1.2). Il suit de là E C E C 

dans le cas général, l'injection E E C étant bien entendu continue. Toutefois 

si les parties équicontinues de E' sont faiblement métrisables (par exemple 

si E est séparable) alors E = E 0 algébriquement. 

Exemple. - Applications aux espaces de mesures. - Soit T un espace complètement 

régulier. On voit maintenant, avec l'une au moins des définitions possibles des 

espaces M^(T) et M^(T), que ces espaces, avec leur topologie introduite par 

BERRUYER et IVOL dans (2), coïncident respectivement avec les complétés semi-
00 

faibles des espaces M (T) et M(T) . Ainsi les propositions (1.2) et (1.3) cons­

tituent des généralisations des énoncés (3.3.1), (3.3.2) et (3.3.11) de (2). 

Mais de plus l'interprétation de M(T) et M°°(T) comme solutions de problèmes uni­

versels (5), (20), donne aussitôt : 

(1.4) PROPOSITION : 

(a) M (T) est la solution du problème universel de linéarisation continue 
0 

de toute application continue f : T E, d9image f(T) bornée dans de T 

dans un espace complet et semi-faible E quelconque. 
(b) est ^a solution du problème universel de linéarisation continue 

de toute application continue f : T E de T dans un espace complet et semi-

faible E quelconque. 

PROPRIETES DE STABILITE. - On sait que les espaces de Schwartz ont de bonnes pro­

priétés de stabilité Ï par produit quelconque, par passage aux sous-espaces, 

aux sommes directes dénombrables et aux quotients. Qu'en est-il donc des espaces 

semi-faibles ? 
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(1.5) PROPOSITION : 

(a) Pour tout produit E = IIÊ  on a E 0 = II(E^)o. 

(b) En particulier un produit quelconque d'espaces semi-faibles est semi-faible, 

Preuve. - Il suffit de prouver E 0 = II(E.) . Or déjà E
! = © E l avec les égalités 

16«©%^ > où 3C et 'it^ sont les ensembles des disques équicontinus compacts de E 

et E^ et où ©36^, désigne la famille des sommes directes finies d'éléments de 

3t. Il suit de là que toute suite (x^) de E', équicontinue et tendant faiblement 

vers zéro, est contenue dans une somme directe finie ® E!, d'où la décomposi-
i€J 

tion x' = / x' x' .££.'. On se ramène donc à travailler dans le dual de l'es-

n £ j n,i' n,i 1 

pace E. = T\E. et dans ce cas on a (E.)' - © (E.)' (alors que cette formule 

n'est pas valable pour une somme directe infinie), d'où l'on tire que les suites 

équicontinues (x' .) tendent aussi vers zéro dans E.' pour chaque ieJ. Il en 
n, 1 1 

résulte l'égalité 3t = ©(3t) o, d'où l'on déduit l'égalité topologique cherchée 

E e = n<E.) o. 

(1.6) PROPOSITION. - Tout sous-espace F d'un espace semi-faible E est semi-faible. 

Preuve. - Soit W un voisinage disque de F ; on sait qu'il existe un voisinage 

disque V de E tel que W * VftF. En remplaçant V par un voisinage d'une base, 

on peut supposer V • H°, où H • ̂ ( x^) avec (x^) suite équicontinue tendant vers 

zéro dans E'. Par ailleurs on sait que, si j : F E est l'injection canonique, 

alors sa transposée *j : E' •+ F' permet d'identifier F' au quotient E'/F°, car 

Ker tj « F 0 précisément. Alors l'égalité V = H° donne W « (tjH)° dans la dua­

lité (F,F'). Or CjH est un disque équicontinu (faiblement) compact dans F' et 

la décomposition x' * ZX nx^, X = (À ')€.A', pour toute x'e H, donne 
Cjx' = l X n

t j x \ Et la suite *jx^ 0 dans F'. En résumé tjH€% o(F') et 

W 9 (tjH)°, ce qui prouve que F est bien semi-faible. 

Remarque. - On ne peut pas prouver que, dans le cas général, F e est un sous-

espace de E 0, autrement dit que le foncteur de semi-affaiblissement commute aux 

sous-espaces. D'ailleurs ce résultat est faux. On verra en effet un peu plus 

loin, en (2.1) et (2.7), que l'espace c Q est semi-faible tandis que l'espace £°° 
00 

ne l'est pas. Or c c n'est pas un sous-espace topologique de (Si )0 : 

(1.7) PROPOSITION. - L'espace semi-faible (£°°)0 induit sur c 0 la topologie (non 

métrisable) (cG) d'espace de Schwartz associé introduite dans (ll)et (l9), 

qui est celle de la convergence uniforme sur les parties compactes (ou fai-
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blement compactes) de l'espace de Banach a1. Autrement dit (£") > (£1 )1 et 
oo 1 ° C 

T (l 9i ) induisent la même topologie sur c c. 

oo oo J 

Preuve. - L injection canonique j : c o Jl se transpose en TT : (£, ) i . 

Par ailleurs l'isométrie canonique J : & (t ) ' satisfait TT J — 1 , c'est-à-dire, 
1 oo . oo 

ce qui est classique, que l est facteur direct de (£, ) . Or (£, ) 0 induit sur 

la topologie de la convergence uniforme sur les suites de A 1 de la forme 7 T U n > 

où U n

€ - e t V n 0 faiblement. Si X^ 0 en norme dans , alors X^ « Tty^ 

avec y n - JX n tendant vers zéro dans 1 . Réciproquement, si •+ 0 faiblement 

dans (i,°°) 1 t alors Try^ •> 0 en norme dans i,1 d'après un résultat bien connu de 

PHILLIPS (l8) . Alors (¿°C)0 induit sur C q la topologie de la convergence uniforme 

sur les suites de i convergentes en norme vers zéro, autrement dit celle de la 

convergence compacte sur £^. On voit ainsi, avec le théorème de Schur, que la 

oo oo J v 

topologie (î, ) (qui n'est pas de Mackey) et la topologie de Mackey T ( A ,£ ) 

induisent la même topologie sur c 0, qui est celle (c0) d'espace de Schwartz asso­

cié (il) et qui, bien entendu, n'est pas de Mackey. 

Toutefois une remarque de GROTHENDIECK ((7), p. 112), généralisant un résul­

tat de KOTHE (15), assure que si E est separable^ alors pour tout sous-espace F 

de Ej toute suite équicontinue (y^) de formes linéaires sur F convergeant faible­

ment vers zéro peut se relever en une suite équicontinue x^eE' qui converge en­

core faiblement vers zéro. On a donc, dans un sens plus positif que (1.7) : 

( 1 . 8 ) PROPOSITION. - Soit E un ele separable. Pour tout sous-espace F de E, le 

semi-affaibli associé F o est sous-espace de E o. 

Le cas des sommes directes dénombrables se traite bien, grâce à une démons­

tration qui nous a été proposée par R. HAYDON, dans un communication personnelle. 

( 1 . 9 ) PROPOSITION : 

(a) Pour toute somme directe dénombrable E = © E on a E * 0 (E ) • 
n ° n ° 

(b) En particulier une somme directe dénombrable d'espaces semi-faibles est 

semi-faible. 

Preuve. - Supposons les entiers n^l . Il suffit de montrer que l'application iden­

tique E 0 © ( E

n ) o

 est continue. Pour cela fixons, pour chaque n, une partie 

A * H x ' . ) , où la suite x' ., j>l, est équicontinue dans E 1 et converge faible-
n n,j n,j n 

ment vers zéro quand j •*+«>. n faut maintenant prouver que la partie équiconti­
nue A s IIA.̂  de E' est contenue dans l'enveloppe disquée faiblement fermée d'une 

suite équicontinue de E' convergeant faiblement vers zéro. Posons B • e t 

désignons par C l'ensemble dénombrable de tous les points 
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y' = (0,0 0,2V ,0,...)€E' 

n,J n,j 

quand n et j varient. Alors déjà CCB, donc C est équicontinu puisque B l'est. 

De plus pour chaque x - (x^)eE, il existe un entier N tel que x^ = 0 pour n>N ; 

et pour tout e>0 fixé, il existe, pour chaque entier n^N, un entier tel que 

|<xn,x^ j>| ^ e2
 n dès que j>J n ; d'où l'on déduit |<x,x'>| ̂  e pour tous les 

points x'e C sauf un nombre fini. Ainsi l'ensemble dénombrable C peut être or­

donné en une suite (équicontinue) de E' convergeant faiblement vers zéro. Il 

reste à voir ACT(C) ce qui est immédiat puisque, pour tout x' = (x^)€A, chaque 

x'€A admet une décomposition x' = ) X . x' avec / |X . I < 1. Alors il 
n n n n,j n,j* n,j' 
suffit d'écrire x 1 = / 2 n X .y' ., et tout est dit. 

PROBLEME DES QUOTIENTS. - Il n'est pas résolu et sa discussion sera reprise plus 

loin en (2.8) , 

2. - L'ESPACE UNIVERSEL c Q. 

(2.1) THEOREME. - L'espace de Banach c o est semi-faible. 

Preuve. - Dans le dual %} , la suite base (e ) est équicontinue, tend faiblement 
1 1 n — 

vers zéro et la boule A de £ est justement T(e^). 

(2.2) COROLLAIRE. - Tout sous-espace d'un c 1 est senti-faible. 
— — — — — o 

On va voir qu'on tient là exactement tous les espaces semi-faibles. En effet : 

(2.3) LEMME. - Soit E un elc quelconque. Pour toute suite équicontinue (x') conver-
— xi 

géant faiblement vers zéro dans E', désignons par V le voisinage de zéro po­

laire de (x^). Alors l'espace de Banach E^ est isométrique à un sous-espace 

fermé de c 0. 

Preuve. - Soit p^ la semi-norme jauge de V sur E. Alors pour tout xfcE on a 

Py(x) * Sup|<x,x^>|. Définissons donc l'application cp^ : E c 0 par 
n 

<fv(x) * (<x,x^>) , de sorte que ||<f v(x) \ = p y(x). Ce qui permet de voir que 

l'espace de Banach séparé complété de l'espace semi-norme (E,pv) est isométri­

que au sous-espace fermé <^>^(E) de c 0. 

(2.4) THEOREME. - Soit E un espace semi-faible et soit I le cardinal d'une famille 

de voisinages de zéro (V^) disques fermés telle que les homothétiques XV. j 

\>0j forment une base de voisinages de zéro. Alors E est isomorphe à un sous-
espace de c*. 
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Preuve. - On se ramène aisément à supposer que chaque est le polaire d'une 

suite équicontinue convergeant faiblement vers zéro. Posons donc, avec les nota­

tions du lemme Cp^ = : E c 0. L'application <f> = í^)» d e E d a n s c* » e s t 

i 
injective, car E est séparé, et elle permet d'identifier E à un sous-espace de 
I 

(2.5) COROLLAIRE I . - Tout espace métrisable semi-faible E est isomorphe à un 

sous-espace de c^ (qui est un espace métrisable semi-faible). En particulier 
o 

E est distingué et E et Eg sont separables. 

Preuve. - Soit M » c W. Déjà Ml = ( A 1 ) ^ , d'où l'on tire que Mi est separable. 

o P P 

Or si ECM alors E' s'identifie algébriquement à M'/E°et l'application 

Mg /E° + Eg est continue. Alors la topologie de Eg est moins fine que la topo­

logie quotient Mg /E°, et cette dernière est separable. Donc Eg est separable. 

Ainsi Eg est un espace (DF) separable ; il est donc infratonnelé ( ( 7 ) , page 71) 

et par suite aussi tonnelé puisqu'il est complet. Ainsi E est distingué, ce qui 

implique encore que El « Ml /E° topologiquement ((7), p. 75). Enfin E est sépara-

ble puisque M « c Q est métrisable et separable. 

Remarque. - Les conditions sur E et Eg sont redondantes. On peut montrer ( ( 4 ) , 

chap. IV, §3, ex. 24 b) que si E est métrisable et si Eg est separable alors E 

aussi est separable. 

(2 .6 ) COROLLAIRE 2. - Tout espace norme semi-faible est isomorphe à un sous-espace 

de c 0. En particulier il est separable ainsi que son dual fort. 

1 0 0 

(2.7) COROLLAIRE 3. - Les espaces l et l ne sont pas semi-faibles. 

LIAISON AVEC LA THEORIE DES VARIETES D'ELC (6) . - On rappelle avec (ó) qu'on nomme 

variété une classe non vide Vd'elc (séparés) stable par passage aux produits 

quelconques, aux sous-espaces, aux quotients et aux images isomorphes. On a ainsi 

la variété des espaces faibles, celle #U. des espaces ultra-nucléaires (îo) 

(ou s-nucléaires de (l?)), celles des espaces nucléaires et des espaces de 

Schwartz. Chacune de ces variétés est monogène, c'est-à-dire engendrée par un seul 

espace G, dit générateur. Même mieux : dans chacun des quatre cas la variété est 

exactement formée des elc isomorphes à des sous-espaces des produits quelconques 

G*. En rappelant des résultats connus signalons que l'on peut prendre pour G les 

espaces (R, s' (espace des suites à croissance lente), s (espace des suites à dé­

croissance rapide) et (¿')¿ * T(¿°°,A 1) respectivement associés aux variétés V^» 

UUJf et*-," (17), (14), (12). 
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Désignons maintenant par SF la classe des espaces semi-faibles et par "V̂  

la variété *V^(co) engendrée par l'espace c e. Le théorème (2,4) signifie évi­

demment que SF est contenue dans Y 0 • Nous ignorons s'il y a égalité "V̂  - SF. 

Ce problème est d'ailleurs strictement équivalent au problème des quotients sou­

levé plus haut. On a en effet : 

(2.8) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) V o = SF ; 

(b) tout espace de Banach E€.*V"o est semi-faible ; 

(c) tout quotient (séparé) d'un espace semi-faible est semi-faible. 

(d) tout quotient (séparé) de c 0 est isomorphe à un sous-espace de c c. 

Preuve. - Les implications (a) =>(b) =>(d) et (a) =>(c) =>(d) sont évidentes. 

Montrons (d) -=>(a) : il résulte du théorème (1.4) de (6) et du fait classique 

que c 0 est isomorphe à son carré (c 0)^, que *V0 est formée des elc isomorphes 

aux sous-espaces d'un produit quelconque de quotients de c 0, de sorte que l'as­

sertion (d) implique que Y 0 est formée des elc isomorphes à des sous-espaces 

des produits c*, ce qui est justement (a). 

Remarque. - Il semble que la conjecture - SF devrait se résoudre par la né­

gative, c'est-à-dire qu'il est assez probable qu'il existe effectivement un quo­

tient de c 0 non isomorphe à un sous-espace de c o. Toutefois un tel exemple est 

vraisemblablement très difficile à construire puisqu'il résulte de (l3) que si 

E est un quotient de c 0, et si son dual E' est un espace de Banach approximant, 

alors E est isomorphe à un facteur direct de c 0, autrement dit il est même iso­

morphe à c Q par ((16), p. 234) dès qu'il est de dimension infinie. Dans l'igno­

rance où nous sommes donc, nous ne retiendrons que la situation la plus défavo­

rable (et la plus probable) SFC*Vl- Ce point peut d'ailleurs se préciser, en 

invoquant les théorèmes (1.1) et (4.1) de (ô) selon : 

(2.9) PROPOSITION : 

(a) Tout espace E € est un quotient (séparé) d'un espace semi-faible. 

(b) Tout espace normable EeYl e s t u n quotient (séparé) d'un espace normable 

semi-faible. 

D'ailleurs la relation entre SF et permet de répondre à la question 3 

de (ô)• Puisque tout espace de Schwartz est semi—f aible on a évidemment ij C 

On peut maintenant donner quelques précisions supplémentaires concernant 

les espaces normes semi-faibles, améliorant (2.6) et (2.7) : 
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(2.10) THEOREME. - Un espace de Banach semi-faible E de dimension infinie n'est 

jamais réflexif j ni même faiblement semi-complet. De plus son bidual E" n'est 

pas séparable. En particulier aucun espace l^j Kp<+°°, n'est semi-faible. 

Preuve. - On peut utiliser le théorème (4.13) de (ô), au moins pour la première 

partie de l'énoncé, valable pour un espace de Banach E£*V0. On peut aussi faire 
une démonstration élémentaire qui s'appuie sur un résultat classique de BANACH 

((l), p. 192) relatif à la dimension linéaire : à savoir qu'un sous-espace 

fermé E de c 6, de dimension infinie, contient à son tour un sous-espace M iso­

morphe à c o. Il suit de là que E" contient M", c'est-à-dire un sous-espace iso-
oo 

morphe à & , donc il n'est pas séparable. Alors E, qui est séparable ainsi que 

son dual fort E', ne peut être réflexif. Il ne peut être non plus faiblement 

semi-complet car dans ce cas, il serait aussi réflexif par le théorème (4.9) 

de (6) liant réflexivité et presque-réflexivité. 

Le théorème précédent admet une généralisation intéressante au cas locale­

ment convexe, généralisation qui précise encore les relations existant entre 

espaces semi-faibles et espaces de Schwartz. Rappelons qu'un elc (séparé) E 

est dit infra-Schwartz avec (9) , lorsque toute application linéaire continue 

de E dans un espace de Banach B est faiblement compacte, c'est-à-dire trans­

forme un voisinage de zéro convenable de E en une partie relativement faible­

ment compacte de B. Désignons par IS la classe des espaces infra-Schwartz ; on 

obtient donc avec IS et SF deux généralisations des espaces de Schwartz. Le 

rapport avec (2.10) tient au fait qu'un espace de Banach E n'est infra-Schwartz 

que s'il est réflexif. On a alors : 

(2.11) THEOREME. - Tout espace E à la fois semi-faible et infra-Schwartz est 

un espace de Schwartz* autrement dit ISHSF «Cf. 

Preuve. - Soit u : E B une application linéaire continue de E dans un espace 

de Banach B. Il s'agit de prouver que u est compacte. Utilisant l'hypothèse et 

le lemme (2.3), il existe un voisinage de zéro disque fermé V de E tel que 

limage u(V) soit relativement faiblement compacte dans B et tel que l'espace 

de Banach Ey soit semi-faible, c'est-à-dire sous-espace de c o. Or u se factorise 

à travers une application linéaire continue v : E^ + B telle que v(V) » u(V), 

en désignant par V la boule unité de E^. Mais alors v est une application fai­

blement compacte ; elle est donc compacte d'après ((8), corollaire du th. 10, 

p. 173), et ainsi u est aussi compacte. 
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On peut enfin terminer ce paragraphe consacré à l'espace c 0 en donnant deux 

nouvelles propriétés des espaces semi-faibles. 

(2.12) PROPOSITION. - Soit E,F deux espaces semi-faibles. Alors le produit teneo^ 

riel Z% F est semi-faible. 

Preuve. - Supposons d'abord E,F espaces de Banach semi-faibles, donc isomorphes 

à des sous-espaces fermés de c o. On sait alors que E% F est un sous-espace fermé 

de c 0 ^ c 0. Or c 0 ® c© * c0(flxtf) est lui-même isomorphe à c c, et tout est dit. 

Dans le cas général, utilisant le lemme (2.3), on voit que E (resp. F) possède 

une base de voisinages de zéro disques fermés V (resp. W) telle que les espaces 

de Banach E v (resp. F u) soient semi-f aibles. Comme E ® F « ^im E y ® F u , on est 
v w V,W w 

ramené à ce qui précède, compte tenu de (1.5) et (1.6). 

LA PROPRIETE DE BANACH-SAKS : 

(2.13) DEFINITION. - On dit qu'un espace norme E vérifie la propriété (BS) de 

Banach-Saks lorsque toute suite X R G E qui converge faiblement vers zéro, 

possède une sous-suite x telle que 
nk 

I^(x + X +• • .+x ) I •+ 0 
•k n, n 2 1 

On a alors, avec SEMADENI ((2l), p. 332) : 

(2.14) THEOREME. - L'espace c o vérifie la condition (BS). 

(2.15) COROLLAIRE. - Tout espace norme semi-faible vérifie la condition (BS). 

Preuve. - Car il est immédiat que la condition (BS) reste vérifiée quand on passe 

d'un espace à un sous-espace. 

Remarque. - La réciproque de (2.15) est fausse. On peut trouver dans BANACH ((l) t 

page 200) la preuve que les espaces l<p<»> vérifient la condition (BS) . 

Ils ne sont pas, pour autant, semi-faibles. La propriété de Banach-Saks n'est 

donc pas en liaison très étroite avec la notion d'espace semi-faible. Elle nous 

sera toutefois très utile un peu plus loin. 

3. - LES ESPACES C(K) SEMI-FAIBLES. 

Une classe particulière d'espaces de Banach est formée des algèbres de fonc­

tions continues C(K), pour K compact. Peut-on déterminer K pour que C(K) soit 

semi-faible ? Par exemple si K-t* est le compactifié d'Alexandrof de (N, alors 
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C(K) - c = c c ® R est bien semi-faible. 

Désignons par 3Cg la classe des compacts K tels que C(K) soit semi-faible. 

Puisque C(K) et son dual fort c(*0g sont séparables d'après (2.6), on voit faci­

lement que K est nécessairement un compact dénombrable ou fini (donc métrisable). 

Ce point est important car il permet de rattacher la théorie des espaces semi-

faibles à celle des compacts clairsemés, puisque tout compact dénombrable est 

clairsemé. De plus un théorème de MAZURKIEWICZ-SIERPINSKI (voir (2l), page 155) 

assure que tout compact dénombrable est homéomorphe à un espace ( l , où Q 

est un ordinal dénombrable. On peut d'ailleurs préciser ce théorème de représen­

tation ordinale en introduisant les ensembles dérivés d'un compact quelconque K. 

On appelle dérivé K^1^ de K le sous-espace (compact) de K formé des points d'ac-
. ème . . . (ût) 

cumulation de K. On définit ensuite, pour tout ordinal a, le a derive K 

par les formules : 

f V(OL) ,„(ct-lk(l) . ... 
K = (K ) si a a un prédécesseur ; 

K ( a ) = f " ! K*^ si a est ordinal limite. 

Le théorème de CANTOR-BENDIXSON (voir par exemple (2l), page 148) assure alors 

que K est un compact clairsemé (toute partie non vide A C K possède un point 

isolé dans A ) , si et seulement s'il existe un ordinal a tel que le dérivé K^ a + 1^ 

soit vide, ce qui implique, si a est choisi minimal, que K ^ est fini non vide. 
(a) 

Posons donc Card K = m, m£l . 

Il est facile de voir que pour toute application continue u : K L on a 

U ( K ' ^ ) C L ' ^ pour tout Ç, de sorte que les indices (a,m) précédents sont des 

invariants topologiques. Alors le théorème .de MAZURKIEWICZ-SIERPINSKI se précise 

en : 

(3.1) THEOREME (MAZURKIEWICZ-SIERPINSKI). - Soit K un compact dénombrable et 

(a,m) ses indices caractéristiques. Alors K est homéomorphe à l'espace 

(]9u°to)j où 03«a) o est le premier ordinal infini. 

On pourra remarquer que a est nécessairement un ordinal dénombrable : 

Q$a<o)i » ce qu'on aurait pu voir plus tot en constatant que implique 

Cela étant, la caractérisation des compacts KG est aisœ si l'on utilise 

des théorèmes profonds. En effet, si C(K) est semi-faible alors, d'après ((l6), 

corollaire 1, page 234), C(K) est de dimension finie (et K est fini) ou bien 

C(K) est isomorphe à c 0 ; et dans ce dernier cas le théorème 1 de (3), page 59, 

donne la condition nécessaire et suffisante a)am < co^, relative aux indices carac-
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téristiques (a,m) de K, condition d'ailleurs équivalente à la seule condition 

a<u), c'est-à-dire a=n fini. 

Il nous paraît toutefois intéressant de retrouver ce résultat par des voies 

plus élémentaires. Désignons en effet par S (resp. S') l'ensemble des ordinaux 

ft<(jûj tels que (l,fi)€.3Cg (resp. tels que c(l,fi) vérifie la condition (BS) de 

Banach-Saks). D'après (2.15) on a SCS'. 

Puisque c(l,fi+l) = c(l,fi)© (R, alors fi+1 est élément de S (ou S') chaque 

fois que fi l'est. De plus, pour tout fi'<fi, le compact (l,^1) est un of de (l ,fi) 9 

ce qui implique que c(l ,fi') s'identifie à un sous-espace de c(l,fi), et par suite 

fi' est encore élément de S (ou S') chaque fois que fi l'est. En résumé S et S 1 

sont des sections commençantes ouvertes de l'intervalle (l,^j). Si s (resp. s') 

est la borne supérieure de S (resp. S'), alors s^s'^.j et le problème revient à 

déterminer s (et accessoirement s'). Or le résultat clé se rapporte justement 

à la condition (BS). On sait en effet, en suivant un théorème de SCHREIER (1930) 

(voir par exemple (2l), page 332), que l'espace C( 1 ,00e0) ne vérifie pas la condi­

tion (BS). Alors u/^S' et s^s'^u)^. 

Recherchons maintenant des résultats dans un autre sens. 

(3.2) PROPOSITION. - Pour tout ordinal fi*u) on a 

C(l,ftca) = (c08c(lffi))© [R 

isomorphiquementj et même isomêtriquement si l'on place sur la somme directe 

la norme Sup. 

Preuve. - Il suffit de voir que Ce((l,fiu)() est isométrique au produit tensoriel 

c 0 ® C(l,fi). Or pour chaque entier n, l'espace (fin+1 ,fi(n+l )) est un of de (l.flco), 

homéomorphe à (l,fi)puisque fi(n+l) = fin + fi par définition. Il s'ensuit que toute 

f €. C 0 ( (l ,fio)() est complètement connue par la suite f^ de ses restrictions aux 

(fin+1,fi(n+l)) et cette suite (f^) s'identifie donc à une suite *n€.c(l,fi)telle 

que | f n| 0, puisque f(£) -*0 quand £ + ficj. Comme |f | = Sup|fn|, on reconnaît 

en C0((l,fiu)() l'espace c0(c(l,fi)]^ autrement dit, à une isomêtrie près, l'espace 

c 0 8 c(l,fi), ce qui démontre tout. 

(3.3) COROLLAIRE 1 . - Pour tout entier n^l on a u)ne S et c[ \ ,a>n) est isomorphe 

à c . 
o 

Preuve. - On a déjà c(l,o>) = c • c 0 © I R - c 0 et alors 0)€S. Raisonnons par récur­

rence en supposant c(l,o>n)- c 0. Alors, d'après (3.2), on a c(l,a)n+') ~ ( c 0 8 c 0 ) ^ R 
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soit C(l,u3n+l) - co©(R = c - c o et tout est dit. 

(3.4) COROLLAIRE 2. - On a s = s f = u/0. 

Preuve. - En effet (3.3) donne ojn<s pour tout entier n, donc IO^S^S ̂ OL)^. 

En résumé on peut tout rassembler en un seul énoncé, débarrassé d'ailleurs 

des ordinaux. 

(3.5) THEOREME. - Soit K un espace compact non vide. Les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

(a) C(K) est semi-faible* c'est-à-dire K€ 3Cg ; 

(b) K est dénombrable et C(K) vérifie la condition (BS) de Banach-Saks ; 

(c) C(K) est de dimension finie ou bien est isomorphe à c 0 ; 

(d) K est dénombrable et possède un (n+l)^ m e dérivé K ^ n + ^ vide* n fini ; 

(e) K est homéomorphe à un espace (N) n x (l,m), n>0 et m^l finis. 

?r-5uV£. - (c) =>(a) =>(b) : Evident. 

(b) «^(d) : D'après (3.1) K est homéomorphe à un espace (l ,u)am) , a<(0j et m fini. 

On a a>am < u>w d'après l'égalité s' s ^ de (3.4), d'où ct<0) et a«n est fini, 

(d) =*>(c) : Si n est choisi minimal dans (d) alors K est homéomorphe à (l ,U)nm) 

pour m>l fini convenable (on exclut le cas K«0). Si n*0 alors K est fini et 

C(K) - (Rm est bien de dimension finie. Si n^l , alors (l,u)nm) est somme topolo­

gique de m espaces homéomorphes à (l ,u)n) et l'on voit que C(K) est isomorphe à 

l'espace produit (C(l ,U)n) ) m , donc à l'espace c^ d'après (3.3). Mais comme c^ 

est isomorphe à c 0, alors est aussi isomorphe à c 0 pour tout entier m>l . 

(d)<-s>(e) : Il suffit d'utiliser (3.1) et la remarque que les indices caracté­

ristiques du compact (IN)n x [| > mj sont justement n et m. 

Pour terminer, donnons deux conséquences intéressantes relatives aux espaces 

complètement réguliers T. 

(3.6) PROPOSITION. - Soit T un espace complètement régulier. Pour que l'algèbre 
oo 

de Banach C (T) des fonctions continues et bornées sur T soit semi-faible* 

il faut et il suffit que T soit un compact de la classe 0Cg. 

Preuve. - Il suffit de prouver que T est compact. Or il est déjà métrisable car 

c'est un sous-espace de la boule unité faible du dual C°°(T) ' et C°°(T) est sépara­

ble. Soit alors (x R) une suite de points distincts de T : il suffit, d'après le 

théorème de BOLZANO-WEIERSTRASS, de montrer qu'elle a un point adhérent dans T. 

Raisonnons par l'absurde ; ce qui revient à dire que T contient une partie dénom-
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brable discrète et fermée, donc un sous-espace fermé homéomorphe à (N. Alors 
00 oo oo oo 

C (N) • £ apparaît comme un quotient de C (T), ce qui est absurde puisque C (T) 

est séparable. 

La seconde conséquence est relative à l'espace C c(T) de toutes les fonctions 

continues sur T, muni de la topologie de la convergence compacte. 

(3.7) THEOREME. - Pour que l'espace C c(T) soit semi-faible* il faut et il suffit 

que tous les compacts K de T appartiennent à la classe OC . 
s 

Preuve. - La condition est évidemment suffisante car C c(T) est un sous-espace 

topologique de la limite projective ^im C(K), et cette dernière est semi-faible 

si les compacts K sont de la classe 3C • La réciproque est due à R. HAYDON, dans 
s 

une communication personnelle. Supposons C

C (
T ) semi-faible et fixons un compact 

K de T. Le voisinage de zéro V R * {f ; |f| R < 1} admet pour polaire V° un disque 

que l'on peut identifier à la boule unité B(K) de l'espace de Banach M(K) • C(K) 1 

des mesures de Radon sur K. L'hypothèse implique donc l'existence d'un autre 

compact L de T et d'une suite Vn€.M(L) qui converge vers zéro faiblement dans 

M(L), tels que B(K)CT(yn). On tire déjà de là que la boule unité faible B(K) 

est métrisable et séparable, donc que K lui-même est dénombrable (et métrisable). 

A fortiori, pour les mêmes raisons, le compact L est dénombrable (et métrisable) ; 

mais la condition B(K)Cf(yn) implique l'existence d'une constante X>0 telle que 

KCXB(L), d'où l'on tire facilement KCL. On peut donc appliquer le théorème 

de BORSUK-DUGUNDJI (voir par exemple (2l) , page 365), ce qui fournit l'existence 

d'un opérateur linéaire continu de prolongement u : C(K) C(L) tel que |u| • 1 , 

L'opérateur transposé u' : M(L) + M(K) est une projection linéaire continue de 

M(L) sur M(K), qui transforme la suite y €M(L) en une suite y' « u'(y )€M(K) 
n n n * 

convergeant vers zéro faiblement dans M(K) . Or pour toute V€B(K) il existe une 
suite de scalaires (X ) telle que Z\\ 1 ^ 1 et v « EX y . On en tire 

n n' n n 

v = u'(v) * I ^n^n* c e q u i s i 8 n i f i e B(K)CF(y^) et montre enfin que l'espace 

C(K) est semi-faible, d'où la conclusion. 
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