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Publications du 

Département de 

Mathématiques 

Lyon 1973 1.10-1 

SUR DEUX CLASSES D'ANNEAUX 

par Claude TISSERON 

Ce texte constitue un résume» les démonstrations seront publiées dans [7]. 

I - INTRODUCTION. 

Sauf mention du contraire, tous les modules considérés sont des modules à 

gauche ; idéal signifie idéal à gauche, noethérien signifie noethérien à gauche 

etc. 

Soit A un anneau et M un A-module; M est quasi-injectif si,pour tout sous-

module N de M/tout morphisme de N dans M se prolonge à M. On dit que M est II-quasi-injec-

tif si tout produit de copies de M est un module quasi-inject if. 

Soit M un A-module et soit X une partie de A; on pose r M(X) = {xçM : Xx = 0 } ; 

on désigne par ^ A(M) ou A(M) l'annulateur de M et par E^(M) ou E(M) l
1 Enveloppe 

injective de M. On a le résultat suivant qui caractérise les modules II-quasi-

injectifs. 

1 . PROPOSITION ( [ 2 ] et [6] )*J?our un K~moduleHles conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) M est Tl-quasi-injectif ; 

(b) M est un A/£(M) module injectif ; 

(c) M = r E ( M ) U ( M ) ) . 

47 



Sur deux classes d'anneaux 

En particulier, tout module II-quasi-injectif et fidèle (i.e. dont 1 1 annul at eur 

est nul) est injectif. 

On étudie ici les anneaux, introduits dans [ 2 ] , tels que tout module quasi-

injectif est II-quasi-injectif. Un tel anneau est appelé uti Q¿-anneau (à gauche). 

L'étude des Q-anneaux introduit une notion plus générale, celle de C 1 anneaux ; 

les Cl anneaux ayant en commun avec les Q-anneaux un certain nombre de propriétés, 

nous étudions simultanément ces deux notions. On définit maintenant les C 1 anneaux. 

Soient A un anneau et T(A) un ensemble de représentants des types de A-modules 

simples, on désigne toujours par E l'enveloppe infective du A-module § S. Le 
S€T(A) 

module E est un cogénérateur injectif de la catégorie Mod A des A-modules à gauche 

et E est contenu, à un isomorphisme près, dans tout cogénérateur injectif de Mod A. 

On dira peur abus de langage que E est le cogénérateur minima] de Mod A. 

2 . DEFINITION. - Si tout sous-k-module quasi-injectif de E est ïl-quasi-injectif¿ 

on dit que A est un C 1 anneau (à gauche). 

Il revient au même dire que, pour tout sous-module quasi-injectif M de E, on a 

M = r £^ M^ (£(M) ). Comme E est un cogénérateur, on a CU = SL{T^{(%)) pour tout idéal 

à gauche Cl de A et on voit apparaître une certaine "symétrie" entre les idéaux de 

A et les sous-modules quasi-injectifs de E qui sera précisée ultérieurement. 

Pour terminer, donnons quelques exemples de Q-anneaux et de Cl anneaux. 

3 - EXEMPLES. -

( 1 ) Il résulte de [ 2 ] ou de [6] que tout anneau artinien est un Q-anneau. 

( 2 ) Soit A un anneau commutât if noethérien local et complet pour la topologie 

définie par son radical, il résulte de |V] que A est un C 1 anneau. 

( 3 ) Soit A un anneau dans lequel les idéaux (à gauche) forment une chaîne; mon­

trons que A est un C 1 anneau. Pour cela,on montre plus généralement que sur un 

tel anneau tout module quasi-injectif à socle essentiel est II-qtuasi-injectif. 
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Soit M un A-module quasi-injectif dont le socle est essentiel; montrons que 

M = * E( M)(*(
M))- 0 n a toujours M c r E ( M j U ( M ) ) . Soit y £ E(M) tel que £(M)y = 0 . 

Montrons que ys.M. Si A(M) = Ann(y);alors A/£(M)^ Ay a un socle non nul et il existe 

un idéal CX de A tel que OL/1(M) soit simple. Comme £(M) = /°\Ann(x), on voit 
xeM 

aisément qu'il existe xèM tel que Ann(x) = &(M) = Ann(y). Si £(M) C Ann(y), alors 

il existe xeM tel que Ann(x) c Ann(y) car,sinon,on aurait £(M) c Ann(y) c Q A n n C x ) , 
X€M 

ce qui est absurde. Dans tous les cas il existe x € M tel que Ann(x)c Ann(y) ; on 

a alors un morphine u : E(M) —*E(M) tel que u(x) = y ; comme M est quasi-injectif, 

on a u(M)cM et y = u(x)e M. 

II - PREMIERES PROPRIETES. 

Les Q-anneaux et les C 1 anneaux ont en commun les propriétés de stabilités 

suivantes. 

1 . PROPOSITION. -

(a) Tout produit fini de Q-anneaux (resp. de C 1 anneaux) est un Q-anneau 

(resp. un C 1 anneau) ; 

(b) Soit f : A + B un épimorphisme d9anneaux surjectif ou tel que B soit un 

A-module à droite plat ̂ alors : 

(i) Si A est un QranneaUj B est aussi un Q-anneau ; 

(ii) Si A est un C 1 anneau et si pour tout ^-module simple S le k-module 

f K(S) obtenu par restriction est simple^ B est un C 1 anneau. 

(c) k est un Qfanneau (resp. un C 1 anneau) si et seulement si pour tout entier 

n lfanneau M^(A) des matrices dl} ordre n est un Qranneau (resp. un 

C 1 anneau). 

2. PREMIERE CARACTERISAT ION DES C 1 ANNEAUX • 

Donnons d'abord deux propriétés des C 1 anneaux. 
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2 . 1 . PROPOSITION. - Soit A un C 1 anneau noethêrien; alors tout k-wiodule quasi-

injectif dont le socle est essentiel est ïl-quasi-injectif. 

2 . 2 PROPOSITION. - Soit A un Cl anneau tel que D $(A)n = 0.alors pour tout 
n * 1 n 

élément x du cogénérateur minimal E il existe n teZ <?ue «(A) x = 0 . 

Disons maintenant qu'un module simple S est attaché à un module M s'il existe 

des sous-modules N' et N de M tels que N ' c N C M et N/N' ~ S. On a alors la carac­

térisât ion suivante : 

2 . 3 . PROPOSITION. -

(a) Soit A un Cl anneau, alors A vérifie la condition (i) suivante : 

(i) Les correspondances <x>t+ r

E(#) et M * £(M) sont des bisections réci­

proques entre l'ensemble des idéaux bilatères de A contenus dans J2(k) 

et l'ensemble des sous-modules quasi-injectifs et essentiels de E. 

(b) Considérons les conditions suivantes : 

(ii) Pour tout module S simple, S est le seul module simple attaché à E ( s ) ; 

(iii) Le module è E(S) est injectif (et coïncide alors avec E), 
S€T(A) 

Si A vérifie les conditions (i)3 (ii) et (iii) alors A est un C 1 anneau. 

2.h. REMARQUES. - Les conditions (ii) et (iii) sont toujours vérifiées pour un 

anneau noethêrien commutatif. La condition (ii) est vérifiée dès que tout les A-

modules simples sont inject ifs, i.e. lorsque A est un V-anneau et ceci nous amène 

à étudier les liens entre les C 1 anneaux et les V-anneaux, ce qui est fait entre 

autre dans le numéro suivant. 

3 - C 1 ANNEAUX ET Q ANNEAUX SANS RADICAUX. 

Il est immédiat de vérifier qu'un anneau A sans radical est un C 1 anneau si 

et seulement si A est un V-anneau tel que le module 9 S soit injectif. 
SéT(A) 
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On a le premier résultat suivant. 

n 
3.1. PROPOSITION (RENAULT). - Soit A un C 1 anneau sans radical; alors A = T T v . où 

i=1 1 

pour Ui<n est un C 1 anneau sans radical dont le centre est un corps. 

Si on suppose de plus que A^est noethérien, on a le résultat plus précis 

suivant : 

3.2. PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) A est un C 1 anneau noethérien sans radical ; 

(b) A est un V-anneau noethérien ; 

(c) A est produit fini de V-anneaux noethériens quasi-simples ; 

(d) Tout A-module semi-simple est injectif. 

Pour les Q-anneaux on a un résultat semblable, à savoir : 

3.3. PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) A est un Qranneau sans radical ; 

(b) A est un Q-anneau sans radical noethérien ; 

(c) A est produit fini dfanneau V\ 1*i*n tels que est un V-anneau noethérien, 

quasi-simpleBtel que tout B^-module quasi-injectif est injectif ; 

(d) Tout A-module quasi-injectif est injectif. 

Ce résultat est pour lfessentiel dû à RENAULT [5 ] . 

3 . U . REMARQUE. - En utilisant un anneau introduit par COZZENS [ 1 ] , on peut montrer 

qu'il existe un V-anneau à droite quasi-simple A tel que tout A-module à droite 

quasi-injectif soit injectif et vérifiant de plus les conditions suivantes : 

- A est sans diviseurs de 0 , principal à gauche et à droite. 

- Tous les A-modules à droite simples sont isomorphes. 
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Il est facile de voir que le socle à droite d'un tel anneau est nul. Ceci peut 

d'ailleurs se généraliser de la façon suivante : 

3 . 5 . PROPOSITION. - Un Qranneau (resp. un C 1 anneau) réduit A est produit direct 

d'un produit fini de corps et d'un Q-anneau (resp. un C 1 anneau) réduit à 

socle nul. 

h. CARACTERES NOETHERIENS DES Q-ANNEAUX. 

Il résulte de 3-3 qu'un Q-anneau A tel que ¿P(A) = 0 est noethêrien ; on a un 

résultat plus fort lorsque A/«#(A) est semi-simple et artinien (ce qui se produit 

lorsque A est un Q-anneau commutatif ). 

PROPOSITION (RENAULT [ 5 ] ) . -

1. Soit A un Q-anneau tel que A/SI (A) soit semi-simple et artinien ; alors si 

l'anneau A/X est noethêrien. 
n^1 ' 

2. Un Q-anneau parfait à gauche ou parfait à droite est artinien (à gauche). 

Cette seconde assertion permet aisément de montrer que, si A est un Q-anneau 

tel que A/^(A) soit semi-simple et artinien, alors pour tout entier n l'anneau 

A/<#(A) n est artinien. Ceci montre que, si A est un Q-anneau tel que A/J¿(A) soit 

artinien, alors l'anneau B = A/X où X = r\${k)n est un Q-anneau noethêrien dont 

la topologie Si (B)-adique est artinienne et séparée. On peut démontrer que le 

complété de B pour la topologie #(B)-adique se comporte à peu près comme dans le 

cas commutatif. C'est ce qu'on va voir maintenant avec des hypothèses un peu plus 

générales. 

Ill - Q-ANNEAUX ET C1 ANNEAUX NOETHERIENS SEMI-LOCAUX. 

On suppose maintenant toujours que les anneaux sont noethériens. Soit A un 

anneau,* on dit que A est quasi-local si les conditions suivantes sont vérifiées : 
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(a) A est noethérien. 

(b) r \ # ( A ) n = o ; 

(c) A/#(A) est un anneau quasi-simple (i.e. 0 et A sont les seuls idéaux bilatères). 

Si A vérifie les conditions (a), (b) et (c) ; A/#(A) est semi-simple et 

artinien, on dit que A est semi-local\side plus A/#(A) est simple et artinien, on 

dit que A est local. 

Si A est un Q-anneau tel que A/# (A) soit artinien, alors A/X, où X = O #(A) n, 

est un Q-anneau semi-local. 

1. COMPLETE D'UN C1 ANNEAU SEMI-LOCAL. 

Soit fi un idéal bilatère de A.et soit % la sous-catégorie pleine de Mod A 

ayant pour objets les modules M tels que ^xeM 3n ftnx = 0. 

Soit T<gN la topologie linéaire sur N pour laquelle N' est ouvert dans N si 

N/N» £ fé. On a alors le lemme suivant : 

1.1. LEMME. - Soit A un C1 anneau noethérien, soit ¡4 un idéal bilatère de A tel 

que Oj^ n = 0 et tel que -pour tout n k/pn est un anneau artinien, alors A 

vérifie la condition suivante : 

(R ). Pour tout module M et tout sous-module N de M la topologie T N est 
P * 

induite par la topologie T^M. 

En utilisant la condition (R^),on peut récrire les démonstrations du cas 

commutatif et montrer le : 

1.2. THEOREME. - Soit A un C1 anneau semi-local, soit p un idéal bilatère de A 

contenant $(k) et tel que ^ = 0. Soitl (resp. Mj le séparé complété de 
n^1 

A (resp. d9un k-module M) pour la topologie jf>-adique. Alors : 
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A A 

1) Pour tout A-module de type fini M le morphisme canonique A $ A M M 

est un isomorphisme ; 

2) A est un A-module à droite plat ; 

3) Si ft = Si{A)alors A est de plus fidèlement plat. 

On peut aussi montrer que ft - &(A) et que la topologie de A est la topologie 

Si (Â)-adique. 

2. Q-ANNEAU3LNOETHERIENS QUASI-LOCAUX. 

Commençons par énoncer deux lemmes dont le premier est en partie connu. 

2 . 1 . LEMME. - Soit f> un idéal premier dfun anneau Aj.alors il existe un injectif 

indécomposable F tel que 

(a) Ass(F) = {p} et E(A/p ) ̂  F11 ; 

(b) le module Q = r (p) n'a pas de sous-module quasi-injectif propre non nul. 

Ici Ass(M) désigne l^ensemble des idéaux premiers associés à un A-module M* 

ce qui a un sens puisque A est noethérien. 

2.2. LEMME. - Soit F un A-module injectif indécomposable tel que Ass(F) = { }. 

Si F n'a pas de sous-module quasi-injectif propre non nul3 alors ft = £(F) 

et ja est premier minimal. 

Grâce à ces lemmes on peut montrer les propriétés suivantes : 

2.3- PROPOSITION. - Soit A un Qranneau tel que C\ # ( A ) n = 0 alors : 
n^1 

(a) A vérifie la condition (C ) suivante : 
o 

(C Q) pour tout idéal premier minimal et non maximal fi tout injectif 

indécomposable F tel que Ass(F) = {f>] n'a pas de sous-module quasi-

injectif propre non nul ; 
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(b) tout idéal premier de A non maximal est un idéal premier minimal. 

Désignons par l'application de l'ensemble des types de A-modules injectif s 

indécomposables sur l'ensemble des idéaux premiers de A définie par = p où 

Ass(F) = {f> } 

2.h. TEEOREME. - Soit A un anneau local tel que la correspondance <j>A soit bijective 

alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) A est un Q-anneau ; 

(b) A est un C\-armeau et vérifie la condition suivante : 

Pour tout idéal premier jf> ï & (A) 19anneau total des fractions à gauche de 

lfanneau A/|0 coïncide avec E^{A/f> ). 

2 . 5 . REMARQUE. - Il existe des anneaux tels que (J>A ne soit pas bijective et qui sont 

cependant des Q-anneaux. 

Donnons maintenant des propositions qui fournissent des exemples de Q-anneaux. 

3. D'AUTRES EXEMPLES DE Q-ANNEAUX. 

3 . 1 . PROPOSITION. - Soit A un anneau sans diviseur de 0, local,dont le radical 

est un idéal à gauche principal et tel que kffïlsoit un corps; alors A est un 

Qranneau. 

3 . 2 . PROPOSITION. - Soit A un anneau local sans diviseur de 0 dont tout idéal à 

gauche (resp. tout idéal à droite) est principal^alors A est un Qranneau. 

3 . 3 . COROLLAIRE. - Soit A un anneau de DEDEKIND premier, borné à gauche et à droite; 

alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) A est un Qranneau ; 

(b) A est un Z\-anneau ; 

(c) A est local. 
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Pour démontrer ce corollaire on a besoin du lemme suivant : 

3.U. LEMME. - Soit A un Ci-anneau noethérien; alors A est quasi-local dès que 

Vune des conditions suivantes est vérifiée : 

(1) Pour tout idéal bilatère maximal /0 on a p n = 0 ; 

(2) A est premier et il existe un idéal bilatère maximal f> tel que ^ \p s o. 

Il résulte aisément de ce lemme le corollaire suivant : 

3.5. COROLLAIRE. - Soit A un Ci-anneau noethérien commutatif ; alors pour tout 

idéal premier f> de A l9anneau A/fi est local. 

IV - Q-ANNEAUX ET C1-ANNEAUX NOETHERIENS COMMUTATIFS. 

On suppose maintenant que tous les anneaux sont noethériens et commutatif s. 

D'après II.3.2, un C1-anneau noethérien commutatif est semi-local et, pour l'étude 

des C1-anneaux et des Q-anneaux noethériens commutât ifs, on peut donc toujours 

supposer les anneaux semi-locaux. 

Soit donc A un anneau semi-local ayant pour idéaux maximaux 'ftZ-j » • • • » 

soit A le complété (séparé) de A pour la topologie -#(A)-adique et soit E le cogé-

n 
nérateur minimal de Mod A, i.e. E = $ E(A/lft.). Il est facile de montrer que E 

* 4 1 
A . * 

est un A-module et que E est le cogénérateur minimal de Mod A ; de plus on voit 

aisément que AsEnd^E) en utilisant les résultats de [h] . 
1. CARACTERISATION DES C1-ANNEAUX. 

1.1. PROPOSITION. - Avec les notations précédentes pour tout sous-A-module N de 

E on a !» = r

E<VN))-

1.2. THEOREME. - Soit A un anneau semi-local* les assertions suivantes sont équi­

valentes : 
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(a) A est un Qî-anneau ; 

(b) pour tout sous-module N de E on a N = r^CA^N-)) ; 

(o>) pour tout idéal 06 de A on a <JL - {OL r\ A)A. 

1.3. COROLLAIRE. - Si A est un C1-anneaw;alors Ct -+ 01= 01 k est une bisection 

entre l'ensemble des idéaux de A et l'ensemble des idéaux de A, qui conserve 

les idéaux premiers. 

1.U. COROLLAIRE. - Si A eat unCt-arcneau réduit^alors A est un anneau réduit. 

Il est facile de montrer avec 1.3 que, si A est un C1-anneau, alors A est 

produit fini d'anneaux locaux ; mais on peut montrer ceci comme un corollaire 

du résultat plus général suivant en utilisant 3.5* 

1 . 5 . PROPOSITION. - Soit A un anneau noethêrien; si pour tout idéal premier jo 

l'anneau A//0 est local,alors A est produit fini d'anneaux locaux. 

1.6. COROLLAIRE. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) A est un C\-anneau (noethêrien cormutatif) ; 

(b) A est produit fini d'anneaux locaux A^O$i$n) tels que tout idéal en* de 

A. vérifie la relation CK- (cXOA.)A.. 
1 J 1 1 

2. C1-ANNEAUX LOCAUX INTEGRES. 

2.1. PROPOSITION. - Pour un anneau Zocal intègre de dimension ï il y a équiva­

lence entre : (a) A est un Q-anneau ; 

(b) A est un Q\-anneau ; 

(c) le complété A de A est intègre. 
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2.2. PROPOSITION. - Pour un anneau local intègreil y a équivalence entre 

(a) A est un Q-anneau ; 

(b) -pour tout x€ A il existe y e A tel que y est inversible dans A et y x ^ A . 

2.3. COROLLAIRE. - Soit A un C1-anneau localjalors pour tout idéal premier /0 de 

A Z 9anneau A ^ ( A ^ /# A ^ ) est un corps. 

Ce corollaire est dû à Michel RAYNAUD; on ne sait pas si cette condition 

caractérise les C1-anneaux. 

3. Q-ANNEAUX NOETHERIENS COMMUTATIFS. 

Pour un Q-anneau, les résultats de 2 et de III. 2.k. deviennent : 

3.1. THEOREME. - Pour un anneau semi-local9il y a équivalence entre : 

(a) A est un Q-anneau ; 

(b) A vérifie les conditions suivantes : 

(i) tout idéal premier minimal et non maximal est dans la décomposition 

primaire de 0 dans A ; 

(ii) dim^A) S 1 ; 

(iii) pour tout idéal ou de A on a Oi = (cl ft A) A ; 

(c) A est produit fini d'anneaux locaux A^ qui vérifient l'analogue des 

conditions (i) à (iii). 

3.2. COROLLAIRE. - Si A est un Q-anneau alors A est un Q-anneau. 

La réciproque de ce corollaire est fausse comme on va le voir dans les 

exemples suivants. 

3.3. EXEMPLES ET REMARQUES. - Soit A un anneau semi-local de dimension 1 et 

réduit, soit R le radical de A et soit A le complété R-adique de A. 

1 - Si A est un anneau complet, alors;d'après 3.1.» A est un Qranneau ; 
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2 - Si A n'est pas complet, il résulte de ce qui précède que A est un Q-anneau 

dès que A est réduit. Ceci se produit par exemple lorsque l'anneau A est 

excellent ([3] 7 . 8 . 2 . ) ; cependant même dans ce cas il peut arriver que A ne 

soit pas un Q-anneau comme le montre l'exemple suivant . 

3 - Soit B l'anneau C [X ,Y] et soit p = X(X 2+Y 2)+X 2-Y 2 , l'idéal principal p B 

est premier dans B ; l'idéal r = XB + YB est maximal dans B et l'anneau 

A » (B/pB)r/pB est local, intègre et de dimension 1 . Le complété A de A pour la 

topologie R(A)-adique s'identifie au complété de B/pB pour la topologie r/pB-adi-

adique i.e. à B/pB où B = <C[[x,Y]]. L'anneau A est excellent d'après J3] ( 7 .8 .3 

(ii) et (iii)). L'anneau A = B/pB n'est pas intègre car dans B on peut écrire 

les relations 

p = (X-1)Y 2+X 2(X+1) = (X-1).(Y 2-X 2(X+1)(1+X+X 2+. . . )). 

Il résulte donc de 2 . 7 que A n'est pas un Q-anneau,"bien que A soit un Q-

anneau d'après la remarque précédente. En particulier le corollaire 3 . 2 , n'admet 

pas de réciproque. 

k - D'après I. 3 .3 ;un anneau de valuation discrète est un Q-anneau. Donnons 

maintenant un exemple de Q-anneau local intègre et de dimension 1 qui n'est pas 

un anneau de valuation discrète. Soit K un corps de caractéristique différente 

de 2 et soit p = X 2-Y^e K[X,Y] = B. Le polynôme p est premier dans B et est même 

un élément premier de l'anneau K [ [ X , Y J ] ([O] chapitre 3 , §2 exercice 2 ) . Prenons 

pour A le localisé en (XB+YB)/pB de B/pB. L'anneau A est local intègre et de 

dimension 1 et le complété R(A)-adique de A s'identifie à B/pB où B = K[ [X,Y_| ] . 

Comme p est premier dans B,l'anneau A = B/pB est intègre et A est un Q-anneau 

d'après 2 . 1 . 

Il reste à voir que A n'est pas un anneau de valuation discrète. Pour cela, 

on montre que A n'est pas intégralement clos. Soient x et y les images canoniques 
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2 
de X et Y dans A. Dans le corps des fractions de A, on a la relation ~ - y = 0 

X x J ^ 

qui montre que — est entier sur A ; de plus — «A comme on peut le montrer aisé-
y y 

ment et, par conséquent, A n'est pas intégralement clos. 

5 - Soient B un anneau commutât if et E un B-module; on note A l'anneau obtenu 

par extension triviale de B par E, i.e. le groupe + de A est B*E et,pour a,a1 £ B 

et x,x'€ E 7on pose : 

(a,x)(a',x') = (aa',a'x + ax'). 

L'anneau A est alors commutatif avec ( 1 ,0 ) comme unité. On a alors le résultat 

suivant : 

Si B est un anneau local intègre de dimension 1 de radical 172 et complet 

pour la topologie Ift-adique et si E = E-(B/T77)» alors l'anneau A extension 

triviale de B par E est un Q-anneau presque frobénusien qui n'est pas noethérien 

et tel que A/cS (A) soit un corps. 

6 - Dans tous les exemples .précédents, les anneaux considérés sont tels que toute 

chaîne d'idéaux premiers a au plus deux éléments. 

Comme un anneau de valuation commutatif est un C1-anneau (1.3.3), il existe des 

C1-anneaux (en général non noethériens) dont les chaînes d'idéaux premiers ont un 

nombre arbitrairement grand, voire une infinité, d'éléments. 
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