R.SEROUL

Anneau de cohomologie entiére et KU *-théorie d’un produit
symétrique d’une surface de Riemann

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1972, tome 9, fascicule 4
,p- 27-66

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1972__9 4 27 0>

© Université de Lyon, 1972, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1972__9_4_27_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

~ Publications du
Département de
Mathématiques

Lyon 1972 t.9-4

ANNEAU DE COHOMOLOGIE ENTIERE ET KU®-THEORIE

D'UN PRODUIT SYMETRIQUE D'UNE SURFACE DE RIEMANN

rar R. SEROUL

& 0 - INTRODUCTION

Soient X un espace topologique et n »1 un entier. Sur l'espace Xn , le groupe
symétrique Sn opére de maniére naturelle par permutation des coordonnées. On pose
X(n) = Xn/Sn et on dit que X(n) est le n-idme produit symétrique de X. Si X est une
surface de Riemann de genre g3 C, A. MATTUCK [5] a prouvé que pour n > 2g-2,
l'espace X(n) &tait muni d'une structure de fibré projectif complexe au-dessus
de la jacobienne de X. Ce résultat et un résultat de A. GROTHENDIECK [21, qui
affirme que l'on a un isomorphisme d'anneaux H"(X(n) ; Q) = H‘(Xn;Q)Sn , ont
permis & J.C. MACDONALD [h] de déterminer explicitement 1'anneau de cohomologie
H{X(n);2Z). Nous profitons de l'occasion pour signaler que la détermination de cet
anneau de cohomologie nous semble incorrecte, faute d'avoir explicité des géné-

rateurs de H*(X(n);W) (PrOP- 7.1. p. 326 [M])'

Le but de ce travail consiste, pour une surface de Riemann X,
(i) & déterminer 1'anneau de cohomologie H*(X(n) ; 2Z) de maniére élémentaire
(i.e. sans avoir recours i la géométrie algébrique).

(ii) & déterminer 1'anneau KU"X(n).

Voici une bréve description de la méthode employée. La donnée d'un point
de base * & X définit une injection canonique vp:X(n)—-y X(n+1) qui identifie
X(n) & une sous-variété analytique fermée de codimension 1 de X(n+1). Si 1'on
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Anneau de cohomologie entiere et KU" -thécrie
pose Xo = X - {sx}, il est clair que 1'on a X,(n+1) = X(n+1)=X(n). On désigne

par W : Xo(n)——X(n) 1'injection canonique.

4

Cela dit, on dispose d'une suite exacte de Gysin (coefficients Z omis)

(v.) . W ) .
+1
(B) .o —EX(n) — 27 B x(nen) B 5 (o) B X)L

Puisque X est une surface de Riemann de genre g» O , X, se rétracte par déformation
sur un bouquet de 2g cercles. Soit T = S1v ...V'S1 (2g fois) ce bouquet de cercles
Le foncteur produit symétrique étant compatible avec les homotopies, il s'ensuit
que Xo(n) et T(n) ont le méme type d'homotopie. Afin de tirer un rendement maximum
de la suite exacte de Gysin (E), nous explicitons entiérement 1'anneau de coho-
mologie H*(T(n),Z)[§ a. Ensuite, en utilisant la suite exacte (E) et une récurrence
sur 1'entier n [§4] nous retrouvons le résultat de J.C. MACDONALD concernant

1'anneau E*(X(n);2).

Cette méthode, convenablement transposée [§5]Ipermet de prouver que 1l'anneau

KU*X(n) est isomorphe & 1'anneau H*(X(n);Z).

Citons aussi le théoréme curieux que voici [§2] : si X est une variété topo-
logique de dimension >0 et si n 22 est un entier, alors X(n) est une variété
topologique si et seulement si dim X = 2 , ce qui justifie & posteriori la consi-

dération de surfaces de Riemann.

Pour terminer, l'auteur du présent travail voudrait remercier

J.P. JOUANOLOU pour la gentillesse et la patience dont il a fait preuve.
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§ 1 - ANNEAUX DE MACDONALD

1.0 - Généralités et conventions.

Dans ce paragraphe , la lettre g désigne un entier » 0, fixé

une fois pour toutes. Considérons 1'algébre N-graduée
E= AlXy,.oX,) [y] ,

ol X1,...,X2g sont de degré 1 et ol ¥ est de degré 2 (si g = 0,

on a simplement E = Z [Y] ). Dans E, considérons 1'idéal

= § X, } ' E.(X, X, -Y
o, E- X% + B XX )

i-j # ¢ 1¢ige

et posons

A1 = E/CX’T'

Soit n un entier » 1. Le groupe symétrique S, opére de maniére
naturelle sur 1l'anneau éA1. Dans son travail D-t] o MACDONALD donne
une présentation explicite du sous-anneau A de ( ® A1) D engendré
par les éléments de degrés 1 et 2. Le but de ce paragraphe est de

retrouver les principales propriétés des anneaux A d 1'aide de leur

seule présentation.

Introduisons quelques notations. Pour 1¢ig¢g , on définit

~

les éléments de E

! = X, .= X.X! .= 8.-Y

X=X, s S; =KX, 2,=8

La lettre J désigne l'ensemble {1,...,g} si g >0 et l'ensemtle
vide si g = 0 . Sauf mention explicite du contraire, les lettres

A, B, C désignent trois parties deux & deux disjointes de 1l'ensemtle

J. Par contre, sauf mention explicite du contraire, les lettres U et
V désignent deux parties non nécessairement disjointes de l'ensemble J.

Si X est un ensemble fini, on désigne par n, son cardinal.
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Ainsi, avec les notations précédentes, on a : O¢n, +n

patrgtnc<e

et 0« ny + nv\<2g.

De fagon classique, on définit dans E 1les &léments

et de maniére analogue on définit les &1léments X_é » Sa > ZC s XU,X", y ete..

Avec ces notations, si i est un entier, 1¢i¢2g , une base de

&
/\(X1""’X2g)' est constitude

~ soit par les éléments de la forme XUX& avec n+n, = i,

- . P4 ' + ='_
solt par les éléments de la forme XAXBSC avec nA+nB 2nC 1

Soit n un entier 1. Dans l'algébre E, considérons 1'idéal

a - P
; E. X, XL2.Y

nA+nB+2nC+q = n+1

et appelons anneau de MACDONALD 1'anneau
A = E/CZn.

Si le besoin s'en fait sentir, nous utiliserons la notation An(g) afin
d'exhiber l'entier g3 O . Il est clair que 1l'anneau de MACDONALD An

est un anneau N-gradué, unitaire, commutatif (au sens des anneaux gradués!)
et qu'il est engendré en tant qu'anneau par les classes des éléments

X .»X, et Y de E. Afin de ne par surcharger les notations, nous dési-

127 2g
gnerons par les lettres x1""’x?g et y ces classes.

Si A est un anneau N-gradué, on appelle anneau tronqué en degrés >

n déduit de A 1'anneau

& . .o P
£ = A / idéal des termes de degré »n.
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I1 est facile de s'assurer que dans l'algébre F on a 1'égalité suivante entre

1déaux :

+ (y) =(xx'" :n_+n, = n+1) + (y).

@ n vy U v

Par conséquent, on a des isomorphismes d'anneaux gradués

1.0.1. ~ E/&_ + (y) g'A(x1,...,x2g)/(x X' :n+n =n+1)¥ ASR(X ).

ees X
Uy UV 1772
1.1. - PROPOSITION 1.1.1. (MACDONALD) - Soit i un entier. Pour i=2n,om a un

2n
n

ne

1somorphisme A Z . D'une maniére plus précise, l'élément v est un

générateur de Asnet sT n,xls y3

]
A*BScY
8T AUB# @, et scyq = yo.

re o3 =
est de degré 2n , on a X, XS oY 0

. . - n
Preuve. Posons pour simplifier m = xAxésqu . Prouvons que yn engendre Ki .
Co o éeri = + T ' = S
mme on peut &crire m + XAU CxBy xc ,On am 0 dans An dés que
+ ~ Pl = — .
n, c ny + q>n. 51 m est de degré 2n, on a nA+nB+2nc+2§ Zn. On en tire

1 . . .
n,yotngta = o5 (nA+nB), ce qui prouve que m = O si A # § ou si B # @.

Supposons maintenant A = B = @ et m de degré 2n et soit 2nc+2a = 2n. Si n, >C,

o

on a zcyq = 0 dans An » bulsque 2nc+q=n+nC yn. De 1d, on déduit facilement par

” . ” Ld Pl 2
une récurrence sur l'entier n, que l'on a 1'égalité scyq = yn dans Ann.

Prouvons maintenant que 1l'on a un isomorphisme Ain £ 7. pour cela,
on remarque que l'on peut considérer l'anneau 7 [y] comme un sous-anneau de E.
En outre, il est clair que dans E, on a 1'égalité 7.yn+1 = U nﬂ z[y].
L'injection canonique Z[y]-———-; F induit, par passage au quotient, un mono-

. n+1 . . . -
morphisme Z[y] /'y —_— An qul est un 1i1somorphisme en degré 2n.

Prouvons enfin que l'on a Ai = 0 en degrési »>2n. Supposons m de degré
> 2n, i.e. n,+np+2n.,+2q > 2n. En vertu de ce qui précéde, on am = 0 si A # 0
ou si B# ¢. Il reste 3 envisager le cas m = scyq avec 2nc+2q> 2n. Toujours en
vertu de ce qui précéde, on am = yq+nc, d'ol m = O puisque dans A ,onae

+1
2o,
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COROLLAIRE. - Dans l'anneau An, st zUsVyq est de degré 2n , on a

n
U . n
zUsqu = (-1) ~ i(u,v)Yy" ,
l'entier i(U,V) ("indicateur d'inclusion') étant défini de la maniére
suivante :

i(u,v) =

Lo si udv,
1

si UCV-

Preuve. On la fait par récurrence sur le cardinal de U. Si nU =0, 11

s'agit de 1.1.1. Ensuite. si k est un entier, 1<k g , on peut écrire
q - _ qQ = _ q+1
2y 2ySyY (sk y)zUsvy Sy svy z2ySy

En utilisant l'hypothése de récurrence, cela s'écrit encore :

n
(-1) U i(U,vuk) (1-i(k,v)}y" - (=1) U iqu,v) y°

Le corollaire résulte alors de 1l'égalité

i(u,vuk)(1-i(k,v)) - i(U,v) = - i(Uuk,V).

LI s 5 .
L'inclusion @b n+1 C OLn dans E, donne naissance, pour n ;1 ,

8 une suite exacte d'anneaux gradués

*
V% A —> 0

1.1.3 0 n+1 n

>0Ln/a,n+1———> A

ol l'homomorphisme v ~  est déterminé (avec des abus &vidents de notation)

par les égalités.

.

v x.) = x. 1¢igc2g et v*{y) =y

Nous avons besoin d'informations concernant le noyau de v* . Comme on g
1'inclusion ¥y Obnc 0(,-n+1 dans 1'alge€bre E, le produit dans E induit unp

accouplement pour tout entier i

tke w02 @ w20
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Compte tenu des isomorphismes 1.0.1 et 1.1.1

<n+1
E/Obn+1+ (y) & A (X1”"’X2s)'

2(n+1 . yoe
(E/Cﬂ,n+1) (n+1) X 7 s on volt que l'accouplement 1.1.h définit

des homomorphismes de groupes abéliens

1.1.5. (CMgn/(ﬁ5n+1)2(n+ll:i__§. Hom (‘S9:1(X ¢ ))i,T).

1r0 g

PROPOSITION. 1.1.6. - Pour tout entier 0€ ign+1 , le groupe abélien
o 2(n+1)-1 2g
( °5/0Lh+1) est de rang > ([~ ).

Preuve. Pour prouver 1'inégalité rangkﬁbnﬂjz )2(n+1)—12/(2§)

n+1 pour

0<£i¢n+1 , il suffit de prouver que les homomorphismes 1.1.5 sont sur-

Jectifs. Tout d4'abord oonsidérons les éléments de E.

1.1.6.1. ' = i
6 XAXBSC avec nA+nB+2nC i.

I1 est clair que les classes des éléments 1.1.6.1. forment une base

de (EAQZH+1+(Y))15¥'){(X1,...,X2). Considérons alors les éléments de E.

1.1.6.2. 1y, yo+1mi = 3
1.6.2 XBXAZCY avec nA+nB+2nC i.

L/ 2y + - 3Y = -1 )= -1
es &galités n, nB+2nc+(n+1 i) = n+1 et n,¥ng+2n.+2(n+! i)=2(n+1)-1

prouvent que les é€léments 1.1.6.2. définissent des éléments de

2(n+1)-1
(‘J(Jn/f)z? ) n+)l

n+1

La surjectivité des homomorphismes 1'-1.5 résulte des congruences

mod(%%+1.
] i ty?* o5 o(a,B,C) = (A',B',C"),
1.1.6.3. ' =
3 X X2, . X, X5,S., =
. J
0 si (A,B,C) # (A',B',C7).
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Les conditions sur les indices étant évidemment n,+n +2n, = nA'+nB'+2nc'=i'
(moralement, les classes des éléments 1.1.6.2 jouent le rdle d'une base
duale pour la base formée des classes des éléments 1.1.6.1). Prouvons les
congruences 1.1.6.3. Pour commencer, si (A,B,C) = (A',B',C') , on déduit
de 1.1.2 que 1l'on a
,yh*+1-1 + n+1-i 4 . n+1

xBxAY“ LXK, = Y28, o oo Y =Y mod % _,
Si (A.B) #(A',B'), on voit facilement & paritr de 11.1 que la congruence
1.1.6.3. est vérifiée . Enfin, si (A,B) = (A',B'), toujours en vertu de 1.1.2

+ .
on a XBX'Z el i XAXI'SSC' = ri(C,AyBUC') ! mod&nﬂ

Si C #C' , on a nécessairement i(CLAUBUC') = 0 , d'ol le résultat.

1.2,

b

PROPOSITION 1.2.1 - Il existe un unique morphisme de groupes abéliens graduds,

de degré =

Vg ¢ An‘——-—-?AnH .

(i) U (V¥a) = Y(1).a pour tout ach (formule de projection).
(11) Vq((1) sy
En outre, l'image de Vg est un idéal de A et on a un isomorphisme

n+1

!
d'anneaux gradués. cn+1

. < (X, 5000,%, ).
A +1/1m Ve ¥ A 1°? *T2g
. . *
Preuve. La condition Y (V a) = ay pour aeA +1 prouve 1'unicité de Vx car
on sait que v est surjectif. L'lnclu51on leZ, Cdznﬂ dans E prouve que

dans 1'anneau An+1 on a Yy. KerV 0, i.e. que 1'égalité v a = vgr

implique 1'égalité ay = a'y. Cela prouve donc l'existence de Vx . Il est
clair que l'image de Vg est 1'idéal principal (y) de A .- Par conséquent

on a des igyomorphismes d'anneaux gradués

v A ‘n+1
Apei/inm Ve 2 Bl +(1) 2 (X ee )

3L
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PROPOSITION 1.2.2. - Soit n un entier > 1. Alors :

-

(¢) 1'homomorphisme v, : AL —> A, estun monomorphisme.

(i1) l'anneau A est sans torsion, et pour tout entier 0€ig¢n
on a
n-1i

1 2 2
rgA;=rgAn = ( §)+ (i§2) + ...

(on rappelle que (?) = n{n=1)...(n=i+1) est le coefficient du bindme

sy
& Newton). 1t

Preuve. L'assertion (ii) est vrair pour l'entier n= 1. Supposons l'assertion
(ii) vraie pour l'entier n. Nous allons montrer que cela implique l'asser-

tion (i) pour l'entier n ek l'assertion (ii) pour l'entier n+1.

Désignons par

4
1.2.2.1. WA —— By o)

1°? 2g

1'épimorphisme d'anneaux gradués déduit de 1.2.1. Soit K le noyau de
Vx . Pour tout entier i, d'aprés 1.2.1. nous pouvons &crire une suite

exacte

1.2.2.2. 0 —> K 2> A;'—Q—ﬂ * ( 5

i
7 Ay > A (X1""’X2g)) —C

d'oll 1'égalité

i-2 i-2 <n+1,i i
rg K = rg An + rg( Pa )T - rg An+1

Compte tenu de 1.1.3 cela s'€crit encore

i-2 _ i-2 i <n+1,i i
1.2.2.3. rgk =rgh “-rghA +rg (S°A) - rg(c?ln/dlnﬂ)

Par hypothése de récurrence, le rang de An est connu en tous degrés.

1
JR

La proposition 1.1.6. fournit une minoration du rang de (dtn/cﬁh
urilisant 1.2.2.3., on voit que rg Kl-zé 0 quel que soit 1l'entier 1.

Par conséquent, puis An est supposé libre, cela prouve que l'on a K =0 ,
i.e. v* est un monomorphisme. Sachant maintenant que K = 0, 1'assertion

(ii) relative & 1'entier n+1 est une conséquence immédiste de 1.2.2.2.
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En résumé, nous avons le

THEOREME .

1.2.3. - Pour tout entier n 31 et tout entier g0 ,

l'anneau de MACDONALD An(g) est sans torsion. En outre, si

i est un entier, on a

i _ _ /28 2g .
rg A = rg A -(i)+(i_2)+... pour 0O¢ign

2n-1

et A; = 0 pour i» 2n.

1.3 Remarque. Soient n 3»1 et g3 0 dJdeux entiers et soit An(g)

~

1l'anneau de MACDONALD associé & ces entiers. Supposons donnés

(1.3.1)
(1.3.2)

(1.3.3)

(1.3.4)

un anneau A ,N-gradué, commutatif et unitaire.
un &pimorphisme d'anneaux gradués
vroA An(g)
un monomorphisme de groupes abéliens gradués, de degré + 2
Ve ! An(g) —> A
tel que l'on ait une "formule de projection”
Ve (v¥a) = ve (1).2
pour tout ag€A. On suppose aussi que l'on a, dans l'anneau
A (g), 1'8galité

*

vy, (1) =y.

un isomorphisme d'anneaux gradués

. ~ §n+1
A/lm Vi = N (X1,...,X2g).
ol les &léments Xysens ’X2g sont de degré 1.

On peut se demander si, dans ces conditions, l'anneau A est iso-
morphe & l'anneau An+1<g) de MACDONALD. (On disposerait ainsi 4'une

définition récurrente des anneaux de MACDONALD). Malheureusement, la

réponse est mitigée, ainsi que le prouve la

PROPOSITION 1.3.5. - Sotent n31 et gy 0 deux entiers et (A,v™,v,),

satisfaisant qux conditions 1.3.1 4 1.3.4.

(i) 57 ns 2g-1, l'anneau A est isomorphe & l'anneau de MACDONALD

An+1(g).
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(Z2) S n =1 et g = 2 pour tout entier ke 2 , considérons,
dans l'’algeébre E, 1'idéal

db (k) = Z E.X.(S.-kY) + Z E X!(S.-ky) + Z E.XyXpZoY
i#] 19 i#] 1d n,+n_+2n =2

A B C
Alors l'anmeau A est isomorphe & 1'un des anneaux E/JL(k).
Réciproquement, pour tout entier k, il existe v* et v, tels que

(E/Cb(k),v*,v*) vérifient les conditions 1.3.1 d 1.3.4.

Preuve. - Les conditions 1.3.3 et 1.3.4 permettent d'écrire une suite

exacte d'objets N-gradués
Ve W' ¢n+i

1.3.5.1 0 > A > A > A (x1,...x2g)

> 0

. . o
ol v, est un morphisme de groupes abéliens, de degré +2, et ou w

est un morphisme d'anneaux gradués. La considération de 1.3.5.1 prouve

aussitdt que

1.3.5.2 l'anneau A est sans torsion et pour tout entier i on a

rgAi = rgAxiuﬂ(g)‘

Puisque le groupe A1 est libre de rang 2g, la condition 1.3.2 prouve que
1 1 . . A P

v . A —_, An est un isomorphisme. Par conséquent, cela permet de dé-

finir une base de A‘, notée Xigeeo ,xag par abus de notation, telle que

¥

- -~ ” 1
Vooxg = x3 1 ¢1 £2g. De méme, en degrée 1, w¥ A1——»,A(X1,---,X28)

est un isomorphisme. Cela permet de supposer que l'on a w’)gi = X.
1€1i€2g. Enfin, avec un abus de notation, posons y = V,(1) dans A™.
D'aprés 1.3.3, on a donc v*y = y. Prouvons maintenant que

1.3.5.3 Les éléments XyseresX et y engendrent A en tant qu'anneau .

2g

Pour cela, soit a€A. On peut écrire w¥a = P(xl,...,ng) ol P est un
polyndme & coefficients entiers. En vertu de 1.3.5.1, on a alors

a = P(x1,...,x2g) + v*.(Q(x1,...,x2g,y)) ol Q est aussi un polyndme &
coefficients entiers. Les égalités dans An v X = X4 et v¥y = y ainsi que

la formule de projection, prouvent alors aussitdt que l'on a dans l'anneau A

= - \
a P(X1,...,x2g)+v*(1).Q(x1,...,x2g,y) P(x1,...,ng +yQ(x‘,...,x28,y).
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Définissons un homomorphisme d'anneaux gradués
f:E= /\(x1,...,x2g) [yl —> &

en posant fX. =X, 1¢1i¢2g et fy = y. D'aprés 1.3.5.3, f est un
épimorphisme. Supposons avoir prouvé que f s'annule sur l'idéal()&n+1 de E.
Par passage au quotient, f induit un épimorphisme 4d'anneaux An+1(g) —> A.
Alors 1.3.5.2 prouve que cet épimorphisme est un isomorphisme.

Si g » o est un entier, on peut écrire dans 1l'anneau A

T 1y 371 z
X X %y Vi (xAx # oY ). Par conséquent

! ' 9= e -
1.3.5.4 dans 1l'anneau A on a X XY 0 dés que n +nB+2nC+q = n+2

A
et q» o.
Supposons n 2 2g—1 et prouvons que 1'idéal b p+1 de E est alors engen-
” ” Pd q —
dré par les éléments xAx_]’Ssz tels que nA+nB+2nC+q = n+2 et gy o.

Compte tenu de 1.3.5.L4, nous aurons ainsi prouvé l'assertion (i). Nous
avons nA+nB+nC\(g , ce qui implique n+2 € g+nC+q\<2g+q. Comme np2g-1,
on en déduit aussitdt que q>o.

Avant de passer & la démonstration de l'assertion (ii), prouvons tout
d'sbord le résultat suivant

1.3.5.5 pour tout entier o<ig n+1 , la multiplication par y' dans

, . . n+1-1 +1+1
l'anmeau A réalise un isomorphisme de A Y osur APYTHL

Ce résultat se démontre par récurrence sur l'entier n. Soit ae An+1+l,

i : . . +i- ;
S1 on suppose 1>1, on & un isomorphisme <V, : A:ll i-1 st on
vertu de 1.3.5.1. Sachant 4'autre part que la multiplication par y1-1

. . . n-i+1 n+i-1
dans An réalise un isomorphisme de An sur An » On voit qu'on

peut Gerire & = v (y1-1.t) avec un t€A convenable. En utilisant la
formule de projection, on obtient a = y'.a' avec a'eA convenable. Par
conséquent, la multiplication par Yi dans A induit un épimorphisme de
An+1-1 sur An+1+1. A cause de 1.3.5.2, cet épimorphisme est un isomor-
phisme.

Prouvons l'assertion (ii) : nous supposons désormais n = 1 et g = 2,
Une base de Al est formée per lesx (1¢i g b)) et une base de A est formée
par ]éesxixj 1€i¢j¢h ety. En vertu de 1.3é5.5, on voit qu'une base
de A° est formée par les x .y (1¢i¢ blet quey  est un générateur ae A¥,
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Nous pouvons alors écrire

= ' + .
s1x2 n1x t + n2x b + n1x1b n2x2b

En multipliant cette égalité par X (1<1¢l), et en tenant compte
2 . . s
des égalités ;Y =Y 1= 1,2 et xAxéy =0 si n,+n_ =2 dues a 1.3.5.L,

A 2
il est facile de voir que 1l'on a nécessairement 54%, kx2y et 8,8, = ky

[ os]

avec k€ Z. De méme, on s'assure que l'on a nécessairement les égalités
= = - 'y,
1% kxgy 52x1 kx1y S, X kx1y

Par conséquent , ces égalités, ainsi que les égalités dlies & 1.3.5.L

prouvent que l'on a un épimorphisme d'anneaux gradués f : E/J (k) = A
déterminé par .

Xi et fy =y . Nous allons maintenant prouver gque
1'anneau E/db (k) étant donnd, il existe v™ et v, tels que les conditions
1.3.1 et 1.3.4 soient satisfaites. Cela prouvera aussitdt que 1'émi-
morphisme f est un isomorphisme. Traduits en termes d'idéaux de E, les

Lo
propriétés 1.3.2 & 1.3.4 se réénoncent ainsi

1.3.2' on a une inclusion ()Z,(k)C.(JL.l
1.3.3" la condition a.Yede(k) implique a 6_(221.

1.3.4" on a 1'égalité cO(k)+(Y) = EXV =3) + (Y).

Les propriétés 1.3.2' et 1.3. h' se vérifient facilement. Reste &

o1 s
prouver 1.2.3'. Comme on a C%) E® pour i» 3 , on voit qu'on peut

supposer a de degré 1 ou 2 seulement. Si a est de degré 1, il est facile
de s'assurer que la condition aY €ot (k) implique a = o. Si a est de
degré 2, puisque b i contient tous les termes XAXé de degré 2, on voit
que l'on peut se borner i examiner le cas ol a = n,S +n S ~+nY. On a

11

2
alors a¥ = n (S —Y)Y+n (s —Y)Y+(n+n1+n2)Y2 = n, Z Y+n2ZZY+(n+n1+r )Y

Comme Z1Y et Z,Y sont dans go(k), la relatlon aye€ Juk) exige
(n+n +n, )Y 661,(k) On voit facilement que cela exige n+n_ +n_=C

172 ?
d'ou a = n1Z1+n222 ééﬁi. Terminons cette démonstration par deux remarques.
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Tout d'abord, 1'anmeau A,(2) de MACDONALD est 1'anneau E/JG(1).
Ensuite, considérons 1'homomorphisme p : 8(E/0(7(k))1._., (E/.?La(k))3
induit par le produit dans l'anneau E/JL (k). Par définition méme
1'image de P est @'indice kh dans (E/cty(k)f3§ Zh. Cela prouve que pour

0¢h ¢k , les anneaux E/06(h) et E/JWL (k) ne sont pas tsomorphes.

§ 2. PRODUITS SYMETRIQUES.

2.0, - Définitions et notations.

Soient X un espace topologique et n> 1 un entier. Sur 1l'espace X"
le groupe symétrique s, opére de manilre naturelle en permutant les

coordonnées. L'espace quotient

X(n) = X°/s_

s'appelle n-iéme produit symétrique de 1'espace X. On note

q e 5%(n)

la projection canonigue. Ainsi, X(1) = X et q, = id. Par convention, on

pose

X° = X(o) = un point g, = ia.

Se donner un point de X(n) revient & se donner n points de X, sans
considérations d'ordre. Plus précisément, on voit, en regroupant les
points confondus, que la donnée d'un point de X(n) consiste en la donnde :

- de r points de X Xys x,. deux a4 deux distincts

.
- d'entiers kiﬁa1 "(1'ordre de multiplicité de xi") tels que

k. +...+k = n.
1 r

De facon abrégée, nous noterons {x1,...,xnj un point de X(n), ou

bien {x1(k1),...,xr(kr)} s'il est besoin de plus de précision.

Supposons maintenant -X muni d'un point base, noté x , et
posons

XO = X o point base.

Lo
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La donnée d'un point base dans X permet de définir le diagramme

commutatif suivant

o L

¢ 4

%4, h+1

X(n) ¢ > X(n+1)

ol un(x1,...,xn) = (x1,...,xn,*) et vn{'x1,...,xn3 = {X1,...,Xn,n3 .

L'injection (canonique) Vn : ¥(n) <> X(N+1) permet d'identifier ¥(n)

& un sous espace fermé de X{n+1). Il est alors clair gque l'on a

Xo(n+1) = X(n+1) _ X(n)
On désignera par

v : X (n) “——> ¥X(n)
n o

1l'injection canonique.

Sauf mention explicite du contraire, les groupes de cohomologle
P . . ¥
H*X désignent les groupes de cohomologie entidre E (X;2) de 1l'espace X.
Il est clair que 1l'homomorphisme image réciproque q: en cohomologie.

définit un homomorphisme, encore noté q; par abus de notation, tel que

S
¢ B¥(X(n) 32) — ety

2.1 - Quelques résultats généraux sur la cohomologie d'un produit
symétrique.

Commencons par rappeler un résultat qui est un corollaire immédiat
d'un théorme de GROTHENDIECK (2] (voir aussi (L) ).

THEOREME 2.1.1.(GROTHENDIECK). Soit X wn espace séparé. Pour tout

entier n 22 , l'homomorphisme image réciproque
Q
*

&R () — 1)

est un isomorphisme en cohomologie rationmnelle;

L1
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Ce théoréme a permis 4 MACDONALD [5] de déterminer explicitement les
nombres de Betti de X(n), connaissant ceux de X. Son résultat s'énonce

ainsi

THEOREME 2.1.2 (MACDONALD) - Soit X un espace séparé tel que H*(X,Q)
soit de dimension finie et soient b, i>o , ses nombres de
Betti. Alors, le polyndme de Poincaré P(X(n),x) de l'espace
X(n) est le coefficient de t" dans le développement en série entidre
de la fraction rationnelle
b

b
(14xt) | (1+x5t) > ...
o

°
(1-t) © (1-x°t) © ...

2.2. - Quand un produit symétrique est-il une vari&té topologique ?
Soit X un espace. On pose

_ A
[ X=CX. XZ(XxR)Xxo

([R+ désigne l'ensemble des nombres réels o), et on dit que M X est le

"cBne illimité" de base X. Avec cette notation on a le

LEMME . 2.2.1. - Pour tout entier ny1 et tout entier pz1 ,on a des

homéomorphismes :
() B)¥®E xR

(:i) Bo(n): RS

(11i) B ()2 ree? '« & .
Preuve. Dans le cas (i), un homéomorphisme est donné par l'application

(byseeest ) > {tn,tn—tn_1 et m(t _Heat ) T

Dans le cas (ii), il s'agit de 1'homéomorphisme bien connu @' C(n)
qui consiste & associer & chaque polyndme complexe unitaire de degré p
l'ensemble de ses racines. Enfin, dans le cas (iii), un homomorphisme
rBPp-1x [RP —_— 1RP(2) est fourni par (+u,t,v) — [V+tu,v—tu_2‘

avec u € SP_1 s t GIP.+ et ve IRP.
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THEOREME 2.2.2 - Soit X une variété topologique de dimension p 31 et
soit n%2 un entier. Alors X(n) est une variété topologique

(nécessairement de dimension np)sti et seulement si p = 2.

Preuve. Tout d'abord, puisque X est un espace séparé, il en est de méme
de X(n). Considérons un point de X(n) de la forme { x1(k1),...,xr(kr)s .
Puisque X est une variété de dimension p, il est possible de trouver
des voisinages ouverts U1 s ’Ur des points x EER respectivement,

deux & deux disjoints et homéomorphes 5IRP. De cela, on déduit que les

ouverts de X(n)

k1 k

r
qn(U1 X...xu " ) ¥ U1(k1)X-... XUr(kr)

forment un systéme fondamental de voisinages du point { x1(k1),---xr(kr)j
dans X(n). Si p = 2, il est clair en vertu de 2.2.1 que X(n) est une
variété de dimension 2n. Supposons meintenant que X(n) soit une variété
de dimension np avec p # 2. En considérant un point de X(n) de la forme
{x1(2),x2,...,xn_1} on voit que l'espace W =]Rp(2)ATR(n—2)p doit

8tre homfomorphe & un ouvert deR°F. Si p = 1 , gréce & 2.2.1, on peut
écrire W =]R+X R" ! . A cause de l'invariance du domaine, W ne peut pas
étre homéomorphe 3 un ouvert deﬁfﬂ Supposons alors p»3. En utilisant
2.2.1, on voit que W = rl‘Rpp_1 X m(n—1)p est homéomorphe & un ouvert

de ®"P. Par conséquent, puisque W est une' variété€ connexe orientable de

dimension np, la dualitd de Poincaré montre que l'on a un isomorphisme
KXY Hom(KXY © W,2) € I-:.xt(}!‘clp'r+1 Wy 7).

. . -r+
Comme W est contractile, cela exli ge pour r > o Ext(ng r 1W,Z) = 0.

he

Feisent T = p-2 o , il viemt Hp PN Y 5 rgeP | ¥ HRPT S 7

d'ol une contradiction puisque l'on a Ext(Zg,Z) =17,.

§ 3. ANNEAU DE COHOMOLOGIE ENTIERE D UN PRODUIT SYMETRIQUE D'UN
BOUQUET DE CERCLES.

3.1. Soit T un bouquet de k cercles (k entier 1), i.e.

?=8'v.¥s'
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Le point base de Z &tant le point commun aux cercles. Ainsi, on a

T, =R 1L ... 4R (k fois).

Commengons par identifier la cohomologie & supports compacts de

To(n). Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant, de preuve facile
LEMME 3.1.1. - Considérons un espace topologique, somme de k sous-espaces
X=X 4 J.LXR

1

Alors, pour tout entier n > 0 , on a un homéomorphisme

X(n) & - ! k x1(i1)x ""‘Xk(ik) .

En considérant 3.1.1 avec 2.2.1 et la formule de Kinneth, on arrive

tout de suite 3 la :

PROPOSITION .3.1.2. - Pour tout entier n 2?1 on a un isomorphisme

Z'n si 1=mn
B2(T (n) ; 7):"’1
v O
0 si 1#n
\ K 1
(on rappelle que l'on a (n) = = k(k-1)...(k-n+1) et que par conséquent
n!

(i) =0 sinyk ,

On peut remarquer que 3.1.2. est en accord avec le théordme 2.1.2
(encore valable en cohomologie & supports compacts) de MACDONALD.

En effet, ce théoréme prouve que le polyndme de Poincaré P(To(n),x)

de To(n) est de coefficient de t" dans k développement en série entidre
de

(1+xt)k = 1+(}1‘)xt + .+ (i)xn‘tn+...

LL
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3.2. - Déterminons maintenant les groupes de cohomologie de T(n).
Toujours d'aprés 2.1.2, le polyndme de Poincaré P(T(n),X) de T(n)
est le coefficient de t” dans le développement en série entiére de
(1+xt)k/1—t. Autrement dit , on a :

k
3.2.1. P(T(n),X) = 1+(11{)x+ ...+(n)xn-
I1 reste & régler le probléme de la torsion de T(n). Nous allons prouver
par récurrence sur l'entier n que 1l'espace T(n) est sans torsion. Tout
d'abord T(1) = S'v ... v S1 est sans torsion. Supposons alors T(n) sans
torsion. On peut &crire une suite exacte illimitée :
X

Vn i i+
> HT(n)—> K

;
+
- TO(nT)‘;,

3.2.20 ... 2> Hé’l‘o(nﬂ) — HE'P(n+1)
La considération de 3.2.2 et de 3.1.2 prouve que, pour iy n+1. Dtaprés
* . g7 (n+1) - B T(n)
est un isomorphisme. Pour i = n,n+1, on peut &crire un bout de 3.2.2.

*

ou i%’1 < n+1 , l'homomorphisme de restriction V.

v
+1
0—s H'T(n+1) — 2 E'T(n)—> HgﬂTo(nH)-—» B T(n+1)—> O .
Puisque par hypothése H'(T(n)) est libre, il en est de méme de Hn(T.(n+1)L
~ -~ k
D'aprds 3.2.1, les groupes H (T.(n)) et H'T(n+1) ont méme rang (n). On

en déduit aussitdt que 1'on a des isomorphismes

v¥ T (n+1) % E°T(n) et H’C’”To(nﬂ)i\s P (ne1).

On peut remarquer que le deuxiéme isomorphisme prouve que 3.1.2 et 3.2.1

sont en accord. En résumé, on a la

PROPOSITION 37273. - Pour tout entier n »1 , les groupes de cohomelogie
entiére de T(n) sont sans torsion et leur rang est donné par 3.2.1.

En outre, 1'homomorphisme de restriction

VT : B (T(n+1);2Z) —> H*(T(n);Z)

est un isomorphisme en degrés # n+1
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3.3. = Occupons—-nous maintenant d'anneaux de cohomologie. Commengons
par 1'anneau H*(T,Z). Soit t1""’tk une base de H1T. Puisque l'on a
H'T = 0 d8s que iy1 , 11 est clair que les él&ments t1""’tk engen-
drent H*T en tant qu'anneau et qu'ils sont soumis aux relations

ti't' =0 n15 i,J¢ k. En appliquant la‘formule de Kiinneth

B (T",2)% @HIT,Z), on voit que E¥ 10 est engendré, en tant qu'anneau,

par les éléments de degré 1
3.3.2. t. (n).t., (n) =C ssi r=s

Afin de soulager les notations, nous écrirons dans la suite tir au lieu

de tir(n). L'action du groupe symétrique Sn sur H* T" est donnée par
la formule
3.3.3. s.tir = ti §1(r) si se'sn'
Lo 8n
Cels permet de définir les €léments de (H T )
Toom b, F ..kt 1¢i¢k
1 11 in =

Enfin, il est clair que l'homomorphisme de restriction
¥, et Kl se décrit comme suit
un H - H'T
t. (n) si 1¢rén

u* t. (n+1) =
n ir

3‘3lh.

En vertu de 3.2.3, on a des isomorphismes

e -

1 Vi i 1 vE
HT. ' ET(2) e—= ... e—HT(n) «—— H T(n+1)e
~ ~ ~ AL
Cela permet de définir, par récurrence sur 1l'entier n21» une base
1 .
t1(n),...,tk(n) de H (T(n);2Z) telle que 1l'on ait
ti(1) :ti '
1¢i&k
*t. = ¢,
3.3.6. v tl(n+1) 1(n)
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Une fois de plus, afin de soulager les notations, nous ferons 1'abus

de notations consistant & omettre 1l'indice n dans la notation ti(n).

LEMME 3.3.6. -

(1)  pour tout entier np d les éléments t

yooo Ek forment
une base de H1(Tn;7) n

1

(i2) si n =k , k produtt ?—,1,....‘1-,

est un générateur de
S
2 (r5,2) % .

k

(i11) pour tout entier n>1 , on a la formule (avec les abus de
' notations déjd signalés)

L = -
Qe
Preuve. - Prouvons {i). pour cela, soit xé;(H1Tn) D En vertu de
.3, éeri = ) . € Z. Si S
3.3.1, on peut écrire X Z nir tlr avec n:Lr Z. 51 s& n’
i,r
éeri ! & = .- . 8i st
on peut écrire d'apreés 3.3.3 s.Xx izr n. . tl s (r) 1 xe
b

invariant sous l'action de Sn, on doit avoir s.x = x quel que soit
s eSn , i.e. x est une combinaison linéaire des éléments t

Le reste de la démonstration est &vident.

Pour prouver (ii), supposons gque l'on ait n = k . Soit

I= (i1""’ik) C{1,...,k}k un multi-indice et posons

t. = t. t. [T A
I 1,,1 12,2 1x,k

A cause des relations 3.3.2, les éléments de la forme ts forment une
base de H'TE. Le groupe symétrique S, opére de fagon naturelle sur
1l'ensemble produit { 1,.. .k}k par permutation des coordonnées. Les

relations 3.3.3 montrent que si s ‘Sk on &

I S s.1

P . . . X
ol eq désigne la signature de la permutation s. Si xeH * , on a
x=2 nItI , la sommation portant sur tous les multi-indices I.

Cherchons i quelles conditions x est invariant sous l'action de Sk'
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Par exemple, consid®rons la permutation s = (1.2). On peut &crire

X = Z n. t + z n_.t

.. T
i, =1 11#12

1i.=1 i, # i,

Par conséquent, la relation x = s.x exige que l'on ait np = o
chaque fois que i1 = ig.dans le multi-indice I. En considérant les
autres transpositions de Sk, on voit immédiatement qu'une condition
nécessaire pour que x soit invariant est que l'on ait ny =0

chaque fois que deux indices sont égaux dans le multi-indice I. Par

. . . » '
conséquent si x est invariant, on peut écrire x = Z: rg ts(‘ ¥)
I 9% o0 s &

la sommetion portant sur toutes les permutations scfﬁf Soit u e S

k
et exprimons que l'on a u.x = x. Il vient

Z ot
S

Par conséquent, on peut écrire

?
y =8 é; t1s

s s(1,...,k (1) t25(2)"'tkS(k) Sntyeet

L'assertion (iii) se prouve par récurrence sur l'entier n. Pour n = 1
on a ti =y ti et qﬁ = id . Supposons alors l'assertion vraie pour

l'entier n et considérons le diagramme commutatif

S % S
+ 1
(H1T1)£E, un (H1Tn 1) n+
* X
qn qn+1
»
H1T(g)< Vn H1T(n+1)

L8
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Avec les abus de notations déj3 signalé, on a d'aprés 3.3.k \f:lb.l =t

pour 1<1igk. Par conséquent, d'aprés 1l'assertion (i) , u: induit

un isomorphisme sur les sous-groupes des invariants de degré 1. On peut
alors écrire

q;H t. = (11:)—1 q’; V: ts (commutativité du diagramme).
= 7T ey (3.3.5)
= (u‘;)_1 -Ei (récurrence)
=% (3.3.4) .

Avant d'arriver au résultat fivial de ce numéro, nous avons besoin

d'un lemme de nature algébrique.

LEMME 3.3.7. - Sott A wn anneau Z-gradué, commutatif et unitaire. On
suppose qu'en degrés 1i<0 on a A =0 et qu'il existe un entier

i . s k .
k> O tel qu'en degrés 1ix 0 , A soit libre de rang (i)- Sctt
L base de A' et considérons le morphisme d'anneaux
gradués '

f: /\(X1,...,Xk)—)A

(ou Xy oo X, 00Nt de degré 1) défini par fX; = &, 1¢1 ¢k .
S le produit a,...8, est un générateur de Ak , alors f est un

isomorphisme d'anneaux gradués.

Preuve. - Soit I une partie de {1,...k} et posons de fagon classique

a =
I 1 8; ... 8 si I={i1(i2<..~ <1e~‘ .

Si I est une partie de [1,. . ,k} désignons par 1° son complémentaire.

Enfin, soit b un générateur de Aké Z. Avec ces notations, il est clair

4
que l'on a tb si J=1

a..8a =

I°7g¢

0 si J#I et n,=n_.
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(cela vient de ce que a¥ est libre). Prouvons tout d'abord que la relation

8ye.-8y # ° implique que f est un monomorphisme. Il revient au méme de

prouver que pour chaque entier 1<% & k , les éléments a; avec n, = L
sont lin€airement indépendants dans AB . Soit 2 nrap = 0. Alors
. n .. n_ =0
s1n =X , on peut écrire : I
I
° 2
=% = 0.
n=A4 D1 8mpc e Ny a,...8 0]
I o o]
On en conclut n; = 0 , puisque Ak est sans torsion. Supposons prouvé

que la relation a?...ak =% b implique que 1'image de f est un facteur
direct du groupe abélien libre A. On en déduira aussitdt la surjectivité
de f puisqu'en chaque degré im f de A ont méme rang. Pour prouver que
im f est un facteur direct de A, i1l suffit de prouver que im f est pur
dans A. Soit donc a€ A tel qu'il existe un entier n # O tel que n.a€im f

On peut supposer a homogene de degré 1 €L ¢ k, ce qui permet d'écrire

n.a = . En multipliant cette &galité par a avec n =k

= n..a c
ny P ITT IO Io
. . = = :). ~
11 vient n a aIg z Ny ag aIg nIo b. Comme aaIg est de degre k,
on en d8duit qué n divise n d'ol le résultat

1
o}

THEOREME 3.3.8 - Soit T wun bouquet de k cercles. Pour tout entier ny1,

on a un isomorphisme d'anneawr gradués

&n
* ~ A (t1,. .,tk).

ou t .,t, est la base de HT(T(n);Z) définie par 3.3.5.

1270k

Preuve.- Supposons avoir prouvé le théoréme lorsque n = k. Compte tenu
de 3.2.32. et de 3.3.5. , le cas général en résulte aussitdt. Si n = k,
prouvons que l'anneau H®T(K) remplit toutes les conditions du lemme
3.3.7. Tout d'abord en vertu de 3.2.3. R*T.(k) est libre et

rg.H'T(k) = (?) pour 13 0. Reste & prouver que le produit ty...t, est

un générateur de HkT(k). Notant t un générateur de HkT(k), on peut

écrire : t .t = a.t avec a«Z. Par image réciproque on obtient

1°° k
d;(t1...tk) = a q; t , et comme on peut écrire d;t =D ti,..ent d'aprés

k
3.3.6 (ii) avec b €Z , il vient, en utilisant 3.3.6. (iii) ;
t1...tk = ab t1...t

résultat.

K Par conséquent, on aura ab = 1, ce qui prouve le
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3.4. Remarque.

Soient Z1""’Zk k nombres complexes, deux a4 deux distincts, et
posons

u =¢ ={z,...,2. 5.

L'ouvert Uk a méme type d'homotopie qu'un bouquet de k-cercles, soit
T. Le produit symétrique étant compatible avec les homotopies, on en
déduit que Uk(n) a méme type d'homotopie que T(n) pour tout entier n2>1.
Utilisant 1'homomorphisme 2.2.1. €(n) ¥ ¢" , il n'est pas difficile
de donner une description de Uk(n) en termes d'un ouvert de €. A cet

. . . n
effet, s01entCu1,...,aJk les formes linéaires non homogénes sur ¢
suivantes

2 n-1 n
e = . . R + Z. .
1? ’Xn) X1 + Z1x2 * Zl X3 * Z1 Xn Zl
Il est clair que Uk(n) est homéomorphe d l'ouvert de c? complémentaire

des hyperplans affines d'équation w, = 0 1€1¢k.

Le théoréme 3.3.8 nous montre que l'anneau de cohomologie entiére de

cet ouvert est une algébre extérieure sur k €léments de degré 1,
tronquée en degrés > n.

§ 4. - ANNEAU DE COHOMOLOGIE ENTIERE D'UN PRODUIT SYMETRIQUE D'UNE
SURFACE DE RIEMANN.

Dans tout ce qui suit, sauf mention explicite du contraire, la
lettre X désigne une surfa.ce de Riemann cempacte de genre g > O.
Rappelons [h] que 1l'on munit canoniquement X(n) d'une structure de variété
analytique compacte de dimension complexe n. Si de plus on s'est donné
un point base ¥ €X , l'injection canonique v X(n)<—>X(n+1) identifie

X(n) & une sous variété analytique fermée de codimension 1 de X(n+1)

Rappelons aussi[ 4 J la structure d'anneau de H (X" ; 2). Pour
n = 1 elle se décrit ainsi : on peut choisir une base:x1,...;c2 de H (X;2)

et un générateur y de H (X;Z) tels que le cup-produit soit donné par les

formules 0 si i-j#2 €,

y si 1€i1¢g et j = i+g.
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Appliquant la formule de Kiinneth H™(X";Z) ¥® HE*(X;Z), on en déduit que

H*(XH;Z) est engendré, en tant qu'anneau, par les &léments

Xir(n) =18 ... EXi 5 ... 8 1/

yr(n) 19 ... 8y 0 ... 81 ,

avec X, et ¥y 4 la r-iéme place , 1€1i€2g , 1< r ¢n. Toujours afin
de soulager les notations, nous omettrons le plus souvent l'indice

n dans les notationsxir(n) etyr(n). Les &léments 4.1.1. sont soumis

aux relations

-+ =
. = - x +t =
ir* s 0 ssi i-J# *Xg e r=s ,
L.o1.2,
X X, = 1¢1 ¢ r & .
ir Vitg,r yr €1 ¢g 1&r &n

Le groupe symétrique s, opére sur B (X" ; Z) de la manidre suivante

(ses ):

ir i,s'(r)
4.1.3
S = _
Ty Y s r) .
n S
Cela permet d'introduire les éléments suivants de E*(X ;7))
X, 0® X X, L X (1¢icog) y
Lotk
v = + + ...+
Yy =¥t Y, Yo o

. . .o * +1
Enfin, l'homomorphisme de rectriction u H’e()(n 3 7) ~» H‘(Xn;z) est

déterminé par les formules

x. (n) si rdn+1

* ir
u’” x =
n ir{n*+1) 0 si r = n+1 »
L.1.5
yr(n) si r ¢n+1 y
u; yr(n+1) =
0 si r = n+1 .

52



*
Anneau de cohomologie entiere et KU -théorie

L.2. La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITICN L.2.1. -

(Z) Pour tout entier mn>1 , les éléments §1""’x2g forment une

base de H1(Xn;7)sn s U'homomorphisme de restriction

) S
o Bty P, 5N °

. . , . * = -
est un isomorphisme et on a l'égalité u X, =X

(Z2) Pour tout entier ny 2 , les éléments X.x. avee 1€ i¢jgee
ety forment une base de H2(Xn ; Z)Sn ; L 'homomorphisme ce

restriction

* 2, n+1 S +1 2 Sn
Un:H(Xn N T - ol &' Gy )
est un isomorphisme et on a les égalités UZ(ngj) = Zi X .
et U;'§ ='§.

Remarque. On peut facilement prouver [h] que les é&léments ii ij
1¢1€j€2g et ¥, considérés comme &léments de H*(Xn,Q) engendrent

q .
le sous-anneau H (X",Q)"n . Ce résultat devient faux si on remplace

€ par 2.

PROPOSITION L.2.2. - L'homomorphisme de rectriction.

v“: : H1(X(n+1);Z) —_— H1(X(n);2)
est un isomorphisme en degré 1 pour n> 1.

Preuve. - Si X est une surface de Riemanr de genre gy 0 , Xo = ¥ LZ*}
a méme type d'homotopie iqu'un bouquet de 2g cercles. Comme le

foncteur produit symétrique est compatible avec les homotopies, 3.3.8
prouve que

h.2.2.1. H*(Xo(n);ﬂ) est une algébre extérieure sur 2g éléments de
degré 1,tronquée en degrés > n. Comme Xo(n) est une variété topolo-
gique connexe, orientable, de dimension réelle 2n, la dualité de Poincaré

prouve que l'on a des isomorphismes
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. 2n-1i
L.2.2.2. Hz(xo(n);z) ¥ N 7°8 si néi¢en
0 autrement.

Ceci dit, nous pouvons écrire une suite exacte pour n>1
%

O=H:1Xo(n+1) —  E'x(n+1) — B, E'X(n) ~————$H§X0(n+1)

Cela prouve déjd que pour n21 , v: est injectif en degré 1. En
considérant 2.1.1. et 4.2.1 (ou en utilisant directement 2.1.2), on
voit que les groupes H1X(n+1) et H1X(n) ont méme rang 2g. Comme L4.2.2.2.
prouve que HiXo(n+1) est libre, on en déduit que v: est surjectif en

degré 1.

La proposition 4.2.2. prouve que pour n» 1, on a des isomorphismes
v-*
1 1 1 1 n 1
HX «—- HX(@) & L < BEXn) e—= HX(n+1) e—
Cela prouve aussitdt que H X(n) est libre de rang 2g. En outre, on
peut définir par récurrence sur l'entier n, une base X1(n)...X2g(n)

de H'X(n) en posant

X. (1) =x,
(1) =x
h,2.3. .
ol + = X Y
vy xi(n 1) i(n) avec 1g¢ig¢2g
etn>/1.
Avec 1'abus de notation qui consiste & oublier la lettre n dans la

notation xi(n), on a tout de suite la proposition :

PROPOSITION. L4.2.L. - Pour tout entier n 1 , l'homomorphisme image
réeiproque g

' (X2 — B ) "

est un isomorphisme. D'une maniére plus précise, on a les

égalités :

q_nxi=3'(i 1¢igc2g .

Preuve. - Elle se falt par récurrence sur l'entier n de fagon semblable

4 la démonstration de 3.3.6 (iii).

5k



Anneau de cohomologie entiere et KU® -théorie

COROLLAIRE . 4.2.5. - Pour tout entier n2 1 , 1'homomorphisme de
restriction

wg : #(X(n);7) —> Hx(Xo(n);Zﬂ-
est un émimorphisme. De plus, c'est un isomorphisme en degré 1.

Preuve. - En vertu de 4.2.2.1., il nous suffit de prouver que w: est un

isomorphisme en degré 1. Pour cela, considérons le diagramme commutatif

(H1X?)Sn restrict%sn (H1X2)Sn
A

X
% | CHES
H'X(n) —— H1Xo(n)

D'aprés L.2.k, q; est un isomorphisme. De méme, 3.3.6 (iii) prouve
+* . . . , .

que (qn}XE) est un isomorphisme. Enfin, il est clair que 1'homo-

morphisme de restriction (H1Xn)Sn —_— (H1X2) est lui sussi un

isomorphisme. D'ol le résultat.

PROPOSITION L.2.6. - Pour tout entier n»1 on a ure suite exacte

courte de Gysin.

(v ) w;;1
h.2.6.1. 0— E*(X(n);7) ——— H¥X(n+1);2)__ " H"(Xo(n+1);2)~—76/

ou (v;) est de degré +2. En outre, X(n) est sans torstor et pour
tout entier 0£ifn on a

i 2n-1i 2 2
rg B (X(n);2) = rg B (X(n)32) = (°%) + ($B,) +...
Preuve. - Puisque voos X(n) «— X(n+1) est une sous variété analy tique
complexe fermée de codimension 1, on a une suite exacte de Gysin illimitke
x
(vn)* i+2 v

. ) .
vev =5 HX(n) —— S H Y(n+1) _~‘3_Tl7 H1+2xo(n+1)_>,. B 1X(n)-—> .

D'aprés 4.2.5., w§+1 est un épimorphisme. On en conclut aussitlt que
4.2.6.1. est une suite exacte. lLa fin de la démonstration se fait

par récurrence sur l'entier n) 1 , en utilisant L.2.6.1. et L.2.2.1

. el e b
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4.3. Rappelons la propriété suivante, qui donne une interprétation
géométrique de l'homomorphisme de Gysin. Soit B une variété analytique
complexe et soit A une sous variété analytique fermée de codimension

1 de B. Désignons par i : A @—» B 1'injection canonique et J 1'idéal
de définition de A. Soit E un fibré (vectoriel) analytique inversible

de base B. Si k fibré E posséde une section analytique qui s'annule

exactement sur A, on a

Ll».3.1. C1(E) =i.),(1)

dans H2(B;Z). Un exemple important d'un tel fibré E est le fibré de
v

faisceau de sections J . Par exemple, considérons le cas B = X et

A =% (le point base de X). Désignons par la lettre L 1le fibré
analytique inversible de faisceau de sections 5 et par S une section
analytique de L telle que S(*) = 0. et S(X) # 0 si x€X . On a done,
d'aprés L.3.1., c1(L) = i*_(1)€:H2(X;W). Ecrivons un bout de suite
exacte de GYsin

ik
%) — > BX —— > H2Xo =0

Nécessairement, on a i,(1) = t y, v générateur de H2X. Quitte 2 remplacer

y par -y ., on peut supposer que l'on a
L.3.2. c () =¥

2
dans H™(X,2).

L'entier n > 1 étant donné, désignons par p; = Xn._—, X 1les n

projections 1&£i€n et posons

_
Li = pi L.

Sur le fibré inversible L,® ... 8L de base X, le groupe symétrique
Sn opére de fagon compatible avec son action sur la base. On constate

facilement que l'espace

4.3.3 En = L10...0Ln/8n

est canoniquement muni d'une structure de fibré vectoriel analytique

inversible de base X(n), pour laquelle on a un isomorphisme

* -
4.3.4. Q. En = L1®...0Ln
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Traduite en termes de classes de Chern | L.3.L. signifie que l'on a
dans HQ(Xn;Z)

L4.3.5. qfn‘ c(E) =Y. +...4y =Y.

Considérons la section pﬁ(s) 0...®p;(s) du fibré L1B...QLn au-dessus
de X°. Par passage au quotient, cette section définit une section
analytique du fibré E au-dessus de X(n), section qui s'annule exac-

tement sur X(n-1). Par conséquent, L.3.1 montre que l'on a dans
H2(X(n);Z)

4.3.6 (V _ . (1) = c (E) pour n>2 .

n-1"% 1

Prouvons aussi que l'on a
* =
L.3.7. v (v1)*(1) = c1(En) pour n>1

Puisque X(n) est sans torsion (4.2.6), le théoréme 2.1.1. prouve que
[y

4.3.8. L'homomorphisme de restriction q: : B¥(X(n);2) — E(xXH2) °

est un monomorphisme.

Par conséquent, il nous suffit de vérifier que pour n»1 , on a
¥ _*

q‘n Vn (vn)+(1) = (Z:]c1(En+1)

On peut écrire

Qf v (v ), (1) = o vEe (E ) L.3.6.
=up ooy, ¢y (Epq)

= uy (4.3.5)

=y (4.1.5)

= q} c,(E ) (4.3.5),

Pour n> 1, considérons 1'élément

y(n) = V’;(Vn)*(T) = 01(En)
de H2(X(n);2). On a donc
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jyﬁ) =y

x / =
L.3.9. l vn+1y\n+1)-y(n) pour n 1.

(La premiére assertion provient de 4.3.2, la deuxiéme est une conséquence
immédiate de L4.3.8 et 4.3.5 . Avec 1l'abus de notation .consistant 3

omettre l'entier n dans y (n) on a la proposition suivante

PROPOSITION L.3.10. - Pour tout entier np 2, l'homomorphisme image

réeiproque S
¢ :En),2) — E05,m 7

est un igsomorphisme. D'une manidre plus précise, les éléments
X%, 1¢icj{2g et ¥ forment wne base de E (X(n),2) et

on a les égalités

* T 3 ¢ -
X X, = X..X. =
e ( i J) 10 &Y v
Preuve. D'apréds L4.3.8., q¥ est un monomorphisme. Pour la surjectivité
P o j ,
2

il suffit de se rappeler qu'une base de (E Xn)sn est constituée par les
éléments Eiij 1¢icj¢2g ety (h.2.1. partie ii) et d'utiliser

4.2.4. ains: que 4.3.5.

PROPOSITION L.3.11. - Pour tout entier na1'1 , les éléments x1,...,x2g
et ¥y engendrent H*(X(n);2) en tant qu'anneau.

Preuwve.- Elle se fait par récurrence sur l'entier n de fagon analogue

& la preuve de 1.3.5.3.

THEOREME L.3.12. - Soit X une surface de Riemarnn de genre g> 0 . Pour
tout entier ny1 , soit An(g) 1 'anmmeau de MACDONALD. On a un

tsomorphisme d'anmeaux gradués

£: A () —> £ (x(n);2)

caractérisé par les égalités
£(x;) = x. (1€i€2g) et Ty =y.
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Preuve - La proposition 4.3.11 montre que 1l'on définit un épimorphisme

d'anneaux gradués.

o}
t=
[}

AXpseeeaXy) [v] 5 #*(x(n),?)

en posant

f(Xi) X 1¢41€2g et £(Y) = y.
Supposons avoir prouvé que f s'annule sur 1'idéal OL,, de E. Par

passage au quotient, on obtient alors un épimorphisme d'anneaux, encore

noté f,

x
T An(g) > B (X(n),Z)
. . . . . . *
qui est nécessairement un isomorphisme puisque An(g) et H (¥(n),?)
sont libres et ont méme rang en chaque degré (1.Z2.3. et L.2.6). Par
conséquent, tout revient & prouver que dans 1'anneau H*X(n) on a
q

= 0 dés que nA+nB+2nC+q = n+1

\
XpX2Z Y
Sachant (4.3.8) que qz est un monomorphisme, il revient au méme de

prouver que l'on a

*

q_nX

1 aq, _ . =
AXpEY ) = 0 sl ny+ng*en,tq = n+l.

* = % =
49N 117 g

¥ x! =Xl 4. .4x! 'o= .
qy x! iy Xin (on rappelle que i i+g,r-)
q:y = § = y1+"'+yn

Y. =2, =2 %% -F= 2 x . x (car v = x. . x'.).
9 23 i i*i ik®i *r¥Xir

k #L

PosonsA={11( ...clk-%, B={J1< ""Jbﬁ et C = {k*'("'(kci'

—-.-._.-'q

é ¥* qy _ s .
En développant qn(XAxézCY ) =x AX'gZ oY » on botient une somme de
A

monome de la forme
h.3.1 2.1 (x- X )(X! ...x'. ) (x x' e e x' )y .. .

te. e * g v

TPyt TP Ty oGyt TR Ty TRysy TKprgke BV b

avec r. # s; pour 1€ 1£2g. A cause des relations 4.1.2, pour qu'un mondme
4.3.12.1 soit non nul il est nécessaire que les indices Py-+-Pg> Qq+-Qy»
FaeesTys Sqsesess, et t1,...,tq soient deux & deux distincts. Comme ces

indices sont compris entre 1 et n, on en déduit que 1'on doit avoir

nA+nB+2nC+q5rh ce qui est impossible, vu que 1l'on a nA+nB+2nC+q=n+1.

Par conséquent, deux des indices au moins sont égaux, ce qui prouve le

résultat.
59



*
Amneau de cohomologie entiére et KU «théorie

§ 5. - KU THEORIE D'UN PRODUIT SYMETRIQUE D'UNE SURFACE DE RIEMANN.

5.1. - 81 X est un CW compact (ou un espace ayant méme type d'homotopie
qu'un CVW complexe compact), on désigne par AH(X) la suite spectrale

d'Atiyah-Hirzebruch
+
2T x) = #P(x,kupt)) = KUPTYx).

Dans un but de simplification, on utilisera désormais la notation K™(X)

pour désigner la KU™ théorie de 1'espace X. On rappelle que la notation

ch : K¥(x) > 1 (X;0)

désignera le caractére de Chern. Enfin, on note

g.: B (57) — HY(X;0)
1'homomorphisme induit par l'inclusion canonique Z~—> §.

LEMME 5.1.1. - Soit a¢ H1(X,Z) une classe de cohomologie entiére de degré 1

Alors il existe A e K (X) tel que l'on ait

cho = f‘*(a).

Preuve. - On considére le diagramme commutatif suivant, ol les fléckhes

horizontales sont les isomorphismes de suspension
B'% — > o5y
~
5.1.1.1. ch ch
HTPRIT (v ) —— ¥PAT (5 x,0).

Soit E un fibré inversible de base Y X tel que c,(E) = & agHg([ X37).

v
Considérons 1'€lément [E} -1 € HK°L X. On peut écrire

ch([E]-1) = a'%! at w4 %! ath + .,
avec a' ={,o"a = o P a . Puisque dans 1'enneau de cohomologie d'une

suspension le cup produit est trivial, il reste ch([E}-1) =g , a.
; s =1 .. ..
Si on définit € K X par la condition s = [E]-1, la commutativité §y

diagramme 5.1.1.7. prouve que 1l'on a

chal= 5-1 cho = &-1 ch([E]-1) =S~15—9,‘a= O 2.
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COROLLAIRE. 5.1.2. Soit T wn bouquet de k-cercles. Alors, pcur tcut

entier n> 1 le caractére de Chern induilt un isomorphisme d'anneaux

eh ¢ KX T(n) —» H*(T(n);2).

Preuve. - D'aprés 3.3.8, on a un isomorphisme d'anneaux gradués
<n
()T Al ,..t

k) ol tseeest, sont de degré 1. Puisque
H*(T(n),?) est sans torsion, @, permet d'identifier E¥(T(n),?)

3 un sous-anneau de H #T(n);Q). Appliquant 5.1.1. om sait qu'il

existe des €léments Q TR g K—1T(n) tels que cho(, =t 1€£1€ k.
Nous savons déjd que le caractére de Chern est injectif, puisque T(n)
est sans torsion. La démonstration sera terminée si nous prouvons que

les éléments a1,...,<yk engendrent X* T(n) en tant qu'anneau. Soit

A x .
done & € K T(n). On peut 8crire

1 1 1
= — ‘e +,.. PN
ch o i Pz(t1,...,tk) + (8+1)!132+i(t1,. ,tk) n!Pn(t1, ,tk),
oﬁi% ,...,Pn sont des polyndmes 3 coefficients entiers, homogénes de
degrés respectivement ) yee.sn . En vertu des théorémes d'intégralité,

ll! B (t1""’tk) est une classe entiéle, i.e E—!P" est un polyndme

i coefficients entiers. Par conséquent, on aura

1
Ch[d'[!Pz( “1""’%)} = (211)' P£+1(‘t1,...,tk)+...+—1—.P (t

par application répetée des théorémes d'intégralité et en utilisant
1'injectivité du caractére de Chern, on voit facilement que les polynd-

1 < .. .
mesIT,IQ ,...,&' Pn sont 4 coefficients entiers et que l'on & dans

k¥ T(n) 1'égalité

1

1
a=[!Pﬂ(a1’.."“k)+...+ ;!Pn(a1,_._,“ ).

k

5.2. - Dans ce qui suit, la lettre X désigne une surface de Riemann
compacte de genre g 2> 0. Puisque X(n) est sans torsion, en vertu de

5.1.1. 11 existe des &lé&ments d1(n),---,(xeg(n) de K—1X(n) tels que
l'on ait dans H1(X(n);2) 1'égalité

5.2.1. chai(n) = xi(n) 1£i¢2g .

. ~
On pose aussi, dans XK°X(n) ,

p (n) =[Enl -1
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ol E est le fibré analytique inversible de base X(n) défini par L.3.3,
Puisque on a poséy (n) = 01(En)6 H2(X(n);7), on a donc dans
BP® T (X(n) ;@)

1 2

5.2.2.2 ch$(n) = ¥y(n) + 3, ¥(n) +...+%

2! )"

' Y(n

Une fois de plus, nous omettrons systématiquement l'indice n dans

les notations o('i(n), lﬁ(n), ete...

PROPOSITICK 5.2.3. -

(1) Pour tout entier n21 , on a une suite exacte correcte

" de Gysin" Sl
(v n+1
5.2.3.1. 0—> K (X(n) o Kx(n+1) 255 KX (0#1) =0
(i1) Dans K X(n), on a les égalités
=P =V (v (1) pour n1 et
-p = (v L (1) pournze2.

(111) Pour tout entier n 1, les éléments 5(1 yeens ng et ﬂ

engendrent K'X(n) en tant qu'ameauz.

Preuve. - (i) L'injeetion canonique v X(n) &—> X(n+1) définit, en
KU théorie, un homomorphisme de Gysin, (vn)_, s K X(n) —> K*X(n+1) qui,
composé avec 1l'homomorphisme de restriction w:;1 : K'X(n41)—> K'“Xo(nﬂ),

donne 1l'homomorphisme nul. Les morphismes de suites spectrales

(vn)* : A E X(n) —— AE X(n+1)

%
LA A H X(n+1) —> AH X, (n+1)
induisent sur les termes E2 une suite exacte courte de Gysin

(V ),, w*
n nt1
> E2X(n+1) _— E2X0(n+1)-—% 0

0 —> E2X(n)

Comme les espaces ¥(n), X(n+1) et Xo(n+1) sont sans torsion, leurs
suites spectrales d'Atiyah-Hirezebruch sont dégénérées et par conséquent

on a une suite exacte courte

*
grad(v_)y gradv . -

+*
0 —» grad K (X(n) > grad K*X(n+1)\7 grad ¥ ¥ (n+1)-50

Pour conclure, il ne reste plus qu'ad se servir du lemme algébrique &vident

que voici

2
[AS]
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LEMME. 5.1.3.2. - Soient M' M,M" trois groupes abéliens filtrés,
f:M —>Met g: M—>M" deux morphismes de groupes cbéliens
filtrés. On suppose que l'on a
(7:) gof=o
(i2) M= UFPM et FPM = 0 dés que p est assez grand.

Dans ces conditions, st la suite
grad f grad g
gred M' > grad M —— =, grad M"

est wne suite exacte, il en est de méme de la sutite

f g
M — M -

= r’v"

Prouvons maintenant les formules de la partie (ii). Puisque le fibré
En posséde une section analytique au dessus de X(n) qui ‘annule exac-

tement sur X(n-1), il est bien connu f11 que 1'on =

(v el = MN_(E)= 1-(E] =-@ si n3y2

n-1
D'autre part, comme vg-En+1 = En , on déduit aussitdt de cette égalité
que l'on a aussi
- = - 3 = v*(1- = v 1 > 1.
$ 1 EEn Vn(1 [Enﬂ]) vn(vn)%(T) si nx
Prouvons enfin la partie (iii). La démonstration se fait par récurrence
sur l'entier n, de fagon analogue & la preuve de 1.3.5.3., en utilisart

les parties (i) et (ii). Le seul point délicat est le suivant

5.2.3.3. Les éléments w;;1‘]i , 1¢1i¢{ 2g, engendrent K‘Xc(n+1) en

tant qu'annesu.

Considérons le diagramme commutatif

»*
W
* +
K" X(n+1) ntl > K*xo(n+1)
ch ch
#

w
H (X(n+1),Q) _____E:l_;, H*(Xo(n+1),Q)

€3
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Ona chw* of. =w*_  ch K. =uw*
n+l 1

: 1
< .
n+1 1 n+1 X3 1¢1¢ 2g dans H (Xo(n+1)’m‘

D'aprés 4.2.5, les é&léments w:;ﬂ x, engendrent H*(Xo(nﬂ),z). Comme

. . * *
5.1.2. prouve que l'on a un isomorphisme ch : K Xo(n+1)-—>H (Xo(n+1);7),
*
+

orn en déduit que les &léments W

O(i , 1¢1€%g, engendrent K‘Xo(nﬂ)

en tant qu'anneau.

THEOREME . 5.2.L. - Sotlent X une surface de Riemann de genre g2 C et
n>» 1 un entier. Notant An(g) 1'anneau de MACDONALD, on a un

tsoemorphisme d'anneau

£ An(g)-———, K U™ %(n)

tel que £ X, =0, 1€i€2g et f£Y=/3,

Preuve. - Elle se fait de facon analogue & celle du théoréme L.3.12,
Puisque F*(X(n);2) est sans torsion, il en est de méme de K¥X(n).
D'autre part, en utilisant 5.2.3.1 et 5.1.2, une récurrence sur l'entier
n prouve gue l'on & rg K™X(n) = rg An(g). Par conséquent, posant
dans K X(n),

At =ot, 14ig2g et ¥ =& o - B

1+g b b

on voit qu'on est ramené 3 prouver que dans ¥ %(n) on a

it
(@)

q : =
O(AO‘B YC @ si nytno+2n +q = n+l.

Considérons le monomorphisme composé

ho: ¥¥%(n) ——-c:—y 1¥(%(n);Q) > An(g) ® Q.

On peut écrire, par définition méme des (J(i et de ﬁ

h(di) =xi
h(3’5)= Y+-;-!y2+...+%!yn=y.P.

- (X2 LI T 2
h(?(i)— 2. - (5,9 oot wn) = LtV Q.

La démonstration sera terminée si nous prouvons que dans 1'anneau
2 ol . .
+v ., = +n_+ +q = n+1. Aéve-
AnOQ on a X'A)%(Zi y Q)Cy 0 si n,+ng QnC q = n+1. S1 nous 48ve
loppons cette expresion, il vient

o



®*
Anneau de cohomologie entiere et KU -théorie

2 q ii 2ng c]y q
X X1(2 = ! . .
A B( ¥ -Q)(}' X Xpz e +{ zc')y Q+....+y Q .
C. 1
i
ol le symbole 2: signifie que la sommation se fait sur toutes les
€
parties Ci € C de cardinal n, = nc-i ( 0¢ig nC). Mais alors
i

i+q _ . _ . . B
Y = 0 puisque n +n +2n, + (2i+q) = nA+nB+2ﬁnC i)+(2i+g) = n+1.

L}
*a¥*p%c.
1 1

K
Pour finir, déterminons les opérations 9’ d'Adems dans K°X(n). Comme

K°X(n) est engendré, en tant qu'anneau, par les éléments o &vec

n o pair et 13 , tout revient & calculer O\JC&I’ et
'uff’)
Supposant toujours nU+nV pair, on a ch C&ch ' et par conséquent

ch(k2 (ny+ny ) A aw ), d'od l'on

on (o, o) = B0 )
déduit aussitdt 1'égalité
k
Yooty Xy
D'autre part, nous avons

v B =yl

1
= ( +r{ )
S Ky Ay

_ k
= [En] -1 (car E est de rang 1)

Fn résumé :

PROPOSITION 5.2.5 ~ Dans K°X(n) les opérations'!k d'Adams sont déterminés
par les formules

= kg(n

e
S
<

U V o, &, (nU+nV pair) ,

Y = (ef)f -,

65
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