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SUR LES APPLICATIONS DU TYPE ar—>anf

Henry MAILLOT

Introduction : Soient M une variété riemamienne (de dimension finie ou non), w
une forme différentielle de degré p sur M. ¥V x eM, (Vw)(x) est une application
linéaire continue de TxM dans ’espace vectoriel des formes p-linéaires alternées
continues sur TxM. Lorsque VxeM, (vw)(x) est dutype v -—>vb/\ S(x) ou

vb désigne la forme linéaire associée 2 v et S(x) une forme p-1 linéaire alternée
continue sur TXM, nous dirons que w est coéquiprojective. Dans [2] , nous étudions
guelques propriétés des formes différentielles équiprojectives et coéquiprojectives.

Le présent article est une étude algébrique et topologique des applications du type
ar—ya Al ou a et 8§ sont des formes multilinéaires alternées continues sur un
espace vectoriel topologique localement convexe séparé E.

Notations :

e.v.t. est mis pour espace vectoriel topologique sur K = R ou C;
e.l.c. pour e.v.t. localement convexe.

Si E est un espace vectoriel, E* désigne son dual algébrique. Si E est une.v.t.
E’ est son dual topologique.
Si E et F sontdesev.t., b (EF) =F etpourtout pe N*, t (EPF)
est ’espace vectoriel des applications p-linéaires alternées continues de EP dans F.
@  est un revouvrement de E par des parties bornées de E. Sauf mention du
contraire ¢/ (EP,F) sera muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
élémentsde @G P. c?,-lp sera mis pour T p(Ep,K).

N.D.L.P. Pour des raisons techniques, l'article ci-dessus qui devait &tre publié dans le
tome 8, fasc. 3-4 n'a pu &tre inséré que dans le tome 9 fasc. 3.
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Sur les applications du type oL—» cc A J
Si k€ N*, un élément de ci‘k(Ek,F) est dit polynomial s’il est combinaison
linéaire d’éléments du type (x1 yeers xk) —> (ulA ,\uk)(xl,...,xk) vV ou
Vi=l,. ,uLE et veF.
J k(Ek F) est I’espace vectoriel des éléments polynomiaux de ::'Z'k(Ek F)
3”0 (EY,F) = F et SDk est mis pour k(EkJK)
Siace .:l;p(Ep,F) et xl,...,xkeE on pose :

i a =i, ..i, a
Xk..-xl xk Xl

Si A et B sont deux ensembles, ?Fe (A,B) est I’ensemble des applications de A
dans B.

Si A est un ensemble et B un espace topologique ‘:‘ji‘(o(A,B) est ’ensemble des
applications de A dans B, muni de la topologie de la convergence simple.
Pour tout (kDHENAN telque k < £ et tout sous-espace vectoriel X de c7ﬂ'
c,l(g (X%, (:t ) est 'ensemble des applications de X dans c?t{ du type
S D a r——-> anS , avec SEJL% k-
[,{ (}. (J'é ) est ’espace vectoriel cil X ,c/‘& J) ) muni de la topologie de la
convergence sunple

Dans ce qui suit nous démontrons , entre autres, les résultats suivants :
Soient E un elc séparé , X un sous-espace vectoriel de 472 Kk tel que P kc}’
alors :

1) Si S est une forme p-linéaire alternée sur E telle que Vae ‘ka, ans
soit continue alors S est continue.

2) J’L (¥, c%’ ) ) est un SOus-es.pace fermé de “ﬁ ol ¥ ,c@ )

A
3) L’application S —» S de & p S A of X, 07& ) est un isomorphisme
bicontinu.

48 L: X—> cfe est une application linéaire telle que, pour tous
U,y dans E’, Ul/\L(ulA ...Auk) =0 alors L eolé(x R J;é)
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Sur les applications du typea —> a."?
Le cas particulier k=1 nous est fort utile dans [2-_\ . Il s’énonce :
Si L:E — % ) est une application linéaire telle que VueE uaL(u)=o
alors L estdutype u — unS ou S estun élément de cf'é_l complétement
déterminé par L.

Proposition 1 : Soit E un e.v.t. , (p,q)€¢ N<N , alors :
1) L'application (q,8)->a A de c’ép nc’éq dans c'«Z] p+q est
continue.

2) VxeE ,ix : 4’&Lp -— ¢?fp_1 est continue.

3) L'application (u},...u )—> ups ..au; de (EVP dans P
est une puissance extérieure p-€me de E’.

P

La preuve est laissée au lecteur.

Proposition 2 : Soient E unelcséparé , p e N, ¢: EP—> K une application
p-linéaire alternée. Supposons que :
1) p+1 ¢ dim E

2) YueFE ung=o0
Alors ¢ =z o.

Preuve. ¢ Si p=0 , peK et/ uaryp=ypu. Orilexiste u¢E’ telque u-£o
(Hahn-Banach). donc ¢ = o.

® Supposons p> 1 ;

Soit (xl,...,xp) c EP.Comme p+1¢dim E, il existe x € E tel que Xo
n’appartienne pas au sous-espace vectoriel de E engendré par X PoeeerXpy - Il existe
alors une forme linéaire continue u sur E telle que u(x o) =1 et .
Vizl,.,p u(x;) o (Hahn-Banach).

v

0 y D
r (ua @) (xo,...,xp): ~Z_ -1) u(xi) © (xo,...,xi,...,xp)

1<
= ‘p(x4 ,...,x?) «
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Sur les applications du type & —» @ A3

donc, d’aprés I’hypothése , ¢(x1,...,xp) =0. (C.Q.E.D.).

Corollaire : Soient E un elc séparé, (p,qQ)€ NXN, ¢: EP—s K une application
pinéaire alternée. Supposons que Yy e@q on ait Yyayp=0. Alors ¢ =o0.

Preuve.sSi q=0,0na lAayp= p=-o.

¢ Supposons q 1, ’hypothése entraine en particulier que pour tous Upyesu

q
dans E’ :
ull\ ver /\uq/\ =0
donc, d’aprés la proposition (2),
pour tous Upseslly dans E UA AV AY = o

d’ou, par une récurrence immédiate ¢ = o . (C.Q.F.D.).

Lemme : Soient E un elc séparé, k€ N*. Si kg dim E , il existe X5 Xp dans E
et uy,..up dans B’ tels que ui(xj) = aij‘

Ceci résulte du théoréme de Hahn-Banach.

Proposition 3 : Soient E un elc séparé, peN, S :EP— K une application p-linéaire
alternée, xl,...,xp+l&E et ul,...,up”eE’ tels que
Y ije {1,...p+]} ui(xj) = 5ij‘
Supposons que, Y ucE’ , uaSe aZi) +] - etsoit L [lapplication
u+~>uaS de E’ dans (/’l‘p+ 1 Alors :

)] St ixl L(ul) - ulr\ ixleL(u2)+--(-1)k-l ul’\ “uk_l'\ ixk le(uk)+

_1)P ;
+ (-1) UgA - Aup/\l x L(up+l) .

Xp+1 X1

En particulier S est continu.
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Sur les applications du type X—» & A §

Preuve. Démontrons d’abord le
Lemme : Pour tout (yl,...,yk)GEk et tout (vl,...,vk)e(E’)k tels que vi(yj): 5ij :

k. L .
an D lyk...yl L(Vk)" lyk_l...yl S"'VI(\ lyk...yl S.

Comme L(v1)= vl/\S :

iylb(vl):vl(yl)s-vlfxi S

Y1
De méme iyzL(vz): v2(y2)S - VoA iy2 S
d’ol ly 11y2L(v2): 1y18f VoA 1y11y2 S

Supposons que (1°) est vraie pour k=1,....,h et montrons qu’elle I’est pour
k=h+1:

Soient VirYpel € E et Vl""’vh*leE’ tels que pour tous i,j dans
{1,...,h+1} RRAER

D’aprés I'hypothése de récurrence :

h. — ,
D lyh+1...y2L(vh+l)’ ly S+Vh+l/\l

S
hlolyz yh +l i..y2
) s h. . .
d’ou : -1) L(v )=-i S-vy, 1Al S
lylyh‘f_l...yz hfl ylyh...y2 h’-l ylyh+l"'y2

. h+1. . .
ie. -7 L(vy ()=-1 S+ S
Yha1-Y1 h+i Yh-¥1 1th...yl

(C.Q.FD.).
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Sur les applications du type X—» XA

Achevons maintenant la démonstration de la proposition (3) :
D’aprés le lemme précédent pour tous k=1,...p+1

K. . : ,
D 1xk...xll’(uk)‘ Ty ..xls*uk’“xk...xl S:

k1

En multipliant les deux membres & gauche par UgA e AU et en sommant
pour k=1,...,pr1 on obtient (1), compte tenu du fait que i
xp‘_ 1%
(deg S=p)

(C.QE.D).

S:O

Corollaire : Soient E un elc séparé, p,kéN, S: EP—>K une application
p-linéaire alternée. Supposons que Yu Uy € F

u 1/\ ves /\uk,\ S€ 0¥k+p.

Alors S est continue.

Preuve. D’aprés I’hypothése pour tous u,,...,u; dans F’

Y Uy cFE’, U Mo .../\ukAS € ""z'zk-yp
donc, d’aprés la proposition (3) :
U/ o AURA Se °1~k+p-l
d’ou , par récurrence immédiate, Seu'?}p (C.Q.F.D)).

1 A
Proposition (4) : Soit (Lj)j cF une suite généralisée d’éléments de t/Zg (@k v k+p)
“ 4
VJe;‘J Yo e P L@ = ans ;  § e,

Supposons que (Lj) converge simplement vers une application de @k

dans K +p
Alors S] tend vers une limite S dans cf% P’
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Sur les applications du type &X—p X A j

En effet :

1) Supposons k =1. Le résultat découle de la proposition (3) formule (1),
appliquée a Sj et Lj , compte tenu de la continuité de /\ et des opérateurs ix'

2) Soit h>1. Supposons que la proposition soit vraie pour k=1,..., h-1 et
montrons qu’elle I’est pour k= h.

Vule E VB e 53h-1 R Lj(ul/\ B) = u ~ ﬁASj .
Fixons f et soit Mj P"application
de E’ dans Of'm_p

Les hypothéses impliquent que M- converge simplement, donc, d’aprés 1) ﬁASj
tend versun élément T € < ™ 1+p

Ceci étant vraj pour tout e € h-1 il résulte de I’hypothése de récurrence que S
tend vers un €élément S de GZ'I; (C.Q.F.D..

Soit £ un sous-espace vectoriel de <t K tel que ng c ¥ , alors .
Corollaire : (‘//l{ (X ,ﬂlk_'_p) est un sous-espace fermé de %’fpgo( X, ;’f k +P)

Ceci résulte de la proposition (4) et de la continuité du produit extérieur.

Corollaire : L’application S —> ,é\ de c/"z'p sur C/Zo(i Ol k +p) est un
isomorphisme bicontinu.

Preuve. 1) Le produit extérieur étant continu P'application S S de c'i dans
U/( (X ,LT kep) €St oontinue.

2) D’aprés la proposition (4) la bijection réciproque de S—?S est continue.
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Sur les applications du type &(—» KA ﬁ

Critére d’appartenance a (B, Ji-lp i1
Soit L . E’'— ¢.72,7p* | une application linéaire. S’il existe Seo‘é tel que
Vu €E', L(u) = uaS alors VueE , uaL(u) < 0.

Réciproquement soit L : E'—» :,“g p+l Une application linéaire telle que
¥ ueE’, uaLws=0 .

D’aprés un critére connu de divisibilité, Vue E’, 3 S, € Cf‘ép tel que
Lu)=z un Su .

La proposition suivante montre qu’en fait on peut trouver un S indépendant
de u (etunseul)telque VueE ,Lu)=unSs.

Proposition (5) : Soient E  un elc séparé , pe N telque p+1 < dim E.
L:E — c-‘é p+1 une application linéaire.
Supposons que YueFl s WA L(u) = 0 . Alors il existe un unique
S ect 'p tel que
YuePl , Lu) = uaAS.

Preuve. L’unicité de S résulte de la proposition (2).
1) Supposons E de dimension finie n.
Soit r= n - (p+1) . Considérons I’application
PRY( ) SRS G Ao

Upenllpy (=2 UgA .AULA L(ur-\-l)

¢ est multilinéaire. D’aprés I’hypothése J’associativité et I’'anticommutativité du
produit extérieur, ¢ est alternée.
D’aprés une propriété de dualité connue il existe Se cfi)(E,K) tel que : Vul""’ur«;le E*

‘p(ul,...,ur* 1) =upA ...»\rr+1/\ S

te. U ...Aur/\L(u TwALALL AS.

re 1
d’ou, en vertu de la proposition (2).

Vou €E* Lo, pD=u ) NS (CQFD).

2) Supposons E de dimension infinie.
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Sur les applications du type &x —» X A ﬁ

Lemme : Soient F un sous-espace vectoriel de E tel que pr25dim F ; uyveE’
telles que u',F;v\F .;Alors :

Lw)|FP*1_ L FP* !

Preuve du lemme. Soient XpreoXpy 1 ¢ F.Comme p+2gsim F il existe

Xp42 € F tel que X5+ 2 n’appartienne pas au sous-espace vectoriel de E engendré
par Xj,..., p+1 Il existe donc w< E’ telle que w(xp 2)—: 1 etpourtousizl,...p+l
w(x )= o (Hahn-Banach). Or d’aprés I’hypothése : wAL(u)=-uAL(w) donc

2
P! L)X e B D RGLNx ok

) V
Hpe ¥ T 5 “*ps 2

De méme :

p+
COP T Lty P 2 EDNGLONGE ot )

or Vizl,.,p+2 u(x) = v(x) (C.QF.D)).

Soit F un sous-espace vectoriel de E tel que p+2<dim F. Comme toute
forme linéaire sur F se prolonge en une forme linéaire continue sur E (Hahn-Banach),
il résulte du lemme précédent qu’il existe une application et une seule

L F—)o‘llp_’_l(F) telle que :

Vu €F LplF)= Laf P L

L’opération «restriction» étant linéaire , LF est linéaire. Par hypothése,V ucE’,

ua L(u) = o orla restriction d’un produit extérieur est le produit extérieur des
restrictions, donc :

\"uleF* » WA LF("I) = 0

Donc, d’aprés 1) il existe un unique élément SF de (7? p(F,K) tel que
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Sur les applications du typedl —» oA >
¥ u€F*  ,Lgu)=uASg

Soient F 1 ,F « deux sous-espaces vectoriels de E tels uque p+ 2<dim F1 et
p+2<dim F2.
Posons F3 = F1+ F 2 D’aprés des propriétés déja utilisées et I'unicité des SF. ,
Sp et Sp sont des restrictions de Sp_; donc elles coincident sur leur doaine
cor}nmun de géfmition. 3
I1 en résulte qu’il existe une application p-linéaire alternée et une seule S : EP— K
qui prolonge les SF (pour F décrivant I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E
tels que p+2 £dim F).

D’aprés la construction de S :

Yue B L) = uns
La continuité de S résulte alors de la proposition (3) (C.Q.F.D.).

Proposition (6) : Soient E un elc séparé, k, peN tels que p+k¢dim E.
Y : (E’)ké CZZ K+p une application K-linéaire alternée telle que :

pour tous uq,...,u; € E , U ";(ul’“"uk) =o0.

Alors il existe un unique S € C’ﬁ'p tel que pour tous Upsenlly cFE ,
w(ul,...,uk)= uA ...Auk/\S.

Preuve.

1) La proposition est vraie pour k=1 (proposition (5)).

2) Soit h >1 . Supposons la proposition vraie pour k= 1,...,h-1 et montrons qu’elle
I’est pour k= h.

Po]l:r tout ve E’, sﬁoit ‘l/v I’application (ul,...,uh_l) — «p(ul,...,uh_l , V)
de (EN"! dans % hep
D’aprés ’hypothése : Vul,...,uh_le B uAy,ug,esup )= 0 donc,
d’aprés ’hypothése de récurrence il existe Sv € c‘é p+1 tel que

Vul,...,uh_léE’ » Yy(Ug,eupe1) = UpA AU NSy .
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Sur les applications du type &X~¥» & AJB

Ainsi, pour tous Uypseeslip 1Y dans E’:
¢(u1,...,uh_l,v) SUNA AU A SV

Le ler membre étant linéaire en v, il résulte de la non dégénérescence du produit
extérieur que 'application v — Sv de E’dans "—gp*'-l est linéaire.

De plus, comme gest alternée, (1) implique pour up ;= v
UJA LA Up 9AVAS, O Ceci étant vrai Y ul,...,uh_zeE‘ :

VA Sv =0
donc d’aprés I’hypothése de récurrence, il existe S en‘p tel que : YveE , S v:v,\S.

L’égalité (1) s’écrit donc :

pour tous uy,...,uy ¢,V dans E’: sp(ul,...,uh_l,v) = UA AU AV AS .

(C.Q.F.D).

D’aprés la proposition (1) I'application (ul,...,uk) —> WA AU de (E’)k
dans fp g  ©stune puissance extérieure k-iéme de E’. La proposition précédente
peut donc s’énoncer :

Proposition (6°) : Soient E un elc séparé , k,pe N telsque p+k&dim E.
L: @k——? c’i’k +p une application linéaire telle que :

pour tous Uy,...,uy dpns E: ul/\ L(ulA...Auk) = 0.
Alors il existe un unique S éc'fp tel que

VaeD, . L= aas.
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