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COHOMOLOGIES DE CERTAINES FORMES SPHERIQUES

Jean-Marc BRAEMER

1. - INTRODUCTION.

1.1. Un vieux théoréme de W. Killing et V. Hopf montre que si M est une
variété riemannienne de dimension n 3 2, et K un nombre réel, ! est une
variété compléte connexe de courbure constante K, si et seulement si M est

isométrique 3 1l'une des variétés suivantes
s"/c ot G est un sous-groupe de O(n+l), si K> 0 ;

R"/G ol G est un sous-groupe de E(n) (groupe des déplacements ce
R si K=0;

m"/c oi E" est 1'espace hyperbolique de dimension n, et G est un

sous-groupe du groupe de Lorentz Ol(n+1).

Dans tous les cas, G opdre proprement, discontinument, ct librement sur

1'espace considéré.

Nous nous intéressons ici aux variétés de la premidre catégorie que l'on
appeliz les formes opiériques (et qui sont donc, 3 isométrie prés, toutes les

variétés riemanniennes complétes, connexes de dimension 3 2, et de courbure

”

constante positiv:).

Soit donc G un sous-groupe de O(n+l) opérant proprement, cdiscontinu-
ment et librement sur la sphére st ; puisque cette derniére est compacte, et

que l'opération de G est propre et discontinue, C est nécessairement finz.

Dire que G opére librement signifie qu'il opére sans point fixe, i.e.

que pour x€S" et sg G, sx = x implique s =1 (Voir [1)).

67



Cohomologies de certaines formes sphériques

1.2, Dans sa thése, G. Vincent se propose de classifier tous les sous-groupes
finis des groupes orthogonaux opérant sans point fixe sur la sphére corres-
pondantes. Pour ce faire, il est amené 3 considérer ces groupes comme images
de représentations fid2lece, orthogonales de groupes finis abstraits (i.e.
définis par générateurs et relations). Si = : T » O(n*l) est une telle
représentation, elle doit &tre supposée sans point fixe, i.e. 1 est le seul
élément de T dont l'image par m a +1 pour valeur propre (remarquons
d'ailleurs que cette condition entraine que = est fid&le). De plus, si =
est une telle représentation sans point fixe, et =m se décompose en une

somme de représentations irréductibles nl@ﬂz@ @‘Wk chaque L (1gigk) °*

est sans point fixe, et réciproquement.

1.3, Plus généralehent (voir [ )), la recherche des sous groupes finis des
groupes orthogonaux opérant sans point fixe sur la sphére correspondante, se
ramdne 3 la recherche des groupes finis admettant des représentations linaires
unitaires sans point fixe. Soit donc G un groupe fini, et p: G~ U(n)

une représentation unitaire sans point fixe de G, et soit pl,p2,,.,’pp un
systéme complet de représentations (unitaires) irréductibles de G ; alors

(ni€ iN)
et on a vu que, si n, # 0, p; est sans point fixe.

Si G est abélien, chaque Py est fidéle et de degré 1. G

1
isomorphe 4 un sous-groupe fini de U(l) =S ; si g est l'ordre de

est done
G, G
est donc le groupe des racines g-iéme de 1'unité, et G est un groupe
cyclique. Les variétés obtenues en faisant opérer sans point fixe de tels
groupes sur des sphéres sont les espaces lenticulaires, dont la K-théorie

(réelle et complexe) a &été &tudide dans (12),(13) et surtout {1k).

Si G n'est pas abélien, il résulte de ce qui précéde que tous les soug-
groupes abéliens de G sont cycliques. On démontre alors, cf. B) que de telg

groupes se caractérisent par 1'une des conditionms équivalentes suivantes :

68



Cohomologies de certaines formes sphériques

I) Tous les sous-groupes abéliens de G sont cycliques ;

II) Tout p-sous-groupe de G est soit cyclique, soit un groupe quater-
nionique généralisé ;

III) Les p-sous-groupes de Sylow de G sont de 1'un des deux types
suivant :

(a) tous cycliques (y compris les 2 sous-groupes de Sylow)

(b) cycliques si p # 2, quaternioniques généralisés si p =2

IV) G est & cohomologie périodique de période > O. [3]p. 262)

1.4. Rappelons que si m est entier > 1, le groupe quaterniontique généra-

li8é Q, est le groupe engendré par deux générateurs s et t soumis aux
relations :

s o1 % = g0 ;o est™l = g2l L gl

Ce groupe est d'orire 4m, et ses 3léments se mettent d'urne maniére unique
sous forme canonique r = skt° ou Osk¢2m-1 et a = 0,1.

Dans le cas o m = 2, le groupe Q, que 1'on note simplement Q, et
que l'on appelle le groupe quaternionique, est d'ordre 8 ; il est donc engen-

dré par deux générateurs s et t soumis aux relations :

I1 peut &tre identifid au sous-groupe {I 1, Ty, 2 i, 2k} de sp(D)

uvaternions de norme 1), ot s = i, t = j, st = k, d'ol son nom.
q ’ ] J’ ’

Ce groupe a pour centre 2Z(Q) = {l,sz} 3 2,, et a d'autre part trois

sous—-groupes d'ordre 4 : les sous-groupes cycliques engendrés par s, t et

st (notons que (st)2 = s2). Enfin, les classes de conjugaison de Q sont

données par le tableau suivant :
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On s'intéresse ici aux représentations linéaires unitaires sans point fixe

de Q et aux formes sphériques qu'elles permettent de définir,

1.5. Q posséde quatre représentations (unitaires) irréductibles de degré 1,

données par
S b— hd 1 t — A 1
que nous noterons respectivement
1 =£0 (s —=1,t —=1) ; 51 (s =1, t+=-1) ;Ez(s -1, t=1) ;£3 (s F=~1, t+=>_1) ,

La somme des carrés des degrés des représentations irréductibles de Q devant
Etre égal 3 8 (1'ordre du groupe), il ne peut rester qu'une représentation
irréductible de degré 2 ; elle est définie par :

i o o 1

S b= t =
] -1 -1 ©

On note p cette représentation,

Eor &1s 89 B4 n'étant pas fidéles n'opérent pas sans point fizxe sur

Sl. Par contre on vérifie sans peine que p est une représentation sans
point fixe (+1 n'Btant jamais valeur propre de op(r) pour reQ, r # 1). I1
résulte alors d'une remarque faite plus haut que, les seules sphéres sur

Slm—l

lesquelles Q opére sans point fize sont les sphéres ; @ opére sur

cette sphére au moven de la représentation np. Dans ce qui suit, on pose
p_ = np c'est une représentation unitaire de degré 2n ;

_ sén—l 4n-1

/Q, Q opérant sur S au mcyen de LI

]
|

2., - COHOOLOGIE ENTIERE ET COHOMOLOGIE MODULO 2 DE Lo

2.1. I1 est clair que Xn est une variété compacte connexe de dimension
(réelle) 4n-1. La suite spectrale suivante (Borel-Cartan) relie la cohomolo-

gle entiére de X i la cohomologie de Q :
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qu - Hp (Q’HQ(Sl‘n_l’z)) ma— HP"'Q(XH’Z)‘

Or, on connait bien la cohomologie du groupe Q (voir ( ) p. 253, ou ( )

p. 59). Q opérant trivialement sur Z, elle est périodique de période 4, et

donnée par les formules suivantes

1°(Q,2) = 2

B2 q,2) = 2, @1,
H4k+4(Q,2)_= 24
W2l <o

On vérifie d'abord, facilement, que pour tout reQ, det(p(r)) = +1 ; il

en résulte que 1'opération de Q respecte l'orientation de SAn—l, donc que
X est orientable, et

o _ ghn-1 _
HO (X ,2) = H ® ,7) = 2

D'autre part, le support de la suite spectrale ci-dessus réduit a

Bg"‘“'l 5 (Q,2)
0,0 BN
E2 ? . *
Y H (Q :m
Elm-l,o

2
Les seules différentielles é&ventuellement non nulles sont :

. pk,4n-1 k+4n 0
dn * Fan — E4n

On sait qu'il en résulte alors une suite exacte infinie :

o4 gko gk B (x_,2) ___#E§-4n+1, 4n-l__d, g+l e

On ne s'intéresse en fait qu'd Ock<4n-1, pour lesquels on a

ghoémel ol _
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et par conséquent

B, 2) 5 Ey° ¥ 0,

En résumé, la cohomologie entiére de X~ est donnée par :

H°(xn,z) = H"“”l(xn,z) =2

p s 2 = 0 si  0gk<2n
(2.1.1) ‘

B ) =2, @2,  si Ocken-l

H[‘k”‘(xn,z) - 7, si  Ogk<n-1

2.2. La cohomologie de X a coefficients dans Z, est alors immédiatement

donnée par la formule des coefficients universels :

0+ ak(xn,z) x 7. + Hk(Xn,Z/ ) + Tor(Hk+1(Xn,Z)22) +0

2
dont il résulte que

o} _ hn-1 _
EO(X_,2,)) = U X ,2,) = 2,

H4p+1

(X ,2,) = Tor(z, @®2,,2,) = 2, ® z,
hp+2
(2.2.1) E'P (x_,2,) = (2, +2,)012, = 2,d 2,
4p+3
H'P (X _,2,) = Tor(Zg,2,) = Z

2

4
HP(X ,2,) = 2,® 2, = 2,

3. - KU-THEORIE DE Xn.

3.1. Soit G un groupe fini, et soit RU(G) son anneau des représentations
(unitaires). Alors si p : G —>U(n) est une représentation unitaire de

2n-1

degré n opérant sans point fixe sur S , 11 résulte de 1'isomorphisme

de Thom en KU-théorie, une suite exacte :

(3.1.1) 0 » kw6 » ruce) % rue) > kO™ o) »0
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oi W est la rnultiplication par A_lﬁa), {(voir (5), p. 102 et suivantes).
Rappelons simplement que l'application naturelle RU(G) -+ KUO(Szn-IIG) est

définie de la maniére suivante : si ¢ est une représentation unitaire de G,

de degré k (k»1) G opére 3 gauche sur SZn-1x¢k’ au moyen de o sur SZn-l,

et au moyen de ¢ sur . L'espace quotient SZn—leck est un fibré

vectoriel complexe de rang k sur Szn-l/G, et l'application en question

fait correspondre a la représentation ¢ 1la classe de ce fibré dans
mo (SZD-I/G) .

3.2. L'anmmeau RU(Q) : En 1.5. nous avons trouvé les représentations irréduc-

tibles 1 = Eo, El’ 52, §3 et o de Q, qui donnent la structure additive

de 1'amneau RU(Q). La structure multiplicative s'obtient facilement par
produits tensoriels, et en utilisant le fait bien connu que deux représenta-
tions sont équivalentes si et seulement si leurs caractéres sont les mémes ;

on obtient alors la table suivante

1=¢_| & £, &y o
3 1 €q &y P
£y Eq 1 £, P
&4 £, 2 1 p
P ° ° ° RIS

Pour calculer la KU-théorie de Xn’ il convient donc maintenant de calculer

A% ¢
-]
A = -1\ P
-1°n pio (-1 %o,
oi AP

p, est la p-iéme puissance extérieure de P+ Comme p est de degré 2,

-,
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par conséquent

On sait que 1l'application Ae RU(Q) + RU(Q) est multiplicative ; il en

résulte alors immédiatement que

n
_1Py = (2-0)

11 faut mzintenant décomposer cette représentation (virtuelle) en représen-

tations 1irréductibles, Pour cela on remarque que :

I S T L ot o2k o k1

1+El+€2+€3) pour k31,
et un calcul simple montre que

-2 - - i
ey = 202 [P Lea)e 227he1) (g 0 re )27 )

que 1'on peut aussi écrire

n-2 n-1 n
Appg = 2772 [4+ @71 (Leg e e ,)-2")

3.3. Les notations &tant celles de 3.1., KUO(Xn) est donc isomorphe 3 1'anneau
quotient RU(Q)&ml{. Pour calculer ce quotient, on utilise le calcul des fac-
teurs invariants {voir par exemple (4.) p. 26). Plus précisément, on sait

qu'il existe une base Gor 915 995 O3, Oy de RU(Q), et des entiers

(ai)osisA non tous nuls (si Imyp # 0) tels que

- ay divise a1

-~ les aio1 forment une base de Imy.

I1 est clair que, si 1l'on trouve une telle base, et de tels entiers, on aura

P o
les générateurs du KU (Xn) avec leurs ordres.
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Pour faire ce calcul, il est pratique de prendre pour base de RU(Q),

non pas celle qui est formée par les représentations irréductibles, mais 1la
suivante :

]
1 = Eo, Ei = 51-1, E'Z - 52—1, a' = a-4 ot 1'on a posé a = 14.51,.,&24.&3

et enfin p' = p-2.

Dans cette base, A-lpn = 2n—2 ((2“‘1-1)a'-2“p')

e

d'autre part, a'gi = -45i , p'gi = _zgi ,

G'E'z = -4g, , p'E5 = =285

= )
Si x a°+a1£1+azf,é+a3a'+a4p'eRU(Q), aiez,
-2 [,,n-1
Y(x) = 2" &2 -l)c'—anﬂ (a°+a1£i+32£§+a3a'+aap') P
n-2 n-1 n n
Y(x) = 2 [4algi+432£é+((2 -l)ao+4a3—2(2 —l)aa)u'-Z (ao-Aaa)pq

Si f : RU(Q) + Z est une forme linéaire, f(Imy) est un idéal de Z
est donc de la forme Zaf ol

; 11
ag est un entier ; le probléme est de trouver

une forme linéaire g telle que zag soit maximal parmi les 2a_. Il est

f.
clair que 22 divisera tous les ag ; d'autre part, il est possible de choi-

sir les a; de telle sorte que

2" -1)a thay-20"-Da, = 1,

par exemple en prenant
n-3

a =-l,a; =a,=3 =0 et a, =2 °, si bien que, si 1'on appelle

pd3pl,p2,p3 et Py les projections canoniques de RU(Q) sur Z, et si 1'on
pose

O’o = G'+2np' )
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RU(Q) = 20, @ Ker p,, et

-2 ,
Imyp = 2 2" qo+1mgp(\ Ker Py .

Les &léments de ImynKer p, sont de la forme :
2Ma g£l+a g'-"n—z(a -4a,)p'
151732527 o 1347P /
< n-1 n
ou (2 —1)a0+4a3—2(2 _1)34 =0 -«

Si 1'on prend par exemple a, = a; =3, = 0 et a; =a, = 1, on voit qu'en

posant

o =&

L
92 52 /

RUQQ) = 2o @ 20y @ Zo, © Ker pynKer pynier p,

n-

Iny =22 200_@ 2 Znol @z Zno2 + Imyp Nler p3r\Ker pznﬁer Py ¢

Les éléments de Im\yNKer p,NAKer p,NnKer p,N sont de la forme :
v P3 Py 1

2n-2 '
-2 (ao-4a4) I ,

ol 1'on a toujours a; = a, = (Zn‘-l-l)ao-ﬂ;a:;-Z(2n-1)a4 =0 .

Cette dernire relation montre en particulier que a = doit €tre pair, et 1l'on

voit que ces relations peuvent &tre vérifiées en prenant ao-4a4 = 2 si

al =a,=a-= 0, a, = 2“'1_1, et a = 2(2“—1), ce qui permet de déterminer
Imy, en effet :
si 1'on pose 0y = p', alors

RUQ) = Zg (3] 7o © 20, @ 2o, @ 7.1

et

- n-
Imyg =z 2" %0 @22%, 02 2%,0z27" oy

11 résulte donc de la suite exacte (3.1.1) que
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2 % &) > -
F n>2 KO ) =27 -2 W 4 2n® 2 ,n ) :.72211_1

Isi n= 2 iz:Uo(Xz)

.
4

N Oyl
KU~ (s'/Q) =24@24@28

par contre, pour n = 1, il convient de refaire le calcul des facteurs inva-

. = o 3
riants précédent. Dans ce cas, Q opé€re sur §S
Py

au moyen de o, et

_1p = 2-p = =p' ; les éléments de Imy sont donc de la forme :

—nt 1 1 ' *
WP (x) p'(a +a B +abhtaqzal+a,n’)
- 1 t ] L
= 231£1+2a252+(2a3-a4)u +(Aaa—ao)p

et 1'on voit tout de suite que :

Imyp = 22, ® 228, ® 2' @ 2Zp', si bien que dans ce cas :

o Y 0,03
o)) - B0s*/0) - 2, @ 2,

ce qui achéve le calcul de la KU-théorie des espaces X

Remarque. - On sait qu'il existe une suite spectrale (Atiyah - Hirzebruch)
qui relie la cohomologie de Xn 3 sa KRu~théorie :

qu = ﬁp(xn,KUq(pt)) = kUp+q(Xn) qul dégénére dans notre cas.

Cette suite spectrale ne permet pas de calculer complétement ka(Xn) mais

on peut lire l'ordre de ce groupe sur la diagonale p+q = O ; on trouve en
effet que l'ordre de KU°(xn) est bien 27773

résultats précédents.

ce qui est conforme aux

3.4. Pour terminer ce paragraphe, il reste 3 calculer le noyau de ¥ qui

1 = L} L ] 1 ] -5 ¥4
donnera KU (Xn). Soit donc x ao+a161+3262+a3u +a,p un élément de RU(Q),

et regardons 3 quelles conditions \f(x) = (Q

-si n=1, il faut et il suffit que a; = a, = 0= 233-34 = 434-a°

i.e. a =a, = o, a, = 233 et a_ = 4a4 = 8a3 .
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Structure multiplicative de Eﬁ°(xn) : on l'obtient comme structure quotient gde
RU(Q) puisque l'application RU(Q) —— KU°(Xn) est un homomorphisme 4'anneaux

On trouve :

g i = ( gr+2” p')2 = b a'-2n+2(a'+2np')+22no' = -4 qg' = -4 g + 2n+203 ’
9 9 = -4 g )
Oo 02 = - h02 ’
g0, = (a '+ ") o = (2%-2) o' - 27*2 o =-2oo-5”1c3 ,
O'? = -2 01 )
0,0, = E! gy =0 -25? 2E,=0 - 20, —202-—2no3 ,
0, G =-20, )
og = -2 c% )

0203=—202.
§ 4. KO-THEORIE DE X -

L.1. RO(Q) et RSp(Q) : Soit RO(Q) (resp. RSp(Q)) 1l'anneau des représentations
réelles orthogonales (resp. le groupe des représentations quaternioniques) ge

Q. On sait qu'il existe des applications

r q
RO(Q S  RU(Q) T— Esp(Q)
c h

définies de la maniére suivante :

- si Oest une représentation unitaire de Q, r( 0) est la représentation
réelle sous-jacente & 0 , et q(0) = 00O 1y est la représentation "quaternifigen
de o©

- 8i W est une représentation orthogonale, c(T) =M 81, est la représen-

tation complexifiée de T .
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- enfin si © est une représentation quaternionique de Q, h(8) est la

représentation complexe sous—jacente.

Ces diverses applications vérifient les relations suivantes

re ¢ =qoh =2 ,

e,r( 0) = hea( o) = 0+_8,oﬁ T est la représen-
tation conjuguée de o. En particulier, c et h sont injectives, de plus,
c est un homomorphisme d'anmmeaux, ce qui permet d'identifier RO(Q) & un sous-
anneau de RU(Q), et RSp(Q) & un sous-groupe de RU(Q).

RU(Q) a pour base canonique les représentations irréductiblies § o 51 ,
£, » £E3 ot p. Les représentations irréductibles de degré 1 sont réelles.

Pour connaltre la nature de la représentation o', on calcule la somme

Sp = Z X (r2) (voir \_2} , p- 149) .
req P
. _ . _ . 2 2 2
Jeir =1sir=1lousir=s ,etr =85 dans tous les autres cas.
Comme -1 o
2y 2
p (s7) =
o -1 ’
2y _ - . s s -
Xp (s7) = =2, et Sp = -8, donc p est autoconjuguée i.e. pv oo

I1 en résulte donc que

c(r(p)) =p+ p=2p ,
donc 2 p est réelle.

Or, on salt que les représentations irréductibles réelles de Q appar-
tiennent & 1l'une des classes suivantes

- ¢(T) = o+ 0 ol ‘oest une représentation irréductible complexe non
équivalente 3 g :

- ¢{(W) = 2¢0 od 0 est une représentation irréductible complexe auto-
conjuguée ;

-c(M)=o¢ ol ¢ est une représentation irréductible complexe équi-
valente & une représentation réelle.

Nous connaissons ainsi toutes les représentations irréductibles réelles

de Q. Pour &viter les confusions, nous les noterons de la maniére suivante

- représentations de degré 1 : 1 = ng s n1(s»%1 » text)
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nyls = =1, te=1) et ny (51, t 5 - 1)

- représentation de degré 4 : © : @ —> S0(k4), définie par :

0 1 0 0 0 0 1 0

-1 0 0 0 0 0 0 1

s 7 0 0 o -1 vty 0 0 0
0 0 1 0 0 -1 0 0

et 1'on a les relations suivantes entre RU(Q) et RO(Q) :
e rzi) = Ei pour i = 0,1,2,3 et r(p) = 0.

En d'autres termes, comme sous—anneau de RU(Q),RO (Q) est engendré par
13519 %3 €3et 2p .

D'autre par*, pour des raisons &videntes de dimensions, 1, g1,g o et
53 ne sont pas sous-jacentes & des représentations quaternoniques, par
contre, il en est bien ainsi des représentations, 2 , 2§ 12 2t ss 28 3 et
p , comme on le voit sans peine puisque tout quaternion q se met de maniére

unique sous la forme
Z A

q= oi Z et Z' sont deux
nombres complexes. Il en résulte que :

4.1.2. Comme sous—groupe libre de RU(Q), RSp(Q) est engendré par 2, 2& q
2¢ 253 et p .

2 3

Fnfin, on vérifie que, dans RU(Q)

4,1.3. Le produit d'une représentation réelle par une représentation qua~

ternonique est quatermionique.

4.1.4. Le produit de deux représentations quaternmioniques est une repré-
sentation réelle.

80



Cohomologies de certaines formes sphériques

4.2. Soit G un groupe fini, et soit p : E = X un G-fibré vectoriel réel
de rang 4n, que nous supposerons quaternionique (pourqu'il soit orientable
en kO —Theorle), on note B(E) et S(E) les fibré en boules et en sphéres de

E et XE B(E)/S(E) 1'espace de Thom de E. En kOG—theorle, on a la suite
exacte

b, +3

kK0,”"" (B(E),8(F)) = KA’ch‘nJ’i (x%) —— X0 n+1(13(&:))_%1«31‘“"1 (S(E))

Notons i : X —> E la section nulle du fibré E. On sait alors construire un

homomorphisme de Gysin :

®, hn+1(E)

. i
i, @ KOG(X) —» KO, ,

~ § ” . -~ . .
oud KOG(E) est la KOG—theorle & support de E et qul dans ce cas est un 180-
morphisme. D'autre part

$ o\
KOG(E) =~ Ko, (x")
Si bien qu'on obtient un isomorphisme de Thom que nous noterons encore

i, : KOy (X) ~——> 'hn”(xE

_ bn+i
Comme d'autre part, si i~ : KO gn+l(B(E)) > xo (%) est induit par

i, on a

i (iy (¥)x) = yui™ (i,(x))

quels que soient x et y dans KOZ(X) ; en particulier
¥ (i, (5)) =y 171 4(1)

quelque soit y'eKDé(I). Posons

LR,
hp = i (1. (1)
. . . . .. .
les 1somorphismes 1, et 1 permettent donc d'écrire une suite exacte

(L.2.1) KOé(I)—L7 Kogh’”i(x) —_— Koh“ 1(s(r))

’

oi ¢ est la multiplication par Ag (voir 8] etl11])
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En particulier, si 1'on prend pour X un point, et i = -in K0°(pt) = RO(G)
est plus généralement G
RSp(G) si n est <Zmpair

KOéh?pt) =

RO(G) si n est pair ;
d'autre part si G opére librement sur S(E)
KO&(S(E)) = KO(s(E))G) .

Enfin (voir [ 9 1) s'il existe dans G un &lément central r, tel que

2= 1 et qui opére par antipodie, sur (S(E), l'application

KOG(pt) = RO(G) —» KOG(S(E))
est surjective. Par oonséquent,

- si E est une représentation réelle de degré un de G, supposée qua-
ternionique,

a) si n est impair, on a une suite exacte

A
(4.2.2) RSp(C) —mmimy RO(G) — KO(S(E)/G) — O  *

b) Si n est pair, , on a une suite exacte :

A
(4.2.3) RO(G) ——E 5 RO(G) ——» KO(S(E)/G) —> 0O .

Tout le probléme est de déterminer AE.

4.3. Posons 86 =nb ; O _est donc une représentation réelle de
degré ln opérant sur S!m_1 s commen " Le centre de Q est réduit a {1, 32}
et il est clair que
8(s°) = -ia
Soit En = S)m_1 deh——————7 Xn le @ibré vectoriel sur Xn associée § 1a
représentation 0 . Nous noterons g  ce fibré réel de rang L et nous
1'appellerons le fibré canonique sur X . Le fibré associé 3 la représenta-

tion en est le fibré ng n . 8
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Comme nous l'avons vu en 4.1., p , donc © est quaternionique ainsi que
)\_1p= 2- p; il résulte alors de 4.1.3 et 4.1.4 que )\_1(np) = (2-p)"
est réelle st n est patr et quaternionique si n est impair. D'autre part,

le diagramme

f pair) RO(Q) ——— RO(Q) ————yxo(xn) — 0

rTlc rTlc r lc
A (np
(L.3.1) rRO(Q) ———— RU(Q) ————KU(X )
qlx n rl/‘c rl"\c
A
(n impair) RSp(Q) __E__> RO(Q) — > KO(Xn) _— 0

est commutatif, si bien que :

- lorsque n est impair h(A4

)

- lorsque n est pair c(A E)

>‘_1(np) (

)\_1(1'10) ’

puisque ¢ et h sont injectives.

1) n est impair.

b= (mp )™ = (0P P2 [Py ar-2Po ) € rep(@)

: = + ' ' t ' Z18
Si x 2(&1O a1€_ 1*es £ p*es o ) + a, p ' est un €lément quelconque de
Rsp(Q), alors :

>
(>
|

1 1 -1 1 AN
g = (o112 [ha Erela B+ [(2° -1)ao+ha3—(2n-1)ah]a ~2"(a_-28,) 0] -
. n-1,.n-17y . , -1 '
Soit x. 8p = (-1)" 2% [ ha n' +ha ' +((2" ~1a tha -(2"-1)s)) P
- 2" (a%-28,) 0] < RO(Q) -

Un calcul de facteurs invariants analogue & celui de 3.3. montre que

1l'image de la multiplication par Ay est engendrée dans RO(Q) par 2n-1p +,

n+1 n+1 2n-1

2 '7'1 y 2 ?'-2 et 2 6' , donc

(5.3.2) |R°(x)=2 .e23__.ex oz ]
n Sh 1 2n+1 2n+1 22n-1

Sauf dans le cas ou n = 1 , AE = 2-p Y,
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x.AE = ha1 5'1 + ha2 5'2 = (ha3—ah) a' - 2(a0—2ah) p' J

1l'image de la multiplication par AE est alors engendréepar B', ©', L 5'1

s

et 4 E'Z et

-~

(4.3.2)" K0°(s3/q) = KO°(X,) = 7, o 7,

1

2) n_est pair

Ap = (2 )P = (- PR [(2“’1-1) a' - 2% pr] € RP(QO)

Si x = ao*a, €'1+a2 €'2+a3 a'+23u P’ est un &lémeut quelconque de RO(Q),

alors

x. B =(=1 a7 12072 g n' +hayn' ¢ ((2n—-1-1)a°+ha3—h(2n—1)ah) gr-2n!

: (20-82,) 0] .

On voit alors que l'image de la multiplication par ‘At est engendrée par

2n-2( B,+2n;j ) ) n

,2hm 2t et 22nTe.

.

Si bien que :

AL
(bL.3.3.)| KO°(Xx ) =2 07 &Z 0
n of 2 o oh

y 4
22n 1

.

Remarque. Pour les mé€mes raisons que dans le cas complexe on est en mesure de

donner aussi la structure multiplicative de KO°(Xn).

5. PROBLEMES D'IMMERSION ET DE PLONGEMENT.

On se propose maintenant d'appliquer les critéres de non-immersion et gde

non plongement d'Atiyah (voir 7.

5.1. Soit dome X = Shn_1/Q ol Q opére sur ghn- au moyen de la représentation

réelle ® . Si T(Xn) est le fibré tangent 3 la variété X, on & un isomorphisme

ng — T(Xn) &1

ou C'n est le fibré canonique sur X associé & la représentation ©, si bien

A/
que si Test la classe stable de T (X ), dans KO(X ), on a

T+ 1=n ¢ ,

8L
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ou ¢ est la classe stable du fibré T, (que nous avons encore noté Y3 plus haut).

Suivant Atiysh, posons G = (bn-1) - TGI?é(Xn)

et g' = C—h s
alors B = (hn-1)-[n( g '+l)+1)
\)°=-n§'
. . . 4n-1+k i _
Atiyah montre que si Xn est immergeable dens R alors Y (Vgy) =0
pour i> k 3 )
plongeable dans Rhn—1+k alors Y (Vo) = 0
pour i> k.
5.2. Y—structure :
Yo(vo) = Y lmg) ={v (el
Y0z = ¥ () = v, (g)e v, (-b)= v, ( )e( v, (107"
g+ & A g &0 Ty gh B/ Yy »
. P
Soit Y, (08 = (=) v (L),
or : (0 = L e atcn

i=o

r est la classe du fibré associé & la représentation 6 , et il est facile de
voir que, dans RO(Q), ®e =0, A\“e=2+8 |,

A e :

"
-

-
>J—-l
@

fl
@D
-
>
[¢v]
[}]
-
o
ot
>t
[es]
[}

0 pour ishk.

Pour plus de simplicité, continuons le calcul dans RO(Q)

(1-6)" v, (0) = (1-6) %+t (1-6)30+t2(1-t)2(2+ )+t 3(1-t)oet”

Soit Yt(ﬁ‘) 1+(8-L4)t+(8+8 —36)t2+(-8-26 +he)t3 + (L+B -2e)tl‘ ’

¥ (") = werta(g 1-307)t2-2(g 1-20 )t 3+ ( pr-2et)tt ¢

Cette expression de Yt(e') peut se modifier de la maniére suivante :

Yt(e') 1487t - 0't° + (@ '—29')(t2-2th+th) »

1+8't(4-t) + (' - 20') [t(1-t)12
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si bien qu'en posant 2z = t(1-t),

Yt(e') = 1+ 220" + z%0'° = (1+68'2)2,
Mors Y, (Vo) = [y (0] ™= (14 0ra)®
o0
x .. .
; =1+ X2y grigl(og)?
i=1 . :
. . . . (=]
1+J=k J,fl ‘—" - _ N « . . .
’ =1+ L 271 ?n) oril | 1 (ciydchyed
i=1 j= J
, 0 g C
: R A S I
] .=1 S 1 J
! i Yk
O .
k = L) EnFTRTEE etk
k=1 1 k-1 ’
T
RRLIN
ou [ E%l désigne la partie entiére de &%l Donc
5
i i - . .
(5.2.1) YV = Y (0T (A thet
. K+
T2
Or on sait (voir L4.2) que 0'" = (-1)11&1—1 (21_1—1) voo il e'
V4
d'od il résulte que :
K
vy = (0f X 2y [Ty petTe]
= k1
i'[ 2
K
. o 5ot . oom pin - )
(5.2.2) y*va)=(-0* | L 2RI B (e - L 21
k+1 k+1
1=[Tl 1=[_2_1

par conséquent :

1) lorsque n est impair :
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k
E 222 (B (1= o moa(2™)
i =153
(5.2.3) yk( Vo) = 0 &
et

2) Llorsque n est pair

S -
Alors KO°(Xn) est engendré par at+2” 1 o', n‘1 s n'2 et ©' qui sont

2 n

respectivement d ordre 2" y 27, 2" en-1

et 2 , et :

k . . .
Z::j R [ [ D REE- - )

PN

YE(vo)=(-1)k [

donc

(5.2.4.) y5v,) = 0&>

k . . . : -
Z:: [2n+1-3(21‘1_1)+221'3] ('?n)(kii) =0 mod(22n 1)-

i_[k+fl
2
Application & quelques cas particuliers :

1) n=1 ; X1 = S3/Q. @' et ' ont des images nulles dans EE(X1), par conséquent,
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dans ce cas, la dimension géométrique de X, est nulle, et X, est tmmergeable

1
dans IRh et plongeable dans R’.

2) n=2 ; X, = S7/Q est de dimension T , on sait alors que X2 est plongeable dans

2 13

R et immergeable dans R ; 11 en résulte que Yk(\)o) =0 si1 k7. Dans ce cas
n~1 ' ’Vo 3
@' +2° 8" est nul dans KO (Xe), donc

k

Yewe) =+ ), (BRI By Py e
<[ KL
R
R Zk: 223282 () (22 0 moa 8
Y ()= & " 3 i/ 'g-i/ = VMO
i=[ K1)
L i=1,, qi-2__y by, i .
évidemment 2~ (3.2 “-1)( i)(k_i)g O mod si i> kL.

Alors Ys(\)o) = Y'S(vo) '-'Yh(\’o) =v3w,) = 0

et Yo(ve) = 20' f0 .

I1 en résulte que X2 = ST/Q n'est pas immergeable dans Bg

dans lRw.

et n'est pas plongeable

~J
3) Si n=3 , les images de (3' et B8' dans KO(X,) sont respectivement d'ordre U

3
et 32. X3 = SH/Q étant de dimension 11 est immergeable dans 821 et plongeatle

dans IR22 , donc yk(\u,) = 0 si k »11. D'autre part

[ i-2,,i-1 -6y, 1

27 (27 " _)( i)(k_i) = O mod &
psal
vEve) =0 & ! T 21
W et
k .

2i-3 ,-6,, 1 | _

L 5 : 2 (757(,_;) = O mod 32 ;

2
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ces deux convergences sont réalisées dés que k 37 , ce qui assure dés que

Yk(\)o) =0 sik>7 ,
Yovo) = Pho) =0

par contre Yh(\)o) #0

X3 = S11/Q - n'est donc pas immergeable dans B1h

-~ n'est pas plongeable dans ﬂ15 .
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