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COHOMOLOGIES DE CERTAINES FORMES SPHERIQUES 

Jean-Marc BRAEMER 

1. - INTRODUCTION. 

1.1. Un vieux théorème de W. Killing et H. Hopf montre que si M est une 

variété riemannienne de dimension n >, 2, et K un nombre réel, M est une 

variété complète connexe de courbure constante K, si et seulement si M est 

isométrique à l'une des variétés suivantes : 

Sn/G où G est un sous-groupe de 0(n+l), si K > 0 ; 

IRn/G où G est un sous-groupe de E(n) (groupe des déplacements de 

IRn) si K = 0 ; 

Iir/G où K" est 1' espace hyperbolique de dimension n, et G est un 

sous-groupe du groupe de Lorentz 0^(n+l), 

Dans tous les cas, G opère -proprement, discon tintement, et librement sur 

l1espace considère. 

Nous nous intéressons ici aux variétés de la première catégorie que l'on 

appelle les formez ephériques (et qui sont donc, à isométrie près, toutes les 

variétés riemanniennes complètes, connexes de dimension ^ 2, et de courbure 

constante positiv-). 

Soit donc G un sous-groupe de 0(n+l) opérant proprement, discontinu-

ment et librement sur la sphère S n ; puisque cette dernière est compacte, et 

que l'opération de G est propre et discontinue, G est nécessairement fini. 

Dire que G opère librement signifie qu'il opère sans point fixe, i.e. 

que pour xe S n et se G, sx = x implique s = 1 (Voir ( l) ). 
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1.2. Dans sa thèse, G. Vincent se propose de classifier tous les sous-groupes 

finis des groupes orthogonaux opérant sans point fixe sur la sphère corres­

pondantes. Pour ce faire, il est amené à considérer ces groupes comme images 

de représentations fidèles^ orthogonales de groupes finis abstraits (i.e. 

définis par générateurs et relations). Si TT : T + 0(n+l) est une telle 

représentation, elle doit être supposée sans point fixey i.e. 1 est le seul 

élément de r dont l'image par TÎ a +1 pour valeur propre (remarquons 

d'ailleurs que cette condition entraîne que TT est fidèle). De plus, si TT 

est une telle représentation sans point fixe, et ÏÏ se décompose en une 

somme de représentations irréductibles T T ^ ® ^ © • • • ® ir̂  chaque TT ̂  (l^isk) * 

est sans point fixe, et réciproquement. 

1.3. Plus généralement (voir ( ) ) , la recherche des sous groupes finis des 

groupes orthogonaux opérant sans point fixe sur la sphère correspondante, se 

ramène à la recherche des groupes finis admettant des représentations linéaires 

unitaires sans point fixe. Soit donc G un groupe fini, et p : G •+ U(n) 

une représentation unitaire sans point fixe de G, et soit P 1 , P 0 , . . , , p un 
i l p 

système complet de représentations (unitaires) irréductibles de G ; alors 

P 

p = ^±Pi (njC IN) 

et on a vu que, si n^ ^ 0, est sans point fixe. 

Si G est abélien, chaque p i est fidèle et de degré 1. G est donc 

isomorphe à un sous-groupe fini de U(l) * S 1; si g est l'ordre de G, G 

est donc le groupe des racines g-ième de l'unité, et G est un groupe 

cyclique. Les variétés obtenues en faisant opérer sans point fixe de tels 

groupes sur des sphères sont les espaces lenticulaires3 dont la K-thëorie 

(réelle et complexe) a été étudiée dans (12^,(13) et surtout (1k). 

Si G n'est pas abélien, il résulte de ce qui précède que tous les sous-

groupes abéliens de G sont cycliques. On démontre alors, cf. (3) que de tels 

groupes se caractérisent par l'une des conditions équivalentes suivantes : 
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I) Tous les sous-groupes abéliens de G sont cycliques ; 

II) Tout p-sous-groupe de G est soit cyclique, soit un groupe quater-

nionique généralisé ; 

III) Les p-sous-groupes de Sylow de G sont de l'un des deux types 

suivant : 

(a) tous cycliques (y compris les 2 sous-groupes de Sylow) 

(b) cycliques si p ^ 2, quaternioniques généralisés si p » 2 ; 

IV) G est à cohomologie périodique de période > 0. [3]p. 262) 

1.4. Rappelons que si m est entier > 1, le groupe quaternionique génère-

lise est le groupe engendré par deux générateurs s et t soumis aux 

relations : 

2m . 2 m -1 2m-1 -1 
s « 1 ; t = s ; tst = s * s 

Ce groupe est d'ordre 4m, et ses éléments se mettent d'une manière unique 
k a 

sous forme canonique r = s t où 0sk$2m-l et a - 0,1. 

Dans le cas où m = 2, le groupe que l'on note simplement Q, et 

que l'on appelle le groupe quaternionique3 est d'ordre 8 ; il est donc engen­

dré par deux générateurs s et t soumis aux relations : 

s 4 = 1 s 2 = t 2 tst" 1 = s 3 

Il peut être identifié au sous-groupê {- 1, - i, - ], - k) de Sp(l) 

(quaternions de norme 1), où s = i , t = j , s t = k , d'où son nom. 

Ce groupe a pour centre Z(Q) • {l,s2} + ? 2, et a d'autre part trois 

sous-groupes d'ordre 4 : les sous-groupes cycliques engendrés par s, t et 
2 2 

st (notons que (st) = s ) . Enfin, les classes de conjugaison de Q sont 

données par le tableau suivant : 

1 s s 2 t st 

3 2 3 
s s t s t 
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On s'intéresse ici aux représentations linéaires unitaires sans point fixe 

de Q et aux formes sphériques qu'elles permettent de définir. 

1.5. Q possède quatre représentations (unitaires) irréductibles de degré 1, 

données par 

s I—• - 1 t » - 1 

que nous noterons respectivement 

1 - Ç Q (s i—l, t l—l) ; (s i-H, t ̂ - 1 ) ; S 2(s t ; $3 (s H-*-l, t ̂ - 1 ) f 

La somme des carrés des degrés des représentations irréductibles de Q devant 

être égal à 8 (l'ordre du groupe), il ne peut rester qu'une représentation 

irréductible de degré 2 ; elle est définie par : 

On note p cette représentation. 

Ç , Ç^, £3 n'étant pas fidèles n'opèrent pas sans point fixe sur 

S ^ " . Par contre on vérifie sans peine que p est une représentation sans 

point fixe (+1 n'étant jamais valeur propre de p (r) pour r€Q, r ^ 1). Il 

résulte alors d'une remarque faite plus haut que, les seules sphères sur 

lesquelles Q opère sans point fixe sont les sphères S^ n * ; Q opère sur 

cette sphère au moyen de la représentation np. Dans ce qui suit, on pose : 

P n - np c'est une représentation unitaire de degré 2n ; 

X = S /0, Q opérant sur S au mc-ven de p . 
n u r " n 

2. - C0H0M0L0GIE ENTIERE ET C0H0M0L0GIE M0DUL0 2 DE X . 
n 

2.1. Il est clair que X^ est une variété compacte connexe de dimension 

(réelle) 4n-l. La suite spectrale suivante (Borel-Cartan) relie la cohomolo-

gie entière de X^ à la cohomologie de Q : 
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= H P C Q . H ^ C S 4 1 1 - 1 . » ) ) — * HP + < l(X n,2). 

Or, on connaît bien la cohomologie du groupe Q (voir ( ) p. 253, ou ( ) 

p. 59). Q opérant trivialement sur 2, elle est périodique de période A, et 

donnée par les formules suivantes : 

H°(Q,Z) = 2 

H A k + 2(Q,Z) = Z'2 © 2 2 

H 4 k + 4(Q,Z) = 28 

H 2 k + 1(Q,Z0 = 0 . 

On vérifie d'abord, facilement, que pour tout r iQ, det(p(r)) = +1 ; il 

en résulte que l'opération de Q respecte l'orientation de S , donc que 

X est orientable, et 
n 

H° (Xn,2) - H 4 n"" 1(X n,20 = 2 

Dfautre part, le support de la suite spectrale ci-dessus réduit à 

E * ' 4 » " 1 , H*(Q,2) 

1 1 H*(Q,Z) 

_4n-l,o 
E 2 

Les seules différentielles éventuellement non nulles sont : 

D / : E * ' 4 " " 1 > E K + 4 N ' ° 

4n 4n 4n 

On sait qu'il en résulte alors une suite exacte infinie : 

... J U E K > ° — > E K - H K ( X ,3) — E K ~ 4 N + 1 '
 4 n - i — ^ E K + 1 » ° — * 

Z Xi L £• 

On ne s'intéresse en fait qu'à 0<k<4n-l, pour lesquels on a 

Ek-4n+l,4n-l = Q 
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et par conséquent 

H K ( X,2) + E k'° S H K (Q,Z0 

En résumé, la cohomologie entière de X r est donnée par : 

H ° ( X n , 2 ) = H 4 N " 1 ( X n , J ) = Z 

ir L(X ,1) = 0 si 0^k<2n 

(2.1.1) n 

I I 4 K + 2 ( X ,S) = 7t2 ® 22 si OSk$n-1 

H 4 k + 4 ( X ,») = 2Q si 0<k<n-l 

2.2. La cohomologie de X N à coefficients dans % 2

 e s t alors immédiatement 

donnée par la formule des coefficients universels : 

o + H K(x n,z) * z 2 i r(x n,* 2) + Tordr (x n,2)z 2) + 0 

dont il résulte que 

K ° ( X n . V « » *2 

H 4 P + 1 ( X N , Z ' 2 ) = Tor(^ 2 © Z 2 , 2 2 ) = 722 © Z 2 

(2.2.1) K 4 P + 2 ( X N , Z 2 ) = (Z 2 + Z 2)(x)z 2 = Z2®12 

H 4 P + 3 ( X N , Z ' 2 ) = Tor(^ g,Z 2) = V2 

H 4 p(x n,z 2) = z 8 0 z 2 = z 2 

3. - KU-THEORIE DE X . 
n 

3.1. Soit G un groupe fini, et soit RU(G) son anneau des représentations 

(unitaires). Alors si p : G -*U(n) est une représentation unitaire de 

degré n opérant sans point fixe sur S , il résulte de 11isomorphisme 

de Thom en KU-théorie, une suite exacte : 

(3.1.1) 0 •*• KU 1(S 2 n _ 1/G) + RU(G) £ RU(G) KU°(S 2 n' 1/G) + 0 , 
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où q> est la multiplication par A - ( p ) , (voir (5) , p. 102 et suivantes). 

Rappelons simplement que l'application naturelle RU (G) •+ KU°(S n " /G) est 

définie de la manière suivante : si a est une représentation unitaire de G, 

de degré k (k>l) G opère à gauche sur S^^xŒ^, au moyen de a sur S 2 n ~ \ 

et au moyen de o sur <C . L'espace quotient S^'^x T k est un fibre 
2n-l 

vectoriel complexe de rang k sur S /G, et l'application en question 

f a i t correspondre à la représentation o la classe de ce fibre dans 

¥X°(S2n-l/G). 

3.2. L'anneau RU(Q) : En 1 . 5 . nous avons trouvé les représentations irréduc­

tibles 1 - Ç Q , £¡2» £3 e t ° de Q , qui donnent la structure additive 

de l'anneau RU(Q). La structure multiplicative s'obtient facilement par 

produits tensoriels, et en utilisant le fait bien connu que deux représenta­

tions sont équivalentes si et seulement si leurs caractères sont les mêmes ; 

on obtient alors la table suivante : 

1 = *o 11 h I g 2 I h | 

h h h 1 p 

P P P P I H 1 + C 2 H 3 

1 

Pour calculer la KU-théorie de X , 1 1 convient donc maintenant de calculer 
n' 

X-l an : 

X .o = S (-l)pÀpo / 
- 1 n p=o v / n ' 

où X p p n est la p-ième puissance extérieure de p n # Comme p est de degré 2, 

A°P = 1 A^p = p X^p = det p 8 8 1 j 
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par conséquent 

t 

On sait que l'application \ : RU(Q) + RU(Q) est multiplicative ; il en 
résulte alors immédiatement que 

À-l pn = ( 2 _ p ) n 

I » 

Il faut maintenant décomposer cette représentation (virtuelle) en représen­
tations irréductibles. Pour cela on remarque que : 

P s 1 , P = 4 p et p = 4 ( 1 + 5 ^ 2 ^ 3 ) p o u r 1 0 1 > 

et un calcul simple montre que 

\_lPn - 2 n " 2 [(2 n- 1
+3)+(2 n- 1-l)(Ç 1 +Ç 2 +Ç 3)-2 np] 

que l'on peut aussi écrire 

KXPn - 2 n " 2 [A+(2 n' 1-l)(l+Ç 1 +Ç 2H 3)-2 np] 

3 . 3 . Les notations étant celles de 3 . 1 . , KU°(X ) est donc isomorphe à l'anneau 
quotient RU(Q^Cmvf. Pour calculer ce quotient, on utilise le calcul des fac­
teurs invariants (voir par exemple ( 4 ) p. 26). Plus précisément, on sait 
qu'il existe une base o Q f o^, O j , c^, °1| d e R U(Q)> e t <*es entiers 
( a ^ ) ^ ^ ^ non tous nuls (si Im\y 4 0) tels que 

- a^ divise a i +^> 

- les i forment une base de Im<4 . 

Il est clair que, si l'on trouve une telle base, et de tels entiers, on aura 
les générateurs du K U ° ( X N ) avec leurs ordres. 
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Pour faire ce calcul, il est pratique de prendre pour base de RU(Q), 

non pas celle qui est formée par les représentations irréductibles, mais la 

suivante : 

t 

1 « £ Q, Sj, * V2 = C 2-l, a
f » a-4 où l fon a pose a - H-Çj+Çj - 1^ 

et enfin p 1 * p - 2 . 

Dans cette base, X^p^ » 2 n ~ 2 ( ( 2 n" 1-l)a , - 2 n p f ) 

d'autre part, a'^ » -4Ç^ , p f Ç ^ » - 2 q 

a * « 2 " " 4 Ç 2 ' p , Ç 2 " ~ 2 Ç 2 ' 

a f p f * -2a' , 

a» 2 » -4a1 , p ' 2 » a f-4p f

 t 

Si x » a ^ a ^ + a ^ + a ^ ' + a ^ ' £ RU(Q), a i€2T, 

lf(x) » 2 n " 2 E2n"1-l)at-2np'] (a o+a 1Ç[+a 2C^a 3a'+a 4 p ' ) , 

if(x) - 2 n " 2 [4a iq^a 2q+ ( ( 2 n" 1-l)a o +4a 3 - 2 ( 2 n-l)a 4)a
, - 2 n(a o-4a 4 ) p t ] 

Si f : RU(Q) ? est une forme linéaire, f(Imq>) est un idéal de 71 ; il 

est donc de la forme 2?â  où a^ est un entier ; le problème est de trouver 

une forme linéaire g telle que 7a soit maximal parmi les Za f. Il est 
n-2 ^ 

clair que 2 divisera tous les a^ ; d'autre part, il est possible de choi­
sir les a^ de telle sorte que 

(2 n" 1-l)a o+4a 3 -2(2 n-l)a 4 « 1 , 

par exemple en prenant 

a Q • - 1 , a^ » a 2

 s a 4 * 0 et a 3 • 2 n ~ 3 , si bien que, si l fon appelle 

P 0>Pl>P2
, p3 e t P4 l e s projections canoniques de RU(Q) sur 2, et si l'on 

pose 

a * a f + 2 V , 
o 
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R U f Q ) = Z<3 ® Ker p 0 , et 

o ~ 

Im <f = 7 2 n ^a 0

+Ici^n Ker p^ 

Les éléments de Imv^rsKer p^ sont de la forme : 

2 n[ a i^ +a 2Çi-2
n- 2(a o-4a 4)p'] , 

où (2 n _ 1-l)a c+4a 3-2(2
n-l)a 4 = 0 < 

Si l'on prend par exemple a o = a^ = = 0 et a^ = aj = 1, on voit qu'en 

posant 

RU (Q) = VCQ @ 2o1 © Za 2 © Ker p 3AKer p ^ K a r p 2 ; 

I m ^ » 2 in~2°0®
 2 2n°l ® Z 2 n c r2 + I i n v f O K e r P 3nKer p2f\-er p̂ ^ . 

Les éléments de ImVf O Ker p^AKer p 2AKer p^A sont de la forme : 

- 2 2 n - 2 ( V 4 - 4 ) p ' , 

où l'on a toujours a^ = a 0 = (2
n *-l)ao+4a,j-2(2

n-l)a^ = 0 « 

Cette dernière relation montre en particulier que a Q doit être pair, et l'on 

voit que ces relations peuvent être vérifiées en prenant a Q-4a^ = 2 si 

ai = a 2 = a 3 = °* â 4 * -n""1-1> e t a

0

 = 2(2 n-l), ce qui permet de déterminer 

Im^p, en effet : 

si l'on pose = p', alors : 

MJ(Q) « Za Q © Sfoĵ  © 2a 2 © Zo 3 © Z.l 

et 

I m y = Z 2 n " 2 a Q © Z 2 n

a i © Z 2 n

0 0 © Z 2 2 n " 1 o 3 ' 

Il résulte donc de la suite exacte (3.1.1) que 
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si n>2 KU°(XJ = 2 0 ® 2 © 2 © Z 0 1 

2 n " 2 n 2 n 2 " 

si n = 2 KU°(X 2) = KU°(S
7/Q) = ^ @ 2 A © 2g 

par contre, pour n = 1, il convient de refaire le calcul des facteurs inva-
3 

riants précédent. Dans ce cas, Q opère sur S au moyen de p, et 

\ = 2-p = - p ' ; les éléments de Imvf sont donc de la forme : 

q>(x) = - p T ( a ^ a ^ + a ^ + a ^ ' + a ^ p ' ) 

- 2a xÇ[+2a 2Ç^(2a 3-a 4)a
1+(4a 4-a Q )p ' 

et l'on voit tout de suite que : 

Imvf = 22^ Q 22V2 © 2fa
f © Z p f , si bien que dans ce cas : 

8to°(X1) = KU°(S
3/Q) « V2 ® 2 2 ; 

ce qui achève le calcul de la KU-théorie des espaces X • 

Remarque. - On sait qu'il existe une suite spectrale (Atiyah - Hirzebruch) 

qui relie la cohomologie de X^ à sa Ku-théorie : 

E p q = î î P(X n,KU
q(pt)) & U P + q ( X n ) qui dégénère dans notre cas. 

Cette suite spectrale ne permet pas de calculer complètement 5fU°(Xn) mais 

on peut lire l'ordre de ce groupe sur la diagonale p+q « 0 ; on trouve en 

effet que l'ordre de KU°(X n) est bien 2 n " ce qui est conforme aux 

résultats précédents. 

3.4. Pour terminer ce paragraphe, il reste à calculer le noyau de qui 

donnera Kl^CX ). Soit donc x - a +a ,C!+a 0 C'+a 0a
f+a /p' un élément de RU(Q), 

n O 1 1 Z Z J 4 

et regardons à quelles conditions (x) » 0 : 

- si n « 1, il faut et il suffit que a i ~ a 2 = 0 = 2 a 3 ~ a 4 * * a4~ ao 

i.e. a 1 = a 2 = 0, = 2a 3 et a Q = 4a 4 « 8a 3 
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Structure multiplicative de KU°(Xn) : on l'obtient comme structure quotient de 

RU(Q) puisque l'application RU(Q) > KU°(Xn) est un homomorphisme d
fanneaux 

On trouve : 

o 2 = ( <x '+2n p ' ) 2 = -h a ' - 2 n + 2 ( a t + 2 n p ' ) + 2 2 n p ' = -h a» = -Ua + 2 n + 2 a ̂  • 
o o 3 

o 1 1 ' 

a c l = - h a _ ' 
o 2 2 

a a =* (a ' + 2 np ' ) p' = (2 n -2) a' - 2 n + 2 p» » - 2 a q - 2 n + 1 a 3 y 

° 1 = " 2 °1 ' 

a i ° 2 = ^ *2 = a ' ~ 2 Ç 1 " 2 Ç 2 = ao " 2 Q 1 " 2 ° 2 " 2TÏ°3 ' 

ffi V 2 a i ' 

a 2 = - 2 

^ ° 3 = " 2 0 2 • 

§ U. KO-THEORIE DE X 
n 

RO(Q) et RSp(Q) : Soit RO(Q) (resp. RSp(Q)) l'anneau des représentations 

réelles orthogonales (resp. le groupe des représentations quaternioniques) de 

Q. On sait qu'il existe des applications 

R0(Q) s ; RU(Q^ < > RSp(Q) 
c h 

définies de la manière suivante : 

- si a est une représentation unitaire de Q, r( o ) est la représentation 

réelle sous-jacente à o , et q( a ) = 0 9 1 ^ est la représentation "quaternifiée" 

de a . 

- Si T est une représentation orthogonale, c(TT) = 1t est la représen­

tation oomplexifiée de 7T . 
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- enfin si & est une représentation quaternionique de Q, h(0) est la 

représentation complexe sous-jacente. 

Ces diverses applications vérifient les relations suivantes : 

r Q c = q Qh = 2 , 

c 0r( o) = h Qq( a) = a + 0 , 0 1 1 a est la représen­

tation conjuguée de a. En part iculier, c et h sont invectives, de plus, 

c est un homomorphisme d'anneaux^ ce qui permet d'identifier RO(Q) à un sous-

anneau de RU(Q), et RSp(Q) à un sous-groupe de RU(Q). 

RU(Q) a pour "base canonique les représentations irréductibles Ç q , £^ , 

^2 ' ^3 e t P * L e s représentations irréductibles de degré 1 sont réelles. 

Pour connaître la nature de la représentation p' , on calcule la somme 

S Q = £ X n (r
2) (voir U] , p. 1U9) . 

M r € Q P 

2 2 2 2 
Ici r = 1 si r = 1 ou si r = s , et r = S dans tous les autres cas. 

Comme / - 1 o \ 

>iH J . 
2 «-

Xp (s ) = - 2 , et Sp = - 8 , donc p est autoconjuguée i.e. p , a / p 

Il en résulte donc que 

c(r( p ) ) = p + p = 2 p , 

donc 2 p est réelle. 

Or, on sait que les représentations irréductibles réelles de Q appar­

tiennent à l'une des classes suivantes : 

- c(K ) = a+ a où aest une représentation irréductible complexe non 

équivalente à 6" : 

- c(TT) = 2<-o où 0 est une représentation irréductible complexe auto­

conjuguée ; 

- c( 71* ) = a où a est une représentation irréductible complexe équi­

valente à une représentation réelle. 

Nous connaissons ainsi toutes les représentations irréductibles réelles 

de Q. Pour éviter les confusions, nous les noterons de la manière suivante : 

- représentations de degré 1 : 1 = n , n ^ s ^ l , t^pA) f 
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n 2(s ^ - 1 , t . - * ? 1 ) et n 3 (s > - > - 1 , t - 1 ) 

- représentation de degré k : 9 : Q * S 0(U), définie par : 

/ 0 1 0 0 \ / 0 0 1 0 \ 

- 1 0 0 0 0 0 0 1 

0 o 0 - i / t f ^ - i 0 0 0 

\ 0 0 1 0 ' 1 0 - 1 0 0 / 

et l'on a les relations suivantes entre RU(Q) et R0(Q) : 

C C N ^ ) = ^ pour i = 0 , 1 , 2 , 3 et r(p ) = 0 . 

En d'autres termes, comme sous-anneau de RUfQ^RO (Q) est engendré par 

v ^, K 3 et 2 p . 

D'autre par4:, pour des raisons évidentes de dimensions, 1 , , Ç et 

ne sont pas sous-jacentes a des représentations quaternoniques, par 

contre, il en est bien ainsi des représentations, 2 , 2 ^ ^ , 2 ^ ^ , 2 Ç ^ et 

p , comme on le voit sans peine puisque tout quaternion q se met de manière 

unique sous la forme 

r z' ) 

q = / / où Z et Z» sont deux 

\ -Z f Z / 

nombres complexes. Il en résulte que : 

U . 1 . 2 . Corme sous-groupe libre de RU(Q), RSp(Q) est engendré par 2 , 2 Ç 

2 Ç 2 , 2 Ç 3 et ç> . 

Enfin, on vérifie que, dans RU(Q) 

4.1.3. Le produit dfune représentation réelle par une représentation qua-

ternonique est quatemionique. 

U . 1.U. Le produit de deux représentations quatemioniques est une repré­

sentation réelle. 
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U . 2 . Soit G un groupe fini, et soit p : E X un G-fibre vectoriel réel 

de rang Un, que nous supposerons quaternionique (pourqufil soit orientable 

en kOç-Théorie), on note B ( E ) et S(E) les fibre en boules et en sphères de 

E et X 2 = B(E)/S(E) l'espace de Thom de E. En kO -théorie, on a la suite 
G 

exacte 

K 0 j i > + i ( B ( E ) , S ( E ) ) = K 0 ^ n + i ( X e ) > Ko£ n + i ( B(E)) ^ K C > + I ( S ( E ) ) . 

Notons i : X ^ E la section nulle du fibre E. On sait alors construire un 

homomorphisme de Gysin : 

: K o j ( X ) — * K D f ' U N + I ( E ) , 

où KO (E) est la KO -théorie à support de E et qui dans ce cas est un vso-
G G 

morphisme. Dfautre part 

K O ^ ( E ) ^ K 0 G(X
E) . 

Si bien qu'on obtient un isofnorphisme de Thom que nous noterons encore 

: K O * ( X ) K'OJTV). 

Comme d'autre part, si i* : K0n

n 1(B(E)) 5> KO est induit par 

G 
i, on a 

(i* (y).x) = y.i* (i,(x)) 

quels que soient x et y dans KO^(X) ; en particulier 

i* (i* (y)) = y i * ( i * ( 0 ) 

quelque soit y c K O ^ ï ) . Posons 

A E = i* (i, (1)) 

les isomorphismes i^ et permettent donc d'écrire une suite exacte 

(H.2.1) K D J ( X ) — ^ K 0 ^ n + i ( X ) > KO^ n + i(S(E)) , 

où <)> est la multiplication par à . (VoirT^! et Tl l3 ) « 
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En particulier, si l'on prend pour X un point, et i = -Un KO°(pt) = RO(G) 

est plus généralement 

' RSp(G) si n est impair t, 

KO'^pt) = < 

^ RO(G) si n est pair « 

d'autre part si G opère librement sur S(E) 

K0^(S(E)) = KO(S(E))G) • 

Enfin (voir [9 1 ) s'il existe dans G un élément central r, tel que 
2 

r = 1 et qui opère par antipodie\ sur (S(E), l'application 

KOG(pt) » RO(G) > K06(S(E)) 

est surjective. Par conséquent, 

- si E est une représentation réelle de degré Un de G, supposée qua­

ternioni que, 

a) si n est impairj on a une suite exacte : 

(U .2.2) RSp(G) . * ,> R0(G) » KO(S(E)/G) » 0 

b) Si n est pair, , on a une suite exacte : 

A 
(U .2.3) RO(G) - > RO(G) * KO(S(E)/G) > 0 • 

Tout le problème est de déterminer A . 
E 

U . 3 . Posons 6 = n 9 ; 0 est donc une représentation réelle de 

degré Un opérant sur S , comme ^. Le centre de Q est réduit à £ 1 f 

et il est clair que 

8»(s2) = -id 

Un-1 U 

Soit E • S xJR > X le flibré vectoriel sur X associée à la 
n n n ^ 

représentation 9 . Nous noterons ç ce f ibre réel de rang U et nous 

l'appellerons le fibre canonique sur X r . Le f ibre associé à la représenta­

tion 9 est le f ibre nr 
n n Q o 
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Comme nous 1 ! avons vu en p , donc 9 est quaternionique ainsi que 

X p = 2- p ; il résulte alors de U. 1.3 et U. 1. h que X ^ ^ n p ) = (2- p ) n 

est rêeVle si n est pair et quaternionique si n est impair. D'autre part, 

le diagramme 

A E 
b pair) R0(Q) - - y RO(Q) >KO(X ) ^0 

t î A n 

r c r c r c 
•* X (np) J' J' 

(U.3.1) R0(Q) - » RU(Q) *KU(X ) > 0 

t t ? 
q n r c r I c 

(n impair) RSp(Q) ^ R0(Q) ^ K0(X n) > 0 

est commutât if, si "bien que : 

- lorsque n est impair h(.A ) = X (n p ) , 

- lorsque n est pair c(A ) = X (np ) / 

puisque c et h sont injectives. 

1 ) n est impair. 

A£ = (2-p ) n = (-l)n-1 2 n - 2 [(2 n" 1-D a'-2 np •] € RSp(Q) . 

Si x = 2(a^+a^ £ ' i + a2 ̂ >'2+a3 + a U p ' e s ^ ^ ^^^ m e n* t quelconque de 

RSp(Q), alors : 

x. A e = ( - i ) n - 1

2

n - 1 [u*£\+ha.Ji'2+ [ " (S* " 1 - ! )aQ+Ua 3-(2
n-1 )au1cx ' -2 n(a Q-2a u: p'J . 

Soit x. A£ = (-l)
n" 12 n" 1 [ W L T ' l ^ a 2 T ï

2 + ( ( 2
n " 1 - l ) a o ^ a 3 - ( 2

n - l ) a u ) P ' 

- 2 n" 1(a°-2a f) 0 '] G R0(Q) • 

Un calcul de facteurs invariants analogue à celui de 3.3. montre que 

l'image de la multiplication par Ap est engendrée dans R0(Q) par 2 n 1p*> 

2 D + 1 r , . 2 n + 1 7' £,et 2

2 n- 1e' , donc : 

"" 3' 2 ) l S 6 ° ( X ° ) ' V 1 * V ' V ' * v ~ 
Sauf dans le cas où n = 1 A_ = 2- p / 
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x.û E - U & 1 + Ua 2 Ç ' 2 = (^a3-ai+) a- - 2(ao-2â ) p' ; 

l'image de la multiplication par est alors engendréepar 6 ' , 8', k Ç'^ ; 

et k C 1

2 et 

— 7'" 

(U.3.2)1
 K O ° ( S 3 / Q ) = IRA°(x ) = ^ © ^ 

2) n est pair 

A E = (2 - p )
n = (-l)n~1 2 n ~ 2 [(2 n~ 1-l) a' - 2 n p ' l fi RP(Q°) . 

Si x = ao+a^ Ç'^"*"^ ̂ '2 + a3 a , + 2 a l | p : e s t ^ élément quelconque de R0(Q), 

alors : 

x. A E=(-i )n"12n~2[uai i T 1 + U a 2 n,

2+((2n"^l)a0+Ua3-M2n-l)alt) 6 ' -2 n _ 1
 (a 0 - 8 a u ) p •] . 

On voit alors que l'image de la multiplication par ^ est engendrée par 

2n"2( 6 ' + 2

n - 1 6 ; , 2n n - 1 , 2n n ̂  et 22n"1 6 ^ 

Si bien que : 

n' 2n-2 2 n 2n 22n-1 

Remarque. Pour les mêmes raisons que dans le cas complexe on est en mesure de 

donner aussi la structure multiplicative de KO°(X ). 
n 

5. PROBLEMES D'IMMERSION ET DE PLONGEMENT• 

On se propose maintenant d'appliquer les critères de non-immersion et de 

non plongement d'Atiyah (voir [ 7 ] ) . 

5.1. Soit donc = S* n 1 / Q OÙ Q opère sur S^ n 1 au moyen de la représentation 

réelle n6 . Si T (X^) est le fibre tangent à la variété X^, on a un isomorphisme 

n ç n -s. T ( X n ) » 1 , 

où Ç est le fibre canonique sur X associé à la représentation 8, si bien 
n n ^ 

que si Test la classe stable de T (X n), dans KO(X ), on a 

T + 1 = n Ç / 
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où Ç est la classe stable du fibre ç n (que nous avons encore noté plus haut). 

Suivant Ativan, posons \̂  = (Un-1) - TCK6(X n) 

et V = ^ 

alors \fc = (Un-l)-[n( ç'+U)+ï] / 

v 0 = -n ç » 

Atiyah montre que si est immergeable dans IR^n alors v

0 )
 = 0 

pour i > k ; 

plongeable dans 1 + k alors Y^( v 0 ) = 0 

pour i> k. 

5 .2 , -^structure : 

Y t( vo) = Y t(-n ç') » [ Y T R Ç ' ) ] -n , 

Y t( ç') = Y T ( ç - 1 0 = Y t( ç). Y t(-U)= Y T ( Ç ) . ( Y t ( D ) " U , 

Soit Y T ( C M = (l-t) U Y T ( C ) . 

Or : Y T ( Ç) = Z tVd-t)1 X i( ç) ; 

i=o 

ç est la classe du fibre associé à la représentation © , et il est facile de 

voir que, dans RO(Q), # 6 = 1 , X1e = 0 , X 2 © = 2 + 6 , 

x 3 e = e , x = 1 et x1e = o pour i>U. 

Pour plus de simplicité, continuons le calcul dans RO(Q) : 

0-t) 1* Y t (o ) = d-t) l t+t(i-t) 3e+t 2(i-t) 2(2+ )+t 30-t )e*t U » 

Soit Y t(«') = 1 + (6-i+)t+(8+e -3e)t 2 +(-8-23 +Ue)t3 + (k+B-2Q)tk , 

Y t (e * ) = i+e't+($ ' - 3 e')t 2 - 2 ( B '-2e')t 3+( B ' - 2 e ,)t u • 

Cette expression de Y t(9*) peur se modifier de la manière suivante : 

Y t(9') = 1+e»t - O't
2 + (e » - 2 e ' ) ( T 2 - 2 t U + T S > 

= 1+6't(4-t) + (p« - 2e«) [ t d - t ) } 2 
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si bien qu'en posant 2 z = t(l-t), 

Y ' (e*) = 1 + 2zQy + z2e»2 = (1+0'z) 2. 

Alors , Y t ( V o ) = [ Y

t(
e ')]" n • <1 +

 e'z)" 2 n 

CO 

J - 1 + Ç ^ ' V F 1 ) E ' V D - t ) 1 K U i = 1 • 2 2 = i ( - 2 n ) 9 - v f r H)J (h t J 

i-1 1 [j-0 J 

- i î r n 1 ° [ k+1A * k+1 

~2~1 désigne la partie entière de . Donc : 
k • • • • 

(5 .2 .1) Y k ( v 0 ) = J! (-l ) k _ 1 2 _ 1 ( " 2 n ) ( v

1 . ) 0 ' 1 

. k+1 1 k _ 1 

1
 = — 

Or on sait (voir U.2) que S' 1 = (-1 ) lii l - 1 [ ( 2 l _ 1 - 1 ) jS ' - 2 1 " 1 9'j , 

d'où il résulte que : 

T

k ( v 0 ) = ( - i ) k £ 2 i- a("? n)( k

i.) [ ( 2 i - 1 - D ^ - - 2 i - 1 e . l / 

(5 .2.2. ) Y

k(vo)=(-D k
 L 2 i " 2 ( 2 i - 1 - D ( - f ) ( k

i . ) f - t 2 2 i " 3 C f K ^ . ) S - j 

par conséquent : 

1) lorsque n est impair : 
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2 i - 2 ( 2 i - 1 - D ( - F ) ( K I . ) S O mod(2 n- 1) 

(5.2.3) yk{ v0) = 0 ^ J 
\ et 

Y2 2 2 i - 3 ( - f ) ( K I . ) 3 Oznod (2 2 n" 1) • 

2) Lorsque n est pair 

Alors KO°(Xn) est engendré par a f + 2 n " 1 d ! , T)1

 1 , r,1
2 et 0 f qui sont 

respectivement d ordre 2 n 2 , 2 n , 2 n et 2 2 n 1 , et : 

Y^VoM - O * ( ^T* 2i-2(2 i- 1-D(^n)(^.))(p'+2n"1 9') 

- ( C [2 n* i- 3(2 i-'-1) +2 2 i- 3] rfX-i» « 

donc 

f y~[ 2 i- 2(2 i-'-1)("f )(^.) = 0 mod (2 D" 2: 

(5.2.U.) y k(v 0) = 0 ^ / 

)" 
Application à quelques cas particuliers : 

1) n=1 ; X 1 = S^/Q. ^ ! et 9 f ont des images nulles dans KOÎX^, par conséquent, 
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dans ce cas, la dimension géométrique de est nulle, et X^ est immergeable 

dans JR̂  et plongeable dans E^. 

2) n=2 j Xg 8 S /Q est de dimension 7 , on sait alors que X^ est plongeable dans 

R^ et immergeable dans iR^3 ; il en résulte que Y N V 0 ) = o si k^T. Dans ce cas 

<?' + 2 n" 16 f est nul dans K0°tX 2), donc 

k 

ï k ( V o ) - t C ( 2 N + I - 3 ( 2 i - 1 - l ) + 2 2 I - 3 ) ( - 2 N ) ( ^ , ) 6' . 

donc , i ̂  » . n . 0 » 

Y

k ( M ) » o < = * L _ i 2 ( 3 . 2 1 ~ 2 - 1)<~:)( k

1.)s 0 mod 8 . 

évidemment 2 1 _ 1(3.2 1 _ 2 - 1)(~^)( \ ) = 0 mod si i> U. 

Alors Y^(Vo) = Y 5 ( v 0 ) = Y \ V 0 ) = Y ' 3 ( V 0 ) = 0 

et Y 2 ( v ô ) = 20' fco , 

>» 7 9 
Il en resuite que X^ 5 8 S /Q n'est pas immergeable dans JR et n'est pas plongeable 

dans IR^. 

3) Si n=3 , les images de p ' et 6' dans KO(X^) sont respectivement d'ordre h 

11 21 
et 32. X^ = S /Q étant de dimension 11 est immergeable dans B et plongeable 

22 k 
dans R , donc y (v^) = 0 si k £11. D'autre part 

" ^ S 1 - 2 ^ 1 - 1 , ) ^ ) ^ . ) . 0 mod h 

T

K ( V < ) ) = 0 ^ / 1 = 1 2 1 

et 

^ 2 « - î ( - î l ( ^ 1 ) S 0 - o d 3 2 . 
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ces deux convergences sont réalisées dès que k ^7 $

 c e Qui assure dès que 

y k(v 0) = o si k >7 , 

Y 6(vo) - 5(v 0) = 0 ; 

par contre y (Vo) # 0 

11 1U 
= S /Q - n fest donc pas immergeable dans |R 

- n'est pas plongeable dans . 
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