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UNE DEMONSTRATION DE LA LOI 

DE RECIPROCITE QUADRATIQUE 

S. AGOU 

LEMME 1. - Soit p un nombre premier impair jàlore pour к entier, 

Eli 2k 
о $ к « Кг, on a 2 2 k ( 2 ) - (-!) k ( ) dane IF . 

1 к к p 

£11 r 2 k * 
, 2 ч (-1) 1.3. • (2k-l) , ,,k ^ к ' . m _ En effet ( ) - - — ' r 1 - (-1) — s r - dans F » 

к 2 k к ! 2 Z k P 

LOI COMPLEMENTAIRE . - (1) - (-1) 8 

Soit £ * ± 1. On utilise le lemroe î en y faisant к « lorsque 

2 
£Zi JElL P ~t 
2 A 8 p + £ = о (4) , on en déduit que 2 » (-1) « (-1) dans (F . 

Soient p et q deux nombres premiers impairs tels que p + q. Soient 

- Xé(Fp[x,Y] un polynôme et Xj,...9X ses racines dans une extension 

convenable de F [x] • Dans cette extension on a l'identité : P 
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I q-1 q-2 i \ P xP(q-0 xP(q~2) „P 

/ A j A j • • • A | I \ | A,j • • • A | 1 

I X 2 1 X 2 2 X 2 1 " * * 

j " (1). 
| • • • • 

\ x " " 1 x " " 2 x i / x P ^ " 0 x p ( q " 2 ) . . . X P 1 

. q q q J q q q 

Mais pour tout entier h, tel que 1-Sĥ q-l , on a^si hp = (q) * 

Y h p » Y 5 X q Y h mod(Yq-X) . 
Ainsi X p ( q - ° ... Xj 1 X ^ _ l X ^ - 2 ... X^1 1 

I f t ' ' • • 
vh-l q . . . 

" x (2) • 

x p ( q H ) x p i x j q - ' x J q - 2 . . . x J l 1 
q q q q q 

Chaque déterminant de (2) est donc égal à : 

• • • X | 1 

Yh-« q J p-» 1 \ • • • . 
x . sgn / 

\ V i - V xq xq 1 

Donc, puisque p 4 q, et compte tenu de (1) : 

yxj" 1 . . . i / V V i " * " V 
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Mais 

. P-1 

/ X < T ••• 1 \ 
ail £ii 

W -1 / 
Par suite on a : Yft " ^ " ' o ^ " 0 . ce qui est évident, 

h-1 q" 

2ZL . Sli q£li Eli . ail / q-i . . i x 

et (-1) 2 2 q 2 - (-0 2 2 - sgnf \ dansJF . 

P \ i q . | " i | i 

/q-1 1 \ 
LEMME 2. - s g n j • 

(2) • V Jq-1 »•'» V 

On décompose la permutation en cycles. Si aé [l, ..q-l] le cycle 

2 — 1 ^ 
(a,pa,p a,... tp

p a) est d'ordre p - r^où r est l'ordre de p dans 1F . 

Donc tous les cycles sont de même ordre r. Si p est un résidu quadratique 

modulo q, alors le nombre de cycles est pair, car p "1 et 2r * 

q-l 1 2(r-l)^y-
Donc sgn(. . ) - ( - ! ) - 1 - Si p n'e*t pas un résidu 

Jq-1 " Jl q q-l r 
2 2 , r 

quadratique modulo q, alors r est pair. Mais p • -1 etp - -1 et y 

divise ^ par suite est impair, car 

Sil , l Nq-l 

2" T • "r" r~ / q-l f. . ., 1 \ r 
p « p •=••(-!) » -1. Ainsi sgn I . . ) • (-1) • ~1 

ri 3^ 

LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE. - (£) (J) - (-1) pour p et q 

premier8j distincts^ impairs. 

La démonstration résulte du lemme 2 et de ce qui précède. 
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