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UNE DEMCNSTRATION DE LA LOI

DE RECIPROCITE QUADRATIQUE

S. AGOU
LEMME 1. -~ Soit p wn nombre premier impair;alors pour k entier,
n B K,
oexsBt,oma 2 Py -k () dme ¥ .
k k P
- 2k
=3 DX 1.3, . (k=D e G ?
En effet " ( ) = X = (=1) 7K dans Fp .
k 2 k!
p2-1
LOT COMPLEMENTAIRE . - (3) = (-1) 8

+
Soit € = |, On utilise le lemme | en y faisant k = RZE lorsque

p-l pt+e pz-l

ptezo (4); on en déduit que 2 z ., (-1) 4 = (-1) 8 dans Fp.

Soient p et q deux nombres premiers impairs tels que p ¥ q. Soient
Y9 - Xéle[X,Y] un polyndme et X],...,Xq ses racines dans une extension

convenable de FP[X]. Dans cette extension on a l'identité :
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Mais pour tout entier h, tel que
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Chaque déterminant de (2) est donc égal i :
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Donc, puisque p # q, et compte tenu de (1) :
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Mais
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et (-1) q = (-1) (p) = sgn| . dans B"P.
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LEMME 2. - sgn ( ) ‘ ’(EQ
(2) » JQ‘I sey Jl

On décompose la permutation en cycles. Si a¢ [l,.,q-l] le cycle

- b 3
(a,pa,pza,...,pp la) est d'ordre p = r, ol r est 1'ordre de p dans Fq .

Donc tous les cycles sont de méme ordre r. Si p est 3? résidu quadratique

- -1
modulo q, alors le nombre de cycles est pair, car p =] et ﬂ;l. 2.35; .
g=1 .. 1 z(r-x)ﬂ-;lr
Donc sgn(. . ) = (-1) = ]| = (2). Si p n'est pas un résidu
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quadratique modulo q, alors r est pair. Mais p 2. -1 et p2 ==l et 3

divise ol par suite ol est impair, car
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LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE. - (%) (%) - (-1) 2 pour p et q

premiers,distincts, impairs.
La démonstration résulte du lemme 2 et de ce qui précéde.
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