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SUR LES FORMES DE KILLING ET

LEURS "DUALES" SUR UNE VARIETE RIEMANNIENNE

H. MAILLCT

INTRODUCTION : Soient M wune variété riemannienne, o ume
forme différentielle de degré p sur M . Pour tout x dans
M, (Vw)(x) est une application linéaire de T M dans 1l'es-
pace vectoriel des formes p- 1linéaires alternées continues
sur TxM. Si, pour tout x dans M , (Vu){(x) est du type

u -+ iut ,», o t est une forme (p+l)- linéaire alternée
continue sur T M, w est dite classiquement : "forme de
Killing". Nous dirons aussi qu'une telle forme est &quipro-
jective ; (cf. prop (4) de I). Les formes de Killing ont &té
introduites par Bochner [1) . Soit M une variété riemannienne
de dimension finie, orientée ; sf w est une forme de Kil-
ling de degré p , alors #» a, en tout point x de M , une
différentielle covariante du type u -+ ué\s , oi s est de
degré p-1 : Les formes qui possédent cette derniére propriété -

qui a un sens méme en dimension infinie - seront dites

coéquiprojectives.

Dans ce qui suit, on &tudie 1'équiprojectivité, 1la
c oéquiprojectivitd, les rapports entre les deux, et quelques

notions qui s'y rattachent, sur une variété riemannienne (de
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Sur les formes de Killing ...

dimension finie ou non).
Ce travail se compose de quatre parties.

Dans la premiére, les formes équiprojectives et jacobiennes
sont définies et étudiées. La notion de forme jacobienne s'in-
troduit naturellement dans 1'&tude des formes &quiprojectives ;
elle est un peu plus générale, Par exemple, si X est une
transformation infinitésimale affine de M, 1la 1-forme
associée, Xb, est jacobiehne, mais non nécessairement &qui-
projective. Sur une variété riemannienne compléte, une forme
différentielle w , telle que 1'application x » ”m(x)" soit
bornée, est jacobienne, si et seulement si elle est &quipro-
jective. En particulier, sur une varié&té compacte, les deux

notions se confondent.

Des formules de type Bianchi sont &tablies pour les formes
jacobiennes ; par exemple, si w est une p~forme jacobienne,

on a, pour tous champs locaux de vecteurs Xl,..,Xp+2 :

© (R(X{,X,)w) (305X 49) = 0,
ol le signe & 1indique qu'il faut sommer les termes obtenus

par les permutations circulaires :

D'autre part, on démontre que, sur une variété riemannienne

d courbure constante, il existe localement une forme &quipro-
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Sur les formes de Killing

jective prenant une valeur donnée en un point. Il résulte
alors du caractére '"ponctuel" des formules en question, que
ces derniéres sont valables sur une variété 3 courbure

sectionnelle constante, pour une forme  quelconque.

Dans la partie II, les formes coéquiprojectives et
cojacobiennes sont étudiées, ainsi que leurs relatioms avec
les &quiprojectives et les jacoblennes. Quand M est de
dimension finie et orientée, une forme  est équiprojective
(resp. jacobienne) si et seulement si %u est coéquiprojective
(resp. cojacobienne). Pour tout champ de vecteurs X, 1la
forme de degré 1, Xb, associée 3 X, est coéquiprojective,
si et seulement si X est un champ conforme fermé. Il est
prouvé, entre autres, que, lorsque 1lgp<dim M-3 gte , s'il
existe, pour tout point x de M, une p-forme cojacobienne
définie sur un voisinage de x et prenant em x une valeur

donnée arbitraire, alors la variété est 3 courbure section-

nelle constante.

Le III concerne les formes différentielles induites sur
une sous-variété ombilicale par les formes équiprojectivés
(resp. coéquiprojectives). On voit, par exemple, que si j
est 1'injection canonique et si & est coéquiprojective,
alors j*m est coéquiprojective. Les formes équiprojectives

et coéquiprojectives sur la sphére d'un espace de Hilbert sont
décrites complétement.

Enfin, dans le IV {1 est prouvé que 1l'ensemble des zéros
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Sur les formes de Killing ...

d'une forme jacobienne (resp. cojacobienne) est une sous-

variété totalement géodésique.

Pour l'étude des formes de Killing, cf. (11). Pour
certaines généralisations, cf.(3) et (8) . Au sujet des variétés
banachiques, cf. (4) et (6).
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Sur les formes de Killing ...

TERMINOLOGIE ET NOTATIONS.

Pour tout [R-espace normé E et tout k dans N*, ﬁk(E)
est 1l'espace normé des formes k-linéaires alternées continues
sur E . On pose JQO(E) =R et E' =Jq1(E)- k?N‘Hk(E)’
munie de la multiplication extérieure est une algébre graduée,
notée /Z(E). Pour toute algébre graduée, les &léments de la sous-
algébre engendrée par les éléments de degré O et 1 sont dits
polynomiaux. Pour tout k dans N, q)k(E) est l'ensemble des

éléments polynomiaux de ko(E).

Pour tout R-espace de Hilbert H , b est 1'isomor-
phisme canonique de H sur H' et # 1'isomorphisme
réciproque. b définit un isomorphisme de AH sur 1'ensemble
des &léments polynomiaux de dQ(H), que nous notons encore b
et dont 1'isomorphisme réciproque est noté encore # . Pour
tous a,R dans uA(H), avec B polynomial, otB est la
forme ar(8¥. Si x et y appartiennent 3 AH, ixy est
1'élément de H défini par b(iy) = 1x(yb)-

Dans la suite, M est une variété riemannienne (de
dimension finie ou non) de classe Cp, avec p suffisamment
grand pour nos besoins. X (M) est l'ensemble des champs de
vecteurs sur M, }%(M) 1'ensemble des champs locaux ; ¢(M)
1'algébre des formes différentielles sur M ; ¢p(M)
l'ensemble des formes de degré p . Les opérations b,#,.
etc, dont i1 a été question plus haut, définissent des opérationms
correspondantes sur les champs (de vecteurs, formes, etc...) que

nous notons par ies mémes symboles. Lorsqu'il n'y a pas de
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Sur les formes de Killing ...

confusion possible, A,(E) ‘44 (E), 9(M), etc... sont notés

parfois u[{ le ¢ etc...

Les chiffres entre ( ) renvoient @ la bibliographie.

24



Sur les formes de Killing ...

I - FORMES DIFFERENTIELLES EQUIPROJECTIVES ET JACOBIENNES.
FORMES EQUIPROJECTIVES.

DEFINITION (1)
1) Un élément w de QP(M) est dit équiprojectif, ou
encore forme de Killing, lorsque, pour tout x dans M,

(Vw)(x) est du type u -+ it avec t dans ﬂp+1(TxM).

II) w€& (M) est dite équiprojective lorsquic ses composantes
homogénes le sont.

PROPOSITION (1)

Sotent E un espace vectoriel normé sur K =R ou C,
L:E ‘*‘-Q (E) une application lindaire continue. Les
conditiorp;s sutvantes sont équivalentes :

1°) L est du type u =+ 1T, avec TE ﬂpﬂ(E)-

2°) Vu€E, i (L(w) = 0.

La démonstration facile, est laissée au lecteur.

On en déduit le :

CRITERE D'EQUIPROJECTIVITE : Pour que W soit équiprojective
1l faut et i1l suffit que ¥V x€M, Vu€TM, 1,0V W) (x)) = 0.
Cette derniére condition équivaut 3 : pour tout champ

local X de vecteurs, ixvxw = 0,

Remarque : Toute forme différentielle paralléle est équiprojec-

tive.

Notations : &q(M) est 1'ensemble des éléments équiprojectifs
y
de o(M) et, VYpew, qu(M) = tq(M)ﬁ@p.
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PROPOSITION (2)

Pour qu'un champ de vecteurs X sur M soit un champ de
Killing, il faut et il suffit que Xb soit équiprojective.

En effet : Pour que X soit un champ de Killing il faut
et il suffit que, pour tout x dans M, (vX)(x) soit
antisymétrique ; et, pour tout A dans BEO(M),VA

cormute avec l'opérateur bémol b,

PROPOSITION (3)

S1 w€ ¢p est équiprojective : Vxe X, Vue T.M, (vum) (x) =

ST 1, (@) ).

Preuve : Il résulte immédiatement de 1'hypoth&se que

1'applicatien :

(ul,..,up+1) hd (Vu w)(x)(uz,..,up+1) de (TxM)p+1 dans R est

1
alternée. Or :
ptl k+l v
(dw)(X)(ul,..,up+1) = Z;% (~-1) (Vuke)(x)(ul,.,uk,...,up+1)’

donc, pour tout x dans M, et tous ul,..,up+1 dans TxM :

(dw) (x) (ul) . aup+1) = (P"’l) (vulm) (x) (uza .o ,up+1) (CQfd) .

COROLLAIRE : Soit weébp. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1°) w est équiprojective et fermée.
2°) w est paralléle.
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PROPOSITION (4)

Soit u¢€¢p. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1°) w est équiprojective.

2°) Pour toute géodésique v:I + M, l'application

t > iY.(t)m(y(t)) est paralléle (i.e. a une dérivée
covariante nulle).

Preuve : Soient vy une géodésique, § 1l'application

t > iY,(t)w(Y(t)). Pour tout t dans I on a

'%%(t) = iY.(t)((VY'(t)w)(y(t))) ; la proposition en découle
aussitot.

Si w est de degré 1, et si X = w® alors \.§ est
1'application t + (X(y(t))|y'(t)). Le parallélisme de \P
signifie dans ce cas que \f est constante, d'ot la terminologie

de “"forme &quiprojective’,

COROLLAIRE : I'ensemble des formes différentielles équipro-
Jectives est stadle par limite simple dans ¢ .

PROPOSITION (5)

571 w est une forme équiprojective et X une transfor-
mation infinitésimale affine, dﬂxw est équiprojective.
Preuve : D'aprés l'hypothése, pour tout champ local A de

vecteurs sur M :

(Vw)A = i T, ou T€?
p+

A 1}
donc, (iX(VN))A = iA(og xI) et, puisque X est une
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transformation infinité&simale affine,

(V& gw))A = 1, &yT) (cqfd).

PROPOSITION (6)

Si M est de dimension finte, toute forme équiprojective
sur M est cofermée.

En effet : La trace d'une application bilindaire alternée

est nulle.

FORMES JACOBIENNES.

Soit wé€ ¢p(M). Si w est équiprojective, on a, par
définition, pour tous Y,Z dans 1°(M) :

i,((Vw) ¥) + 1,((Vw)2) = O.

Il en résulte que, pour tous X,Y,Z dans L{O(M)
1, (V)XY + 1,((v7)X2) = 0 ;

propriété qui est équivalente 3 : pour tous X,Y dans X (M.),
2 [o}
iY((V w)XY = 0. (1)

DEFINITION (2)
Soit we @P(M). w est dite jacobienne si elle vérifie (1).

Cette dénomination a &té suggérée par les propositions

(8) et (9) ci-dessous et la forme de 1'équation (3).

PROPOSITION (7)

St w est jacobienme, pour tous X,Y,Z dans Xo ™M)
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(2) 212((Vzm)XY)+iX(R(Y,Z)m)-iY(R(Z.X)w)—iz(R(X.Y)w) =0

Ainsi, en un point x€M, la différentielle seconde
covariante d'une forme jacobienme est déterminée par w(x)
et la courbure en x .

Preuve : Pour tous X,Y,Z dans XO(M)
i, ((V20)X0)-1, ((FP)¥X) = 1, (R(K,VI0).

En combinant les trois &quations obtenues par permutation
circulaire X-—» Y= Z-= X, avec les coefficients respectifs

-1,+1,+1, et en tenant compte de (1), on obtient la formule

anmoncée. (cqfd).

COROLLAIRE : St w est jacobienne, pour tous X,Z dans IO(M)

(3) iZ((Vzm)XX)-ix(R(Z,X)w) =0

PROPOSITION (8)

Soit w€ <l>p. Les conditions sutvantes sont équivalentes :
I) w est jacobienne

I11) w vérifie (2)

III1) w vérifie (3)

Preuve : On a vu que (1) = (2) = (3). Il est clair que
(2) = (1), Démontrons que (3)= (2). Supposons que w
vérifie (3). Il résulte de la formule de Ricci que le premier
membre de (2) est symétrique en X,Y ; il est donc, au
facteur 2 prés, la forme polaire du premier membre de (3)

considéré comme fonction de X., d'ou le risultat. (cqfd).
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PROPOSITION (9)
Pour qu'un champ de vecteurs A sur M soit une trans-
formation infinitésimale affine il faut et il suffit que

Ab sott jacobienne.

Preuve : Posons w = Ab. Pour que w soit jacobienne, il faut
et il suffit, d'aprés la proposition (2), que pour tous X,Z
dans X.'o o

1, ((V20)X0) - iy (R(ZX)w) = O
1.e. (20X |2 - (R(ZX)A)|X = 0
(@20 |2 + (REAXX)|Z = 0
if.e. Vxe XM, (v2A)XX + R(AX)X = O.

Cette propriété équivaut 3 : pour tous X,Y dans X (M),
(v2A)XY + R(AX)Y = O. (4) °

(Car le premier membre de (4) est symétrique en X,Y, d'aprés
la premiére formule de Bianchi).

Or (4, est une condition nécessaire et suffisante classique

pour que A soit une transformation infinitésimale affine, d'ou

la proposition.

PROPOSITION (9')

571 w est une forme jacobienne, et A une transformation
infinitésimale affine, .,ZAw est jacobienne.
Cect résulte de la définition des formes jacobiennes, et

du fait que agA commute avee V .
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PROPOSITION (10)

Soit u)e¢p(M). Supposons que M est compléte et que
L'application x> |lw(x)|| est bornée. Alors w est

Jjacobienne si et seulement 81 w est équiprojective.

Preuve : Supposons w jacobienne. Soient <vy:R + M une
géodésique et, pour tous i = 1,..,p-1, v; un champ de vecteurs

paralléle le long de y . Pour tout t dans R, posons :
g (t) = m(y(t))(y'(t),vl(t),..,vp_l(t)).

Des hypothéses on déduit que \§" = O et que § est bornée ;

donc \} est constante, donc '

0. Ceci &tant vrai pour tous
choix de vy et des vy i1 résulte du critére d'équiprojectivité

que w est équiprojective. (cqfd).

COROLLAIRE : Sur une variété compacte, les formes jacobiennes

sont les formes équiprojectives.

LEMME (l1) : Sotent M une variété riemannienne 4 courbure

constante o ,w €¢,X,Y dans 3[°(M); alors :
R(X,YDw = ¢ (Xb/\iYw-YRAiXm)

Preuve : Pour tous Zl,...,Zp dans EQO(M), on a :

p
R, Y)w) (zl,..,zp) = - §=1m(zl,..,R(X,Y)Zk,..,Zp).

Or, d'aprés l'hypothése :

R(X,Y) ) (z, = a((YIZk)X-—(XIZk)Y)
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p k_l A V
donc (R(X’Y)w)<zli"’zp) =0 kzgl (-1) (X|Zk)w(Y’Zl""Zk"'zp)
4 k-1 v
-y, (1) (Yle)w(X,Zl,..,Zk,..Zp)
k=1 <
d'ot le résultat. (cqfd).

PROPOSITION (12)

\

Sotent M unme variété riemannienne d courbure constante o,
peli*, .w€¢p . Pour que w soit jacobiemne il faut et 11
suffit que pour tous X,Y dans Io M)

(V2w)XY = —o1 (X Aw).
Preuve : D'aprés la proposition (7)
2 , , < ,
2 iz((V w)XY) = —1X(R(Y,Z)m)+1Y(R(Z,X)m)+12(R(h,Y)w).

En utilisant le lemme (11) et le fait que, pour tout A dans
BCO(M), 1'opérateur i, est une dérivation graduée de degré -1,

on obtient, aprés réduction :

iZ((Vzw)XY) = o((xlz)me+xb/\ iYiZw-(XIY)iZw)
= ciz(xb/\ iYw-(XIY)w)
= 01, (1, (°A w))

d'ol le résultat. (cqfd).

Cas particulier : S1 M est un espace de Hilbert H, 1les

p-formes jacobiennes sur H sont les applications w : H -+ le(u)

telles que Dzw = 0, le, ce sont les applications affines de
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H dmw.ﬂpm).

PROPOSITION (13)

Sotesit M une variété riemaniienne d courbure sectiomnelle
3}

constante o,a€M,pEN,a ¢ /{p (T,M),8 € flpﬂ('rau) .

Alors il existe, sur un voisinage de a, une forme

différentielle w équiprojective vérifiant w(a) = a et

VueTM, (Vu)u = i B. De plus, les w qui vérifient ces
propriétés ont toutes le méme germe en a. (cf. (9), th. (3))

Preuve : Soit we ® ; posons § = Vu,

1
Si w est équiprojective, on a, pour tous X,Y dans
X, (M),1y 8(X) = -1, 6(Y) (2)
et, puisque w est 3 fortiori jacobienne :
@ OXY = ~o1 (X°A w) (3)

Les &quations (1) et (3) constituent une &quation aux diffé-
rentielles totales covariantes du ler ordre, 1'inconnue étant
le couple (w,6 ), ol w € °p et 8 vérifie (2). La condition

d'intégrabilité s'écrit :

(%) R(X,Y)w

—GLY(Xb/\ m)+oiX(Yb/\ )

(5) (R(X,Z) 8)Y —ciY(Zb/\ e(x))+oiy(xb/\ 8(2))

Or le deuxiéme membre de (4) est &égal 3 c(Xb/\iYm-Yb/\ixw)
qui n'est autre que R(X,Y)w, d'aprés le lemme (11). Donc la

condition (4) est vérifiée. D'autre part :

(R(X,2) 6)Y

R(X,Z) 8 (Y)- 8 (R(X,Z)Y)
o (X°A 1, 0 ()2 ALy 6 (1))
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-8 ((Z|D)X-(X|Y)2)

et, en utilisant (2), on voit que ceci est &gal au deuxiéme
membre de (5). Ainsi la condition d'intégratilité est vérifiée,

d'ou la proposition.

PROPOSITION (14)

Sotent we€ ¢p’X1""Xp+2 dans IO(M). alors :

(1) Xl (REX (132X 5))0) (R (3y5001%g(109)) = 0,
ou la somme est étendue aux permutations o de

{ 1,2,..p+2 )} telles que o(1)€a(2) et a(3)<...La(p+2).

Preuve : Ceci résulte ces formules dod = 0,(dm)(X1,..,Xp+1) =

+1 v

Z (-1)k+1(\7 w) (Xl,.,Xk,..X +1) et de l'associativité de
k=1 X P

1'antisymétrisation réduite,

Nous allons voir que, si w est jacobienne, elle vérifie

des relations analogues 3 (1), mais plus simples.

PROPOSITION (15)

Sotent uae¢p,X1,..,Xp+2 dans BCO(M). Supposons w

Jacobienne, alors :
)G (R(X),X,)u) (Kgy0esX ,9) = O ok le signe G indique

qu'il faut sommer les termes obtenus par permutation
etrculaire :

X1 - X2 > . Xp+2 -+ Xl.
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1I) 52 h est un entier pair :
G (ROX)X)0) Rys e Xy penns X p) = O 5

ot (S indique, ici, qu'il faut sommer les termes obtenus
par les permutations circulaires

X1 - X2 b I 4 Xh > Xl'

III) S h est un entier impair :

GREGX DKy Xy e s X o+ R (K, X)W (Ryy e esKpseenX o)) = 0
o (S a la méme signification qu'en 1I).

Preuve : Pour tous A,B,C dans EEO(M), iC(R(A,B)w) =

1 o ((7%w)AB) -1 ((77w)BA)

donc, puisque w est jacobienne :

i, (R(A,Bw) = -iB((VZm)ACH.A((VZm)BC) (1)

1°) Supposons h pair.

Alors, compte tenu de la formule (1), la somme de II) se
réduit 3 z8ro : le premier et le dernier terme s'annulent, et le

terme de rang 2k s'annule avec celui de rang 2k+l.

2°) Supposons h impair.

Au lieu de s'annuler deux 3 deux, les termes sont cette fois

égaux deux 3 deux, et la somme de III) est égale a

2 , . .
2V w)XIXZ)(XB,..,Xh,.,Xp+1) étendue aux permutations
¢ irculaires :
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X1 -+ X2 + , Xh - Xl. Cn a donc :

2 2
G w)xlxz)(x3,..,xh,..,xp+2)+((v m)xle)(x3,..,xh,..,xp+2)) =0
Or, du fait que w est jacobienne, résulte facilement que :

(R(X3X1)w)(sza,..,Xp+2)+(R(X3X2)w)(X1X4,..,

X .5)
) ((VZ p+2

- 2 ' -
m)XIXZ)(k3X4...XP+2)+((V w)xle)(XBXA,..,Xp+2), d'ot III).
3°) Supposons h impair et h = p+2,

w @étant jacobienne, il résulte de la proposition (14) et

de 1l'associativité de 1'antisymétrisation réduite que :

+2 Vv
S:: k-1 2
(p+1) s (-1) (v w)kal)(Xz,..,Xk,..,Xp+2) =0

i.e. du fait que h est impair :

G(T2)X X)) Ky X,

étendue aux permutations circulaires

.,Xp+2) =0

X1 -+ Xz +> ... Xp+2 -> X1 5

d'oll 1) d'aprés 2°). (cqfd).

PROPOSITION (16)

Soit w€,,X,,..,X, dans X ().

Supposons w Jjacobienne, alors :
(R(X, X)) (RyX, )+ (R(X4,X,)0) (X X,) = O

Schéma de preuve : La proposition (14) fournit une somme de 6

termes qui est nulle. En utilisant la proposition (15) II) on
obtient :
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3((R(X1,X2)w)(X3X4)+(R(X3,X4)w)(Xlxz)) =0 (cqfd).

COROLLAIRE : Soit M une vartété riemanniemne & courbure
sectionnelle constante o . Alors toutes les formules des
propositions (15) et (16) sont valables pour une forme

différentielle w quelconque.

Preuve : Ceci résulte du caractére '"ponctuel" en w de ces

formules, et de la proposition (13). (cqfd).

DEFINITION

Soit M une variété riemammienne de dimension finte,
oritentée ; we€d . On appelle sous espace central de w
et on note fi(m) l'ensemble des points critiques de
Uapplication x » (w(x)|w(x)) de M dans R.

PROPOSITION (17)

51 w est équiprojective, € (w) est l'ensemble des
points x de M tels que :
w(x)A*(dw)(x) = 0

Preuve : Soit f : M +R 1l'application x =+ (w(x)|w(x)). Pour

tout x dans M et tout u dans TXM :

Df(x).u 2(Vuw)(x)‘w(x)

S 1, (d0) () |w () (prop. (3))
2 @ @A)
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donc, en désignant par U la forme volume de M :
(DEGD ) = =27 WA () AR (de) ()

donc, x eg(w)éﬂ)w(x)A #(dw)x) =0 (cqfd).
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IT - FORMES DIFFERENTIELLES COEQUIPROJECTIVES ET COJACOBIENNES ;
RELATIONS AVEC LES EQUIPROJECTIVES ET LES JACOBIENNES.

FORMES COEQUIPROJECTIVES

DEFINITION (1)
Sott M une variété riemannienne.
I) we<bp(M) est dite coéquiprojective lorsque, pour tout
x dans M ,(Vw)(x) est du type u -+ ub/\s, avec
s € ﬂp_l(TxM).

II) wed est dite coéquiprojective lorsque ses composantes
homogénes le sont.

D'aprés la proposition (5) de (5) on a le :

CRITERE DE COEQUIPROJECTIVITE : Pour que w Soit coéquiprojec—
tive, il faut et 11 suffit que : V xe N, VueTXM,

N (W) (x) = 0.

Cette derniére condition &quivaut 3 : pour tout champ local

X de vecteurs sur M, Xb/\ wa = 0,

Notations : Coeq(M) est l'ensemble des &léments coéquiprojectifs

de (M) et Vpey Coeq, (M) = Coeq()N & ().

- *
Soient E un espace vectoriel normé, pel . Pour tout s

A\
dans qu_l, notons s 1'application linéaire u -+ uAs de E'
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A
dans Ap. Désignons par -/g(E',qu) l'ensemble des s.

Il résulte du corollaire (2) de la proposition (4) de (5)
A
que 1'application s + s de ‘Rp—l sur M(E', 'ﬂ'p) est un
isomorphisme bicontinu pour les normes. Par suite, 3 tout

élément w de Coeqp est associ& un unique Seg¢ fbp . Soit ¢

-1
1'application w =+ S de Coeqp dans °p-1'
PROPOSITION (1)

Coeq est une sous—algébre de ¢ et c est une dérivation
graduée, de degré -1, de Coeq dans ¢.

Preuve : Soient a,8€Coeq. ; Vx€EM, VueTXM
(?,@) 0 = WA 5(x)

(7,8) () = AT

donc Vu(a/\B) (x) = (v ,0) (x) AB(x)+a (X)A (VuB) (x)

ub/\ S(XINAB(x)+a (X)A ub/\T (%)

WPA (S (R)AB )+ (-1)Pa (x) AT (x)) (cqfd).

Remarque : Les éléments paralléles de ¢ forment une sous-algébre

de Coeq.

PROPOSITION (2)
Toute forme coéquiprojective est fermée.
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Preuve : Soit <1€Coeqp. Il suffit de prouver que pour tout x

dans M et toute suite orthogonale uo,ul,..,up d'éléments de
M :
X

(da)(x)(uo,ul,..,up) =0

P A4
or (da)(x)(uo,ul,..,up) = E;%(-l)k(vuka)(x)(uo,..,uk,.,up)

P
%(-1)“(\{/\ SGO) (s sl ru)

0. (cqfd).

PROPOSITION (3)

Soit us€¢p. Les conditione sutvantes sont équivalentes.
1°) w est équiprojective.

2°) Pour toute géodésique vy : 1 » M 1'application
t > (Y'(t))hﬂ~w(Y(t)) est paralléle.

Preuve : Elle est semblable 3 celle de la propositioa (4) de I.

Onutilise cette fois le critére de coéquiprojectivité.

COROLLAIRE : L'ensemble des formes différentielles coéquipro-

jectives est stable par limite simple dans ¢.

PROPOSITION (4)

Sotent w une forme coéquiprojective sur M
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champ de Killing, alors oéxw est coéquiprojective.
Preuve : D'aprés 1l'hypoth&se, pour tout champ local A de
vecteurs sur M :
w)A = A°AS , od seo ).
Comme X est un champ de Killing :

6£X(Ab) = (égXA)b et OZX(Vw) = V(ogxw),

done  (V (cfxw))A = APA f/xs. (cqfd).

PROPOSITION (5)

6q.ﬂ Coeq. est l'ensemble des formes différentielles
paralléles.

Preuve : Une forme paralléle est équiprojective et coéquipro-

jective. La réciproque résulte du :

LEMME : Soit E un espace de Hilbert.
St L:E-»Ap est a la fois du type u-*ubI\S
avec S € ‘H’p—l et du type u > i T, avec T€ \ﬂp+1,
alors L = 0.

En effet : Si p > dim E, alors L = 0.
Supposons p £ dim E.
D'aprés 1l'hypothése, Vu€E, iT= qb/\s

donc, VugE, O

b, .
(uju)s-u"A 1uS

donc, Yu€E, O (u u)ub/\S

donc, Vu€E, O

ub/\ S, or deg Sdim E, donc S = 0, (cqfd)-
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PROPOSITION (6)

Soit M une variété riemannierme de dimension fiie n
et orientée ; w€:¢p. Pour que w soit coéquiprojective il

faut et 11 suffit que »w soit équiprojective et, dans
ce cas 2

VxeM, VYu eTM, (Vv w)(x) = —u®A —————r(f_uzgfﬁ .

uAS(x) est équivalent a :
DP7H (s ).

Preuve : (V w)(x)
#(V w) (%)

few T )00 = 1 (GDPThsG)).

De plus, d'aprés la proposition (3) de I, si »uw est
équiprojective : V xeN, Vue'er,

1

v, ) (x) = iu(n_p+l d*w) (x)
donc (—l)p-I*S = dew
n-p+l
d'08 § = -—— & (cqfa)
0 aope1 Se cqfd).

COROLLAIRE : Lorcque M est de dimension finle n et orientée,

1
n-p+1

la famille des

§ 3 Coeqp +~ ¢ est une dérivation

r-1
graduée de degré -1,

Ceci résulte des propositions (1) et (6).
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COROLLAIRE : Soilent M riemanmnienne orientée de dimension finie

we€ ®. Les conditions sutvantes sont équivalentes

1°) w est coéquiprojective et cofermée.

2°) w est paralléle.

FORMES COJACOBIENNES

Soit w€¢p(M). Si w est coéquiprojective on a, par
définition, pour tous Y,Z dans XO(M)
(V) D)AZP+((T0)Z)AY® = 0

I1 en résulte que, pour tous X,Y,Z dans IO(M) :
(2R A+ ((TZ0)XIATYY = 0
propriété qui est équivalente 3 : pour tous X,Y dans }'_O(M),

(W2 XAY’ = 0. (1)

DEFINITION

Soit w € d>p(M). w est dite cojacobienne si elle vérifie (1),

PROPOSITION (7)

Soient M une variété riemannienne de dimension finie et
orientée, w € (bp. Pour que w 8oit jacobienne il faut et
tl suffit que #*w soit eojacobienne.

Preuve : Pour tous X,Y dans I’o(M)’ les conditions suivantes
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sont équivalentes

1, ((7%)XY) = 0
1, ((VWXY) = 0
P A S (TPW)XY) = 0
A EDXY) =0 (cqfd).

PROPOSITION (8)

Sotent M une variété riemannienne, X€ X(M). Les

conditions sutvantes sont équivalentes :

1°) X est conforme et fermé.

29) x° est ecéquiprojective.

Preuve : Immédiate.

PROPOSITION (8')

Si w est wne forme cojacobienne et X un champ de

Killing, £xm est cojacobienne.

Preuve : Ceci résulte de la définition des formes cojacobiennes

et du fait que dix commute avec b et V.

Les démonstrations des propositions (9) et (10) suivantes

sont analogzues 3 celles des propositions (7) et (8) de I :

PROPOSITION (9)

57 w est cojacobienne, pour tous X,Y,Z dans IO(M)
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) 202X AZP+ RYZ)0)IA K= (R(Z,XDIAY - (RK, V) AZP = 0

COROLLAIRE : Si w est cojacobienne, powr tows X,2 dans xo ™) :

b

(3) (P2 RAZPR(Z,W)AX® = 0

PROPOSITION (10)
Soit wed’p- Les conditions suivantes sont équiwmlentes :

1) w est cojacobienne.
I1I) w wWrifie (2).
I11) w wWrifie (3).

PROPOSITION (11)

Sott we€d_ . Swposoms que M est compléte et que 1'ap-
plication x + Ju(x)|| est bornée. Alors w est coja-

cobienne st 2t seulement st w est coéquiprojectire.

Preuve : Elle est similaire 3 celle de la proposition (10) de I.
Etant donnés une géodésique vy , et des champs de vecteurs

paralléles le long de v : vl,.,vp+1, on pose, cette fois,
b
- [}
¢(t) = () AwG () (v (), .0y, (0)),

et on utilise le critére de coéquiprojectivité,.

COROLLAIRE : Swr wie variété compacte les formes cojacobiennes
sont les formes coéquiprojectives.
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PROPOSITION (12)

Sotent w,.¢ dans ¢. 57 w est dquiprojective et st ¢

est coéquiprojective et polynomiale, alors wid est
équiprojective.

Preuve : Supposons u>€¢p,¢€ @q. Pour tout X dans
N '

X, (M),7, (Wled = (Vyw)Lo+wlV é.

D'aprés 1l'hypothdse :

N S - xP
v = ] 1de et Vb = XA C().

Par conséquent :

_1)¢ _
v, (ulo) = ix[(p}_i (dw)Lo+ (-1) 3 NuL(c (¢))]

d'otu le résultat, (cqfd).

PROPOSITION (13)

Sotent M wme variété riemannienne & courhure secticrrelle

conctariie © ; wefbp telle que deg w(dim M&+». Pour
que w solt cojacobienne il faut et il suffit que, pour

tous X,Y dans 3€0(M> : (Vzw)XY = -oYhﬁ\in

Preuve : D'aprés la proposition (9), pour tous X,Y,Z dans :}%(M)

2((V2w)XY)/\zb = - (R(Y,Z)u)A xb+(R(z,x)w)/\\:b+(R(XY)w)/\ZL
d'oll, aprés réduction, en utilisant le lemme (l1) de I :
(V)AL = —cYb/\(i\m)/\Zb,

d'ol la proposition.
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PROPOSITION (14)

Sott M wie variété riemaomienne d courbure section—

nelle constante o. ST w est une forme coéquiprojective
telle que :

deg w ¢cdim M £ +o, alors, powr tout X dans XD(M) :
Vg clw) = -oin.
En periitoulier c(w) est équiprojective.
Preuve : De l'hypothése on dédult que, pour tous X,Y dans Io W) :
2 b
@2WRY = YA 7, (e W),
i.e., d'aprés la proposition (13)

-ng/\ ]..xm = Yb/\VX(C(w)) s

d'ol : —oiw = VX(C w)). (cqfd).

PROPOSITION (15)

Sotent M wne variété riemanmienne 4 courbure section-
. » rd .
nelle constante o ; p€EN . ST w est une forme équipro-

Jeetive de degré p> 0, alors, pour tout X dans IO(M)
Vde = —(p+1)oXb/\m.

En particulier dw est coéquiprojective.

Preuve : D'aprés 1'hypoth&se, pour tout Y dans IO(M),
(p+1) (Vw)Y = 1de, donc, pour tous X,Y dans IO(M)

(p+1) (VE)XY = 1,9, du,
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i.e., d'aprés la proposition (12) de I :

b .
-(p+1)ciY(X Aw) = IYVde,

d'ol le résultat.

PROPOSITION (16)

Sotent M une variété riemammienne & courbure section-
nelle constante o,a€M,p€N,a € J{p (TaM),Be qu_l(TaM)..
Alors 11 existe, sur un voisinage de a, une forme w
coéquiprojective vérifiant w(a) = a et Yu€TM,(Vwu =
U AB. De plus, les w qui vérifient ces propriétés ont
toutes le méme germe en a.

Preuve : Soit w€¢, posons 6 = Vu. (L

Si w est coéquiprojective, pour tout X dans BEO(M)

8(X) = X°A c(u) (2)

et, pulsque w est 3 fortiori cojacobienne :

(Ve)XY = —on/\ . (3)

Les équations (1) et (3) constituent une équation aux
différentielles totales covariantes du ler ordre, l'inconnue

étant le couple (w,8) o me¢p et 9 vérifie (2).

La condition d'intégrabilité s'écrit

b b
(4) R(X,Y)w = -oY /\ixw+ox /\iYw

(5) (R(X,Y)6)Z -—oZb/\iYe(X)+oZb/\i\(e(Y)
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La condition (4) est vérifiée d'aprés le lemme (11) de I.

D'autre part

(R(X,Y)8)Z = R(X,YX(2))-0 (R(X,Y)2Z)

b

= 0 (PA 18 (2)-YPALE(2))-8 (0 ((Y|2)X- (X |2)Y))

et, en utilisant (2), on voit que ceci est €gal au deuxidme
membre de (5). Ainsi, la condition d'intégrabilité est vérifiée,

d'ol la proposition (cqfd).

Nous allons maintenant établir une caractérisation fort

utile des variétés 3 courbure sectionnelle constante.

LEMME (17) : Sofent E un espace de Hilbert ; h : ExE » a{'(E)

une application bilindaire altermée telle que, pour tous
X,v,a,b dans E

(h(x,y)a)|b = (h(a,b)x)]y.
Supposons que, pour tous a,b,x dans E,h(a,b)x
appartienne & l'espace vectoriel engendré par a et b.

Alors 11 existe X€R tel que : h(a,b)x = M((b]|x)a-(alx)b).

Preuve : Pour tous a,b linéairement indépendants dans E, notons

Pa b le plan engendré par a et b. D'aprés 1l'hypothése, h(a,b)
b

induit un endomorphisme antisymétrique du plan eyclidien Pa b
b
Or, 1l'endomorphisme x + (b|x)a-(a]|x)b de Pa p est antisy-

métrique et non nul, et l'espace vectoriel des endomorphismes

antisymétriques de Pa p est de dimension 1, denc il existe
b

A, LER tel que : VxEPa

?

»b’
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(1) h(a,b)x = Aa’b((blx)a-(alx)b).

Les deux membres de (1) sont linéaires em x ; de plus, si

L
x€ (Pa b)’ le deuxiéme membre est nul et, Vy€eE,

(h(a,b)x)|y = ~(h(a,b)y)|x
i.e. (h(a,b)x)|y =0
d 'oii h(a,b)x = 0.

I1 en résulte que (1) est vraie pour tout x dans E. On

a donc, pour tous x,y dans E :

(h(a,D)x)|y = x_ |, ®]x)(a|y)-(alx) ®b]y)
_ b_.b
= la’b(a AbY) (x,y)
Donc, si x et y sont linéairement indépendants, on a,
d'aprés l'hypothé&se :
b_.b _ b_ b
Aa’b(a Ab ) (x,y) = )‘x,y(x Ay )(a,b)
Par conséquent, pour tous x,y vérifiant

b b
(aAnbdb)(x,y) £ 0, on a )‘a,b = Ax,y‘

Supposons que (ab/\ bb)(x,y) = 0, avec x et y linéairement
indépendants. Comme (xb/\ yb) (x,y) + O 1l existe des volsinages
V(x) et V(y) de x et y respectivement tels que :

v (x1,7,) € VXV (y), A yb)(xl.yl) 3z O

(ce qui implique 1'indépendance lindaire de %y et yl). De plus
11 existe (x2’y2)€ V(x)xV(y) tel que (a/\b)(xz,yz) + 0.

51



Sur les formes de Killing ...

(sinon ab/\bb serait nulle). Il en résulte :
A = A = ) .
X,y T X,,y, a,b
Ainsi )‘x est une constante. (cqfd).

’

PROPOSITION (18)

Soit M une variété riemanmnienne de dimension supérieure
ou égale 4 trois. Pour que M soit & courbure sectionnelle
econstante 1l faut et il suffit que, pour tout m dans M
et tous a,b,x dans TmM,Rm(a,b).x appartienne 4 l'espace

vectoriel engendré par a et b.

Preuve : Ceci résulte du lemme précédent et du lemme de Schur.

LEMME (19) : Soient M une vartété riemannienne et peEN tels
que 1gp ¢ dim M-3 {+,
Supposons que, pour tout w dans 4>p et tous A,B

dans (M) (R(A,B)w) A APABP = O.

Alors M est & courbure sectiommelle constante.

Preuve : Soit mle <l>p__1, posons w = Xb/\ wy 3 R(A,B)w

(R(A,B)Xb)/\m +XbAR(A,B)m , donc d'aprés 1l'hypothése :
1 1

(1) (R(A,B)Xb)/\wll\Ab/\Bb+Xb/\ (R(A,B)wl)/\Ab/\Bb =0
donc Xb/\(R(A,B)Xb/\ mll\Ab/\Bb = 0.

.
.

Ceci étant vrail pour tout w, dans ¢

(2) PARM,B)PAAPAEY = 0

p-1
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1°) Supposons (A|X)(m) = 0 et (B|X)(m) = 0.

En appliquant iX aux deux membres de (2) on obtient :

(X0 (R(A,B)X)IALABY) (m) = 0

done ((R(A,B)X)°A APABP) (m) = 0.

2°) Supposons que X(m) est dans le plan engendré par A(m)
et B(m). Alors :

A AP ABP) (@) = O

donc, d'aprés (1) : ((R(A,B)xb)/\ulAAbABb] (m) = O, et ce pour

tout wy dans ¢p-1’
b, ,b. b
donc ((R(A,B)X) " AAAB )(m) = O.

Ainsi, dans tous les cas, (R(A,B)X)(m) est dans le plan engendré
par A(m) et B(m) ; donc, d'aprés la proposition (18), M est
3 courbure sectionnelle constante. (cqfd).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que si, locale-

ment,il y a suffisamment de formes cojacobiennes, alors la variété

-

est nécessairement 3 courbure constante.

PROPOSITION (20)

Sotent M une variété riemannienne et pEN tels
que 1¢&p ¢ dim M-3. Supposons que Y x€M, Va G.Rp('l‘xﬂ).
il existe une forme cojacobiemme w définie sur un
votgsinage de x et telle que w(x) = w. Alore M est d
courbure sectiommnelle constante.
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PROPOSITION (20)

Sotent M wie variété riemanienne et pe N tels que

1¢ p £ dim M-3. Supposons que Y xe€M¥a € ﬂt(rxu), i1
existe une forme cojacobienne w définie sur un voisinage

de x et telle que w(x) = a. Alors M est 4 courbure
sectionnelle constante.

Preuve : D'aprés le corollaire de la proposition (9), pour tout
w dans OP et tous X,Z dans XD(M) :

(20X 22 (R(Z,X)IAKD = 0

d'od  (REX,2)0)AXCAZ® = 0

d'ol le résultat d'aprés le lemme (19).

PROPOSITION (21)

Soit we@p(M). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) w est jacobienne et cojacobienne.

I1) Vzm = 0.

Preuve : II) entraine I) d'aprés les définitions. Supposons I).
Pour tous X,Y dans xO(M) :

i, ((V'w)xY) = 0 ey

et ((V2w)XNAY® = 0 (2)

(2) implique :

(15 (20X AT+ ()P (@)D (7] 1) = 0
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d'ol, en tenant compte de (1) : (Vzw)XY =0 (cqfd).

DEFINITIONS : Une variété différentielle munie d'une connexion
linéaire sera dite variété comnectée.
Sotent M une variété commectée, m€ M,p€ N',
a G:/Q,p(TmM) : Notons Rm(a) l'application bilinéaire
alternée définie par, pour tous u,v dans TM:
(Rm(a))(u,V) = R (u,v)a.

1) M est dite p—injective lorsque, YmeM, l'application
a > Rm(u) est injective.

II) M est dite injective lorsque, pour tout péEN
vérifiant 0L p L dim Mg +=, M est p-injective.

Il résulte aussitdt de la définition que st M est

p-injective : (w€¢p et V2o = 0) =w=0.

PROPOSITION (22)

Soit M une variété riemamienne Q4 courbure section—
nelle constante non nulle o. Alors M est injective.

Preuve : Soient pe N tel que O0(p < dim ML+>, et a€<l>p.

Supposons R (a) = O, i.e. pour tous u,v dams TM:

Rm(u,v)a = 0,
D'aprés le lemme (11) de I ceci s'é@crit :

b
o (u /\iva-v/\iua) = 0,
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it

d'ol uAvALla 0,
donec, pour tout u dans TmM :
uAia =0,

u

! 50 =
d'ol (ulu)iua

@]

donc a = O. (cqfd).

PROPOSITION (23)

Soient My et M, deux variétés connectédes, p€ N* tel
que p<Min (dim M, ,dim Mz). Supposons que M, et M, soient
p-injectives et que, pour tout k vérifiant 0<Lk<Lp, L'une
des deux variétés soit k-injective. Alors M, xM, est
p-injective.

Preuve : laissée au lecteur.

COROLLAIRE : Sotent M, et M, deux variétés riemanniennes de
dimensions infinies ayant chacune une courbure sectionmnelle

constante non nulle. Alors M1XM2 est injective.

Ainsi, une variété peut &tre injective, sans étre &

courbure sectionnelle constante.

Pour qu'une variété riemannienne M soit l-injective, i1
faut et 11 suffit que :VmeM,Vuf.TmM, 1'application u + R(u,.)
soit injective : cecl résulte immédiatement de la formule :
(R(u,v)a)lb = (R(a,b)u)lv.

On en déduit aussitot des définitions que :
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I) Si M est une variété dont toutes les courbures

sectionnelles sont non nulles, M est l-injective.

II) Toute variété d'Einstein 3 courbure scalaire non nulle

est l-injective.

D'aprés la proposition (21) on a :

PROPOSITION (24)

Soient M une variété riemammienne, peN tel que
0<&p £dim M+ ; w€,¢p. Supposons que M est p—injective ;

alors les conditions suitvantes sont équivalentes :
I) w est jacobienne et cojacobienne.

I1) w = 0.

PROPOSITION (25)

Soitent M une variété riemamienne de dimension finte
n, orientée ; weCoeqp. Alors f(w) est l'ensemble des
points x€M tels que (w)(x)A*w(x) =0

Preuve : Soit f : M +R 1'application x + w(x)|w(x). Pour tout

u dans T M :
X

Df(x).u

2(Vuw)(x)lm(X)

—2(uhﬂ

(8w) (x)
m‘ W (X)

donc, en désignant par u la forme volume de M :
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(DE(x)u)u = -2uPA a(%’-l))-_(—’l‘-;-/\m(x)

donc, d'aprés la non dégénérescence de A ,

x € C(w)<==>(6uw) (X)A*u(x) = 0 (cqfd).

Soient H un espace affine euclidien sur [R, de dimension
finie, wGCoeqp(H) ; d'aprés la proposition (13) w es}t): affine
et son application linéaire assocife est du type u +> u AS.
Désignons par (S; 1'ensemble des uel tels que ub/\S = 0.

Alors on a la :

PROPOSITION (26)

C(w) est un sous—espace affine fermé de H de
direction &57.

Ceci résulte du :

LEMME : Sotent E un espace affine nomé, F un espace de
Hilbert sur R, h : E+ F une application affine continue,
kB son application linéaire associée. Supposons que Sm h
sott fermée. Alors l'ensemble des points de E ou la
fonetion x + |h(x)|| atteint son minimum est un sous-
espace affine de E, de direction Ker ﬁ, qui est aussi
l'ensemble des points eritiques de x + |h(x) ||2.

La preuve est laiss@e au lecteur.
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FORMES COEQUIPROJECTIVES DE DEGRE 2 :

Soient M une variété riemannienne, weCoeqz. Sous
1'hypothése dim M finie, ¥(w) est défini et € (v) est
1'ensemble des points x de M tels que :

(Sw) XIA*(x) = 0 (1

Cette condition Equivaut 3 :
clw)(xX)A»(x) =0 (2)
Posons X = (c(w))#, (2) est alors équivalente 3 :
ix(x)w(x) =0 (3)

Or cette condition a un sens méme si M est de dimension

infinie. On peut donc &tendre la définition de €(w), dans ce cas,
en posant :

e(m) ={x/x€ M,iX(x)w(x) = 0}

Soient H un espace affine hilbertien sur R,w € Coeq,(H) ;

d'aprés la proposition (13) w est affine et i1 existe SEE'
tel que :

VxeM,c(w)(x) = 5. Soit S, = S“, alors on a la :

PROPOSITION (27)

Si w n'est pas constante, C(w) est une droite
affine de direction S,
Preuve : par définition

fr(m) = {x/x€H, iS w(x) = 0}
1
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Soit x €H ; Vx€H : u(x) = m(x°)+(x—xo)b/\s

b
donc 1slw(x) = islm(xo)+Sl|(x—xo)—(x-xo) S(Sl)
Comme ¢ n'est pas constante, S est non nul. Soit ﬁl
1'hyperplan orthogonal a §,» et soit H, 1'hyperplan affine
—)
H,.

passant par X , de direction 1+ XE€ le\fz(m) équivaut 3

X b 2
0= is w(xo)-(x—xo) "51"

#
) (islw(xoa

o 2

I'sy1
donc HI(\13(m) est réduit 3 un point. Comme fi(w) est
visiblement une réunion de droites affines de direction Sl’ i1

en résulte que f;(m) est une droite affine de direction Sl'

(cqfd).

Remarque : Soit H un espace affine euclidien orienté, de
dimension 3, V un champ &quiprojectif sur H,w = *(Vb). Alore

C(w) n'est autre que 1'axe central classique de V.
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III - FORMES INDUITES.

Dans la suite, N est une varidté riemannienne, ™ une
sous-variété de N, j 1'injection canonique de M dans N, Vv'
(resp V) la dérivation covariante relative & N (resp M). On

désigne par 0O(N ; M) 1les sections, au-dessus de M, du fibré

des p-formes sur N.

Soit a la deuxiéme forme fondamentale de M ; pour tous
X,Y dans Io o)

V;Y = VXY+a(X,Y) (L)

Soit u)€¢p(N ; M), i1 résulte des définitions et de la
formule (1) que, pour tous X,Yl,..,Yp dans }%(M) :

» ' p,
(vx(j w))(yl,,,yp) = (Vx“)(Yl"’Yp)+ g;é w(Yl,..,a(X,Yk),..,Yp) (2)

Rappelons que M est dite sous-variété ombilicale de X
lorsqu'il existe sur M un champ de vecteurs normaux v tel

que, pour tous X,Y dans 3%(M) :
a(X,Y) = (X{¥)v.
Dans ce cas, on vérifie aussitt que la formule (2) s'écrit :
¥ = o b . »
Vg(iw) = 3 )+ A (1 w). (3)

Nous allons déduire quelques conséquences de cette formule.
Dans les deux propositions suivantes, qui découlent directement

de (3), M est une sous-variété ombilicale de N et we¢p(N).
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PROPOSITION (1)

St w est coéquiprojective, alors **w est une

-

forme coéquiprojective sur M.

PROPOSITION (2)

57 w est équiprojective et st i\:m = 0, alors j*m
est équiprojective.

En particulier, st M est totalement géodésique et
équiprojective, alors j*w est équiprojective.

Pour la suite nous avons besoin de quelques préliminaires.

Soient H un espace de Hilbert, pEN*. On sait que l'application :

91,.,6p -+ 61/\ ..Aep

de (H")P dans @p(HP,IR) est un produit extérieur. Il en
résulte que 1'isomorphisme b : H -+ &' définit un isomorphisme
de PA T sur C‘)p’ et, par sulte, une injection canonique de pAH
dans ﬁp(ﬂ), que nous noterons encore b.

Soit V une variété riemannienne. En appliquant ce qui
précéde 3 chaque espace tangent, on peut associer i toute section
s du fibré ensembliste des p-vecteurs, une section, qu'on notera

encore b(s), du fibré des p-formes.

Soit X €-EO(V) ; dans le cas oi b(s) est différentiable
et Vx(b(s)) polynomial, on note sz 1'élément défini par :
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b(VXs) = Vx(b(s)) ; ce qui étend la formule connue pour p = 1.

Dans la suite, pour tout espace de Hilbert H, on munira,

sauf mention du contraire, B\ H de son produit scalaire canoni-

que.

Supposons que M est une sous-variété de codimension finie
h de N. On désigne par n une section de /\hN au~-dessus d'un
ouvert U de M, telle que :

1°) b(n) est continue

2°)\/:<€U,n(x) est 1'un des deux h-vecteurs unitaires

asscciés 3 1'espace normal en x.

De telles sections existent localement. Si n' est une

autre section ayant les mémes propriétés, et si U est connexe ;

alors n' = In,

LEMME 3 : Soit M une sous—ariété ombilicale de codimension

finie de N. Alors, pour tout ¥ cans X(U):V'yn = -¥YAL (n).

Preuve : Localement n est de la forme nl/\../\nh, ot LOERRELN
sont des champs de vecteurs formant en chaque point une base
orthonormée ce 1'espace normal. D'aprls 1l'hypoth&se, pour tous
X,Y tangents : a(X,Y) = (XIY)v,

I
donc, -(Y\V'Xnk) = (X]Y)vlnk H

donc, pour tous k = 1,..,h :

- ! -
Vgt (Vin )X = 2,
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ol Zk est normal 3 la sous-variété. De plus, comme n est

unitai\l;e et X tangent : Zkln.k = 0, Donc Zk se décompose sur

Myseeshyyee,Dy.

h
v e 7 '
Or v xR kL=—i nl/\../\v XnkA"Anh’
h
donc V'in = '2(“|“k)“1""”\x Aceenny
k=1
v'.n Vh"( DX 0] )X An, AL AR A LA
= —LA - n .o .
S "k 1 Tk ny,
' = -
v <0 = XA ivn (cqfd).

PROPOSITION &

Soient M une sous-variété ombilicale de codimension
finte de N,w€¢p(N). Supposons w équiprogjective. Alors
j*(un.n) est équiprojective.

Preuve : Comme nAvV =0, on a :

iv(w.,n) = 0, donc, d'aprés (3) :
X = +¥,01

Vg (3 (wmn)) = §7(V'y (wen)),

Or, en utilisant une décomposition n = Ny A-.. ARy comme

h
dans le lemme précédent, on voit que

|
V'X(m;n) = (V'xw)L.nﬂm.V

n. D'aprés 1'hypothése : V' w = T

¥ = xh

avec T€¢p+l, donc, en posant S = -ivn, et en utilisant

X
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le lemme 3 :

V', (win) = 1X((-1)hr._n+(-1)h‘1m._5), d'ol le résultat. (cqfd).

Cas de la sphére d'un espace de Hilbert H.

Soit M 1la sphére unité de H ; on désigne par n 1le
champ de vecteurs normaux unitaires sortants, _
j.e. : Vx€M,n(x) = x.

PROPOSITION 5

Les formes coéquiprojectives sur la sphére M sont

les j*m, ol w déerit l'ensemble des formes différentielles
constantes sur i,

Preuve :

1°) Soient  une forme différentielle constante de degré p
sur H, ¢ 1'élément de 04. (H,R) défini par : Vx€H,u(x) = ¢.
w étant constante, pour It,out: X dans f{o(M) : V'Xw = 0,
donc, d'aprés (3)

L SR S
Vx(j w) = XA j (ivw).
Or, pour la sphére unité, v = -n, donc :

vx(j*m) = -XPA j’(inm) (4)

(-]
M). i
2°) Soient xoem,moeﬂp('r M),soe.flp_l(rxo\a) Alors 11
existe une forme différentielle constante w unique, sur H,
telle que : (j‘w)(xo) = w, (5)
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* b
et VUGTXOM,Vu(j w) (xo) = uA So (6)
En effet : Soit P 1la projection orthogonale de H sur T M.

Pour tous k dans N*, et 8 dans uqk(Tx M), notons 8 1'é§ément
de iﬂk(H) défini par, pour tous 21,9.,zk dans H :
E(ZI,..,zk> = 8(P(zq),..+,P(z)).

Une forme différentielle constante & sur H, de valeur cons-
tante ¢€\jq§(H), vérifie les conditions (8) et (6) si et
seulement si :
P _
¢I(TXOM) w,
p-1 _ _

et (ix ¢)|(Tx M) = -5,

0 o
Or ces conditions sont équivalentes 3 :
$ = -x b/\g +0 .y d'oli le résultat.

o o 0

Comme, d'autre part, i1l existe au plus une forme coéquipro~
jective a sur M telle que a(xo) et (Vu)(xo) soient donnés,

la proposition (5) en résulte. (cqfd).

PROPOSITION 6

Les formes équiprojectives sur la sphére sont les 1 4
n
o w déerit l'ensemble des formes différentielles

constantes sur H.
Preuve :
1°) D'aprés (3), comme ivinm =0 :
* R
V ¢ (1nw) =3 v X(inw)).
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Or, w E&tant constante :
V'X(inm) = w(V'Xn,...),
i.e. V'X(inw) = W(X,0000),

donc ij*(inw) = ix(j*m).

(-]
2°) Soient x € M,moeﬂp('rxon),'roe o1

(T. M). Alors il
Xo

existe une forme différentielle constante w unique, sur H,

telle que a = j*(inw) vérifie a(x ) = w et

VuGTXOM,(Vua)(xo) = 1T .
En effet : le raisonnement est similaire 3 celui de la

proposition précédente et la valeur constante de w est

donnée par

b o~
¢ = X, /\w°+To (cqfd).
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IV - ZEROS DES FORMES JACOBIENNES ET COJACOBIENNES.

Pour étudier 1'ensemble des z&ros d'une forme jacobienne
(resp. cojacobienne) nous aurons besoin de la proposition
suivante, qui généralise un théoréme classique de Sturm sur
les &quations x"(t)+q(t)x(t) = 0, (cf. (10) p. 363) oi x est
une fonction réelle d'une variable réelle.

PROPOSITION (1)

Sotent E un espace de Banach, 1 un intervalle de
R 5 A':,,A1 des applications continues de 1 dans L(E),
c€R: . On considére l'équation différentielle :

(1) ¢"(e) = A (£) .4 (t)+A (£).4" (b)),
et on suppose que pour tout t dans I :
llaglge et A, (e)]se.

Soit ¢ ume solution non nulle de (1) ; t,»t
tels que tEt; et é(t)) = ¢(c)) = 0.

dens
1 I

Log 2
Alors poe] s'tl‘toL
Preuve : Soient ¢ wune solution non nulle de (1) telle que
¢(to) = 0. Posons x'° = ¢'(t°). Soit R 1la résolvante du
systéme du premier ordre associé 3 1'équation (1) : pour tout

t dans I : (4(t),s'(t)) = R(t.to)-(o,x'o)
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Ceci s'dcrit matriciellement :

o(t) Roo(t,to) Rol(t,to) 0

¢'(t) R0 (tat,) Ry, (t,t) x'

ou les Rij(t,to) sont des éléments de ig(E). On a donc, pour
t dans I : ¢(t) = Rol(t,to).x'o. Nous allons prouver que pour

_ Log 2 .
It t°'< o+l ,Rol(t,to) est un automorphisme de E. Comme x°

est non nul (car ¢ est non nulle) il en résultera que pour

|t-t°|<L%§Tg,¢(t) est non nul.

Dans la suite de la démonstration, pour alléger 1'écriture
R(t) sera mis pour R(t,to) et R'(t) désignera la dérivée au
point t de 1'application t =+ R(t,to). Et de méme pour les

. . = ! . t

Rij Pour tout ¢t dans I Rll(t) Rol(t) De plus R( o)
est 1'application identique de ExE, donc Rll(to) = lE et
Rol(to) = 0.
(' (£),9"(t)) = A(t).(¢(t),9'(t)) ot A(t) est 1'endomorphisme

de ExE dont la représentation matricielle est :

0 1E

Ao(t) Al(t .
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Supposons que, Vte I,IIA(:)H < d. D'aprés le théoréme des

accroissements finis :

Rol(t)-Rol(to)

b crre el
< sup IR 01(A) R ol(co)

— -R' . (t)
-t ol™"o A€t ,t
[¢]
Rol(t) I
ioeo — -1 \< Sup R (A)-R (t )
t-t E Ae)to,t 11 11 7o

< sup WR(A)-R(tOH|
A€t ,t

Or t -+ R(t) est la solution de R'(t) = A(t)oR(t) qui prend
la valeur 1ExE pour t =t .
On en déduit, en utilisant une formule de majoration classique,

que pour tout t dans I :

d|t-t
"R(t)_lExE“ s e l o|—1

Donc, si |t-to|<n, on a :

R
l—oﬁ_l < edn _1
t-t EN =
0
Donc, en choisissant n < %vLog 2, on a, pour tout t tel que
lt-t |<n :
0
R 1(t)
=t - lgff <1
o,
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d'old 1l résulte que Rol(t) est inversible. Plagons sur ExE
la norme | “1. Les hypothé@ses entralnent aussitdt que :

Vte 1,[A(t)|sc+l. On peut donec choisir d = c+l, d'ol le
résultat.

PROPOSITION (2)

Sotent M une variété riemamnienne, pEN, w une
p-forme jacobienne, (resp. cojacobiemne). Supposons p>0,
(resp. p<dim Mg+=), Alors l'ensemble des zéros de w est
une sous-variété N, totalement géodésique, de M, telle
que VVxe N,TXN = Rer((Vw)x).

Preuve : Fixons d'abord quelques notations valables pendant la

durée de la démonstration.

I) Pour tout espace vectoriel E et tout ¢ eﬂp,ﬁi est
1'application linéaire u -+ 16

4V
11) Soient M une variété, wed(M),X€ X M) ; alors w
est défini par : Vx€M,m(x) = (w(x))m.

Supposons que w est jacobienne.

Soit Y : I + M une géodésique. Posons f = woY. Il
résulte du corollaire de la proposition (1) de I que, pour tous

X,Z dans XM) : ((Vzm)XX)Z = (R(Z,X)m)X ; donc
(1) (Vzm)XX = (R(.,X)u)X ot le second membre est défini par :

VxeM, VueT (R, 0D (x).u = (Rx) (4,X(x))6 (x))X(x).
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Posons f = moy. D'aprés (1) :

@ L) = ROE) Gy EDEE)Y (1),
dt

Supposons que m(Y(to)) =0 et que (Vm)(y(to)).y'(te) = 0.
On a alors f(to) = 0 et %% (to) = 0. Comme (2) est une &quation

N
linéaire du second ordre : £ = 0, i.e. : woy = 0 ; donc, puisque
deg w>O,woy = O,

-

0, alors, pour tout x appartenant 3 exp

[}

Donc si m(xo) x
o

(Ker(Vw)(xo)), on a w(x) = 0. De plus il résulte de la conti-
nuité de R et de la proposition (1) qu'il existe n>0 tel
que : VuETxM vérifiant ||u|| =1 et u¢ Ker((Vw)(xo)),

o
1'application t » m(expx tu) ne s'annule pas sur )o,n(.

°
I1 en résulte que l'ensemble des z8ros de w est une sous-

variété totalement g8odésique N telle que VxeN,TxN =
Ker((Vw)x).

Pour une forme cojacobienne la méme démonstration est

-~

valable & condition de poser cette fois B(x).u = m(x)/\ub.

(cqfd).

COROLLAIRE

Sotent M une variété riemannienne ; pe N tel que
0<p<dim M5+o,x1,..,xp des champs conformes fermés sur WM.
Alors l'ensemble des points x de M ol Xl(x),..,xp(x) sont
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linéairement dépendants est une sous-variété totalement géodé-
sique de M.

En effet : On a vu qu'un champ X est conforme fermé si
et seulement si Xb est coéquiprojective. Or les formes coéqui-

b
1

est coéquiprojective. De plus, l'ensemble des zéros de w est

projectives ferment une sous-algébre, donc w = X E& ..A.Xp

précisément 1'ensemble des points x de M ot Xl(x),..,XP(X)

sont linéairement dépendants, d'olt le résultat.
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