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UNE REMARQUE SUR LES GROUPES DE GALOIS TOPOLOGIQUES

Jean BRACONNIER

On peut étendre [3] le théoréme d'Artin relatif aux groupes
finis d'automorphismes d'un corps [1] aux groupes compacts d'au-
tomorphismes, i 1'aide de la théorie de Krull des extensions
galoisiennes [2]. On trouvera ci-dessous une démonstration direc-
te de ce résultat, qui permet de retrouver et généraliser cette

théorie de Krull,

1, Groupes de Galois topologiques,

(1.1) Soient L et M des corps (commutatifs) ; on désigne par
Mor(L,M) 1l'ensemble des morphismes de L dans M et on munit cet
ensemble de la fopologie de convergence simple (L et M &tant
discrets), Mor(L,M) est ainsi un sous-espace fermé de M- (mun{

de ladite topologie) : on note Aut(L) le groupe des automor-
phismes de L ; muni de la topologie induite par celle de Mor(L,L),
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Une remarque sur les groupes de Galois topologiques

Aut (L) est un groupe topologique : dans ce groupe, un systéme
fondamental de volsinages de 1dL est formé par les sous-groupes
stabilisateurs des parties finies de L. En général, Aut(L) n'est
pas fermé dans Mor(L,L).

Soient K un corps et L et M des extensions de K ; on note
MorK(L,M) 1l'ensemble des K-morphismes de L dans M : Mor, (L,M)
est fermé dans Mor(L,M). On note Gal(L/K) le groupe des K-auto-
morphismes de L ; c'est &videmment un sous-groupe fermé de
Aut(L). Lorsque F décrit l'ensemble des parties finies de L,
Gal(L/K(F)) décrit un systime fondamental de voisinages de idL
dans Gal(L/K),

(1.2) Soit L un corps. Soit G un sous-groupe de Aut(L) : on note
InvL(G) le corps des invariants de G dans L, Il est clair que
InvL(G) = InvL(G) ; par suite, on a a'c.Gal(L/InvL(G)).

(1.3) Proposition, - Soit K—)L une exfension algébrique sux k.
Pour toute extension R—M de K, £'espace MorK(L,M)
esd compact,

Soit xe L ; MorK(L,M).x est alors une partie finie de M,
Par suite, MorK(L,M)C xTeTL MorK(L,M).x c:ML est relativement
compact, donc compact.

(1.4) Corollaire. - Soit K—L une extensdion algéhnigue sun K.
Alons Gal(L/K) est un groupe compact,
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En effet, on a alors Gal(L/K) = MorK(L,L).

Remarg ues.

1) Soit K—>L une extension algébrique sur K ; posons
G = Gal(L/K) ; G est un groupe pr04ini. Soit F une partie finie
de L ; l'ensemble G.F est fini et
Gal(L/K(G.F)) = O'QG o-.Gal(L/K(F)).(J'-.:L est un sous—groupe d{4-
tingué et ouvert de G, Lorsque F varie, Gal(L/K(G.F)) décrit

évidemment un systéme fondamental de voisinages de id,L dans G,

2) Soit K—»L une extension de K telle que d:lmalK(L) soit
fini : alors Gal(L/K) est localement compact (il posséde en effet

un sous-groupe ouvert compact d'aprés (1.3)).

2. Le théoneme d'Atin,

(2.1) Théoréme. - Soient L un coaps,G un Sous-groupe compact de
Aut (L) et K = Inv, (G). Alons L edd une extension
algébrique et galoisienne sur K et G = Gal(L/K).

a) Si G est fini, le théordme se réduit au théordme classique
d'Artin,

b) Soit x € L : G.x est fini ; par suite G 0 Gal(L/K(G.x))
est un sous-groupe ouvert de G, On a ¢ (K(G.x)) = XK(G,x) pour
tout G €6 ; ainsi ¢+ o IK(G.x) est un homomorphisme
@ : G -Gal(X(G.x)/K). Le noyau de ¢ est G 0 Gal(L/K(G.x))
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donc Y (G) est fini, D'aprés a), K(G.x) est une extension de
degré fini et galoisienne sur Ian(G %) (cp(G)) = K, Comme

x & K(G.x), ceci montre que L est algébrique et galoisien sur K,

¢} Soit G' = Gal(L/K). D'aprds b) et (1.4) G' est compact.

Soit F une partie finie de L : G'.F est fini : soit L_ le sous-

corps de L engendré par G'.F. Gal(L/LF) est un sous—gzoupe ouvert
de Aut(L) et G¢' () Gal(L/L;) = Gal(L/K(G'.F)) est un sous-groupe
ouvert de G', On a o"(LF) = L pour tout o'e G' : ainsi
o' cs"\LF est un homomorphisme v : G‘--#Gal(LF/(LF aOK)).

Le noyau de y est Gal(L/K(G'.F)) : donc y (G') est fini.
D'aprés al, LF est une extension de degré fini et galoisienne sur
InvLF(‘tr(G)) =L, 0Ket y(G) = Gal(Ly/(Lp Q1 K)). Par suite,

on aG' = G Gal(L/K(G'.F) c G Gal(L/LF).

d) Quand F décrit 1'ensemble des parties finies de L, il est
clair que Gal(L/LF) décrit un systéme fondamental de voisinages
de id, dans Aut(L). On a donc G'c ()G Gal(L/Ly) = G = G, Donc
G=¢G',

(2.2) Corollaire, - Soit G un sous-groupe relativement compact
de Aut(L). Alons G = Gal(L/InvL(G)).

Cela résulte de (2,1), si 1'on remarque que Inv, (G) = InvL(E).

(2.3) Corollaire. - Soit K—>L une extension d'un conps K, telle
que K = InvL(Gal (L/K)). Pour que L so0it algdbrique
(et galodsien) sur X, L faut et L suffit que
Gal(L/K) s0it compact.
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C'est nécessaire d'aprés (1,4), C'est suffisant d'aprés (2.1).

(2.4) Corollaire. - Soit K—>L une extension d'un coaps X¥.
ALons A : Gl—)InvL(G) est une bijection de L'ensem-
ble des sous-groupes compacis de Gal(L/K) sur
L'ensemble des sous-extensions L' de L telles que
L s04it algébrique et galodsien sur L', dont La
néceiproque est ¥ : L'v—>Gal(L/L').

Si L' est une sous-extension de L telle que L soit algébrique
et galoisien sur L', Gal(L/L') est compact et, par définitionm,
Inv, (Gal(L/L')) = L' ; donc ¥ est une section de A.

(2.1) montre que ¥ est une rétraction de A.

Dans le cas ol L est une extension algébrique et galoisienne
sur K, le corollaire ci-dessus ¢4% le théoréme de Xrull, si 1l'on
remarque que tout sous-groupe fermé de Gal(L/K) est compact et

que L est galoisien sur chaque sous-extension de L,
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