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PROPRIETES DES DEMI-GROUPES DE FRACTIONS

Alain BOUVIER - Alain FAISANT

MM. ZARISKY et SAMUEL, [10] ont &tudié& 1'ensemble des &1&-
ments d'un anneau A rendus inversibles dans 1'anneau de frac-
tions A[S—l], lorsque A est commutatif, unitaire, et intégre,
et S une partie multiplicative de A. En partant de cette idée
on étudie pour un demi-groupe D 1l'application S ——> J(S) ol
J(S) désigne précisément 1l'ensemble des &l8ments de D rendus
inversibles dans D[S-yj demi-groupe des fractions de D par rap-—
port 3 S, [7].0n montre comment cette application permet d'é-
tendre aux demi-groupes de fractions d'un demi-groupe quelcon-
que certains résultats connus pour les anneaux dans le cas
commutatif intégre : conditions de fermeture de diagrammes,
propriétés de transfert pour les homomorphismes, les idé&aux,
la factorisation ; commutation avec 1'équivalence de Rees ;

condition suffisante pour que D[ST—lj soi isomorphe 3 D[TS_I]

Les notations et la terminologie utilisées sont celles de

[7] dont ce travail constitue une suite.
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Propriétés des demi-groupes de fractions

~ §1. THEOREME FONDAMENTAL

Si S est un complexe d'un demi- groupe D, on note Lps

1'homomorphsime canonique de D dans D[S ]

(1-1) Théordme : Pour tout complexe S d'un demi-groupe D £'homo-

monphisme \pg * D — D[S_ﬂ eAt un épimon-
phisme de La catégonie des demi-groupes.

Démonstration : Supposons que u. Bg = Ve g et soit e 1'élément
neutre de D[S-lj .

% u(e) = v(e) En effet, S n'étant pas vide, soit s€S ; on a :

d'une part : u(e)v(e)=u(e)v(gg(s))viyy(s) =u(e)ul@g(s))v(yy(s)) 7}
=u(wS(S))-V(wS(S))-1=v(ws(s))V(Lps(s))—1=v(e)

et d'autre part : u(e)v(e)=u(\pS(S))-1u(wS(s))v(e)

84 () TV (gg())v(e)

u(9g () v g (1) =u(9g(s) upy(s))

u(e)

Vs, s€5: u(ws(s)-l) = v(qs(s)-l) En effet puisque u(e)=v(e) :
u(\ps(s)-l)u(qs(s))=v(q>s(s)_1)v(LpS(s)) donc u(\ps(s)-l)u(qs(s))

= v(gg(s)  Hulgg(s)
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Propriétés des demi-groupes de fractions

1

soit encore : u(\ps(s)-l)

vgg(s) Hulgg(8) Hutpg()”

= V(\QS(S)—I)u(e) = v(LPS(s)-lv(e)

-1
= V(\?S(S))
* Vx, xCD[S—l] : u(x) = v(x) En effet x s'écrit
N a
X = \Ps(xl) \.?S(xn) avec &, =% let a; =1

seulement si xiCS. Donc :

o

1 ®n 1 ®n
ulyg (%) 7 ... u(qs(xn) )=V(lps(x1) ) av(pg(x )

u(x)

= v(x)

Remargue : Il est immédiat que \pg est simplifiable dans la sous-
catégorie des demi-groupes avec élément neutre, le

résultat ci-dessus est strictement plus fort.

§2. L'APPLICATION J

(2.1) Soit D un demi-groupe : 3 tout complexe S de D on associe
le complexe J(S) = {x, x€D, qs(x)e%(D[S_l])} et 1l'on désigne

par J l'application ainsi définie.

Lorsque S = @ le probléme universel (D, S), [6] , ad-
met encore une solution : le couple (Dl, i) ot i : D —> D1
est l'injection canonique. Ceci permet de prolonger J 3 1l'en-

semble ?(D). (il est a remarquer que i n'est pas nécessairement
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Propriétés des demi-groupes de fractions

un épimorphisme)
. I1 est clair que J(D) = D, J(#) = U{D) et que J(S) = @ équi-
vaut 4 S =W(D) = ¢

. ¥S, S€ ¥(D) : SCI(S) et J(S) est une partie stable de D.

(2.2) Proposition : Pourn toute partie S de D J(S) est La plus
grande des parties T de D telles que
o[t Y] = p[s71] par un isomonphisme o tek
que Ge Yy = Y

Démonsiration : . On a D[I(S) 1]

|1

D[S-l] ; en effet Wg rend

inversibles les éléments de J(S) et il existe donc un unique
homomorphisme o tel que 3. \QJ(S) =Yg d'autre part SCJ(S)
donc pour la méme raison il existe T unique homomorphisme tel
que To Yo = \P; (s)" On en déduit G.Te Yg = W et Teo QJ(S)=LPJ(5)

done, (d'aprés (1.1)) : GoT =1 et To0 = 1.

. si o0 D[T—l] — D[S_I:] est un isomorphis~
me tel que 0. Wp = Yg
Ona YteT i (t) = oo pr(t) = o(@y ()€ o(%(n[r‘lj))gm,(n[s‘l]),
donc t €J(S). Ainsi T €J(S)

(2-3) Coroflaire : L'application J est une fermeture surn S(D).

. J est extensive car S €J(S).

. J est croissante : si SCT @O rend inversibles les &léments

de S donc il existe un homomorphisme unique o tel que s,gpsﬁpT.
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Propriétés des demi-groupes de fractions

Comme ¢ conserve 1'élément neutre, [6] y 81 x €J(S)

9w @S] a0l (1) = 60 g (WEWD[T M) soit : xeI(T).

. J est idempotente: d'aprés (2.2) D[S_lj =D[J(S)—1]= D[JZ(S)_l:\;
il résulte alors de (2.2) que J>(S)< J(S) donc J2(S) = J(S).
(2.4.)Theonéme : Les proprniétés sulvantes sont quivalentes
1) J(s) = J(T)
2) D[S_l] = D[T—l] par un isomorphisme otel
que To ‘P = g
3) \.PS(T)Q‘U.(D[S-lj) et \?T(S)Q%(D[T'lj)

Démonstrhation

1)=>2). car d'aprés (2.2) : D[S-1]= D[J(S)-ll = D[J(T)_l]"D[T_l]
2)==3) car (D[s_l], U‘)S) et (D[T"ll, q>T) sont alors solutions

du méme probléme universel

3)==>1) Ssi ‘~PS(T)§ <l-l’(D[S-]":I) on a T<J(S) donc J(T)cJ(S) d'aprés
(2.3). De méme J(S) < J(T).
(2.5) Pour tout complexe S de D : J(S. %(D1)=J(S).‘U=(D1)=J(S)

. J(S)<€ J(S) ¢u-*(Dl) d'une part ; d'autre part si x = y.u€J(S) .%(Dl)
alors g (x)€ &[S ]) donc x €3(S).

. 0On a J(S)EJ(S.%(Dl)) car SES.‘U:(DI) et d'aprés (2.3). Ré-
ciproquement J(S. %(Dl)) c J(S)

car S. ‘Uo(Dl) €J(S) et d'aprés (2.3).
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Propriétés des demi-groupes de fractions

Définitions : On dit qu'une partie S est un fermé 84 S = J(S).
Un ouvert est Le complimentaire d'un fermé.

(2.6) (D) est le plus petit fermé

En effet W(D) est fermé : si (D) = @ on a J(P) = W(D) = @&
si u(D) # @ on a Dl__u,(D)_l] =D, cf[6:[
donc J(U(D)) = &(D)

% (D) est le plus petit fermé car pour toute partie S:%(D)<SJ(S).

On ne connait pas encore la caractérisation des fermés
dans le cas général. Remarquons toutefois que si <S> est le
sous-demi-groupe engendré par S : {x, x€D, xDx n<S> # @} cJ(S)
car si xyx €xDx alors \Ps(xyx)s ‘IL(D[S_l]) donc k.?s(x)e%(D[S-l])
et x €J(S).

(2.7) ThéonZme : Soit S un complexe d'un demi-groupe commutatis p:
1) J(8) = {x, x D, xD <S> # ¢}
2) Les germés de D sont Les parties stables
consistantes et Les ouverts sont Les idéaux
premdiens.

Démonsination : 1) Si xye<S> alors Lps(xy) est inversible done

Lps(x) aussi car D est commutatif et 1'on a

x €J(S). Si x€J(8) il existe (a, s)EDX <S>
-1

tel que : W (x) wg(a) ¥ (s) ~ = eD[S-1]

donc il existe t€(S>tel que xat = st € <S>
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Propriétés des demi-groupes de fractions

) J(@#) =4(D) est une partie consistante et stable ;
si S # 9 : xy€J(8) entralne kps(x) .qs(y)e‘u,(D[S_l'_])

donc x, y €J(S).
Si S est stable et comnsistant soit x €J(S) ; il
existe d'aprés 1) yeD tel que xy€<S> = S d'ol

X €S d'aprés la consistance de S.

Remaique : . La réunion de deux fermés n'est pas nécessaire-
ment un fermé car 1'intersection de deux idéaux premiers n'est

pas nécessairement premier.

(2.8) Conollaire : Soient s et T deux complexes d'un demi-groupe
commutatif D. Les assentions sucvantes sont
gquivalentes.

a) J(s) = J(T)
b) Poun tout ouvert A : AN<S> # P<—An<T> # @

a)=>b) Si x€ An<S> comme <S>C J(S) on a x€J(S) donc x€J(T)
soit, d'aprés (2.7) il existe ye€D tel que xy € <T> et
comme A est un idéal : xy€AN<T> # @

b)=—a) EJ(S) est un ouvert et [J(S)r\<S> = ¢ d'ol EJ(S)n<T>= )]
c'est 3 dire que TS J(S) donc J(T) €J(S). De méme
J(8) € J(T).
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Propriétés des demi-groupes de fractions

§3. PROPRIETES DE TRANSFERT POUR LES HOMOMORPHISMES.

Soient D et D' deux demi-groupes, S une partie de D,

T une partie de D' et f : D —> D' un homomorphisme.

(3.1) Les assertions suivantes sont &quivalentes

1) i1 existe un unique homomor- D ————f——> D
phisme f ecomservant 1'élément neutre tel
P Qe = Yoo £ s Pr
que ° = °
s T p[s™] ———-- ->D' [T 1

2) £(8)cJ(T)
Dans ce cas on a £(J(S)) < J(T)

1)==>2) Soit x = £(s) € £(8) : @, (x) = LPTof(S)=;:oLpS(s)€‘\L(D'[T_l])

~

car f conserve l1'é@lément neutre, donc x<€ J(T).

2)=—=1) LpT,f rend inversibles les éléments de S donc il existe

f conservant le neutre tel que £, LPS = LPT.,f. L'unicité

de f s'en déduit aussitdt. Il est clair que £(J(S))CJI(T)

(3-2)Théoneme : a) 44 £ EAI un Epimonphisme, & en est de meme

poun £

b) Poun toute partie S de D £(J(S))C J(£(S))

c) S4 J(£(S)) = J(T) et &4 f est nétrnactable,
E L'est aussd

d) Si de plus J(£(S)) = £(J(S)) et 84 § est sun-
jeetif [resp. isomonphisme] il en est de
meme pour f§

Démonstrhation :
a) Immédiat puisque Pg et Wp sont des épimorphismes (1.1).
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b) On a f£(S)cJ(£(S)) donc d'aprés (3.1) £(J(8))cI(£(S))
¢) On a toujours (dé&s que f existe) : £(J(S))CJI(£(S)) cJI(T).
Si de plus J(£(8)) = J(T) et s'il existe r tel que ro.f = 1D

on a : r(T)cr(J(T)) r(J(£(S))) or d'aprés b)
r(J(£(8))C I(xro£(S)) J(S) ; donc r(T) €J(S) et d'aprés (3.1)
il existe r unique tel que ro $p = Ygeof d'ol rof = 1D[S—l]

d'aprés (1.1)
d) Si f est surjectif il suffit de montrer que les él&ments de

la forme @ (y) et q%(t)_l sont atteints par f :

-\?T(y) = %&(f(x)) = ;(Qs(x)) car f est surjectif

. si tE€TCI(T) = £(I)(S)) donc t = £(s), s€JI(S). D'od :
G = Bpef (]! = [Fo (0] = £eg()7Y]

Si f est un isomorphisme f est rétractable et surjectif donc

f aussi.

~

Remorque : On a le transfert "f injectif===f injectif" dans

les cas suivants :

. Set T simplifiables dans D et D' respectivement, et
£(S)Y <€ J(T)

. D et D' commutatifs et £(J(S)) = J(T).

§4. PROPRIETES DE TRANSFERT POUR LES IDEAUX

Nous étudions ici les relations entre les idéaux de D
et de D[S_l] : si I est un idéal de D[S—IJ, q;l(l) peut étre
vide ; nous nous limiterons donc au cas ol DlS—ll est un demi-
groupe de fractions 3 droite ([6] et [8] ) ; dans ce cas tout
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Prbpriétés des demi-groupes de fractions

élément de ..D[S_l] peut s'écrire &Ps(x) *-{’S(s)_1 avec xe€D, s€ <S>,

On note @(resp.%) l'ensemble des idéaux 3 droite
(resp. bilatére) de D, et EOS’ C%S les ensembles analogues pour
D[S_l] . Lorsque 16935 uP-S.l(I) n'est pas vide puisque :

-1 -1

LPS(X) QS(S) €1 ==xeyg (D).

Nous avons a utiliser les applications suivantes :

. -1 , e

r :Q)S —> @D définie par r(I) =L|JS (D 6:(«‘1)—>§[/S définie

> %S définie par

par 6&(I) = \?S(I).D[S—lj ; et B :%
- -1

B(I) = D[S 1]q>s(1).1)[s ].
L'application r est appelée restriction,§ et B sont

et que B(I) =D[s"] o 8(D).
Les applications r, &, B sont des applications croissantes d'en-
sembles ordonnés par inclusion. De plus :

(4.1) Gdor = léD et Bor = lgs
S

ce qui montre que r est injective,§ et B sont surjectives et que :

card c%s <card EDS < card@; en général ces applications ne sont

pas bijectives.

(4.2) Théoreme : S& D[S°1] edt un demi-ghoupe de fractions a
droite et 84 D virnigie L'une des conditions
sulvantes :

. D est noéthénien

. D est noéthérnien a dnoite
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. D est antindien

. D est antinien a droite
. D est simple

. D est sdimple @ drnoite

atons D[s '] vernifie La méme propritts

La démonstration se déduit aisément de (4.1). Il résulte
également de (4.1) que ro8 et roB sont des fermetures dansgD
et 55 SiD et %désignant les ensembles d'idéaux fermés pour

ro§ et rof omn a :

(4.3) Théondme : r et La nestriction de & a L (nesp. r et La
nesiniction de 8 a B) sont des L8 omonphismes
néciproques entre Les ensembles ondonnés D
et Py (nesp. B ot 358)

(4.4) Si T est un sous-demi-groupe de D[S_l] contenant LP§(S)
et si R = \Pgl(T) alors : D[R_lj est isomorphe a D[S-l][r- ]

Démonstration
: : R -1
« Ppe Yg rend inversibles les éléments D -—-——>D[R ]
t
]
de R car si1 x€R on a Lps(x)eT ; 11 g '
]
-1 ]
existe donc un homomorphisme ¢ tel que D|S ] '
o Ug T e s v |
T v
. . -1 -1
. pp rend inversibles les éléments de S, p[s “][r 7]

car si s €S Lys(s)e T donc s€ R ; donc
. . 0 . -
il existe 6 tel que 8 Wg =Yg
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. 8 rend inversibles les éléments de T : D—i— D[S—l]—-—l;— D[s-ir-li
. -1
si t€Tonat =L?S(x).L_pS(s) ; or d
LQS(s)C T donc L?S(x)eT ie x€R ; alors : ,
-— /
8(t) = QR(x). B[S(s) l] inversible. LPR 6 ’ A
I1 existe donc A tel que A, LPT = 0. D[R_fi
I1 résulte alors de (1.1) que ¢ = A-l est un isomorphe.

Lorsque P est un idéal premier on note DP au lieu de

D [(D'P)- : demi-groupe localisé de D en P

(4-5) Thdorsme : Soit P un idéal premier et propre de D[S '] et
P' = r(P). Aloké D, est {somonphe & D[sT] |

p[s 1]-p

$ on a

Démonstrnation : P étant un idéal premier propre, T

est un sous-demi-groupe de D[S_I:] ; comme anS(S)
\-Pgl(T) = D-r(P) et 1l'on applique (4.4)

On not:eG.;)D 1'ensemble des idéaux bilatéres premiers de D ne cou-
pant pas <S>, et % 1'ensemble des idéaux bilatéres premiers
et propres de D]S-ll

(4.6) Theoneme : Lorsque S est simplifiable dans D, ou Lorsque
D est commutatif, B et n sont des Lsomonphis-
mes entre Les ensembles orndonnés S ot %"S.

Démonstrnation : a) Supposons S simplifiable dans D

. 5si PES P est fermé : soit x €roB (P), d'od ‘%S(X)“Ps(a)q’s(s)-l'

. 25 (P) g (B)
avec pE P, soit B (xt) = . (a) () . Lps(p)=\{>s(a)tps(b)\ps(u)‘1
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avec sb = pu€P donc b€P, Alors LPS(xtu) = L?S(ab) donc xtu=abep
et x€P.

Il suffit de montrer d'aprés (4.3) que PER ——->B(P)€<z‘)> et que
Pe? —>r(P)€%a

- si PGSDS r(P) est premier et r(P) <S> = @ sinon
Bor(P) = P = p[s"}]

- si PE® g(P) est propre sinon P =xr.8 (P) =D ; B(P)
est premier : si E.n = \Qs(a) \{’S(S)-l. qs(b). \_Ps(t)_l € B(P) alors

‘fg(ac) € B(P), avec sc = bt ; donc acer.p (P) = P et 1l'on a soit
a€P, d'oi £€B(P), soit cEP d'ol sc = bt €EP et bEP, donc neR(P).
b) Supposons D commutatif et posons B = § = e
. -1
. si P€® P est fermé : soit X E€Troe(P), d'ol Lps(x)=‘-PS(p)Lps(s)

avec p€ P ; donc kps(xs) = Lps(p) et il existe t €<S> tel que
xst = pt€ P d'ol x €P.

. - si PGCc\BS r(P)e® pour la méme raison qu'en a)

- si Pe@® e(P) est propre (méme raison qu'en a) ; e(P) est

premier : si &n = Lgs(a). qs(s)_l. \_‘)S(b). L{;S(t)_l € e(P)
alors Qs(ab)e e(P) donc ab€ r.e(P) = P donc a€P ou bEP soit
E € e(P) ou nee(P).

§5. COMPOSITION DES DEMI-GROUPES DE FRACTIONS

Soit @ €D un &lément fixé ; on pose?d (D)= {SeD(D),Sq0>#
et 1'on munit CS (D) des deux lois (S,T) —> S T et (S,TH—>ST
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qui font de@ (D) un demi-anneau. La loi U est idempotente et
admet 1' 1ement D pour zéro. (S (D) est préordonné par la rela-

tion ¢ définie par S «T si J(S)g J(T).

On pose D = {D[S 1] S€C<? (D)} et l'on définit une
application fu (D) dans D par f (S) = D[S 1]

étant bijective on peut transporter sur Da la structure de(’:};(D)
p[s™}]. p[r"}] = psD Y]
D[s'l] D[T"l] D[(s T)']']

p[s1] D[t si J(HC I(D

Soit Eﬁal'equlvalence sur D associée au préordre ¢ :
D[s ]@,D[T Y si J(S) J(T) 11 résulte de (2.4) que

D[S :] D[T ]s1 D[S ] D[’I‘ ] Posons A, =D /@,et notons
D[S ] la classe de D[S ] modulo

(5.1) Théonéme : Pour tout a <€D on a Les proprilétés suivantes
a) R est compatible avec Les deux Lo4is de D
b) Dan&A Les deux Lois . et U comc/cden,t

c) a, e,é/t une bande commu,ta,twe ayant D[D ]
pou)z. zéno et D [<o> ] pour éLement
neutre.

Démonstration :

. Compatibilité avec la loi U: >p[s71]
supposons D[S-lj D[T_l:] et mon-
trons que pour tout X€€'<) (D)
p[(sun ™' = p[(TuR)” ] : il bR "Ha—mmmm b[17]]
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Propriétés des demi-groupes de fractions

existe par hypothése un isomorphisme 6 tel que 6O, L?s = ka, d'au-
tre part L?TUX rend inversibles les &léments de T, donc il existe

6 tel que 6, Yo = ‘?TUX' I1 s'ensuit que ('PTUx rend inversibles

les éléments de SUX : c'est &vident pour les éléments de X, et

. - 6 . . ~
si s€S§ \PTUx(s) o 96 L?S(s) est inversible. De meme Ysux

rend inversibles les éléments de TUX d'ol 1'isomorphisme d'aprés
(2.4)

. compatibilité@ avec la loi . : notoms d'abord que pour tout
SG@N(D) on a ¥ €J(S) car Se@d(D)=> In€N* tel que «teEs
donc Les(otn) est inversible dans D[S_l] et L?S(O() aussi,

ie A €J(S). Pour montrer la compatibilité de la loi. nous allons
prouver que VS, T €6<9°((D) : DT_‘ZST)—I] n D [(SUT)‘lJ ce qui démon-
trera aussi b).

P

SuT rend inversibles les &léments de ST donc J(ST)CJSuT)

= Pgr rend inversibles les &léments de SUT : Tecé:((D)S}nEN*
ot ET
. n n,~-1 . . "
€ = .
si s €S on a \?ST(S) Lfs,r(sol ) LyST(a( ) inversible. De méme

) . -1
) ¥ ,P = P
S o (D) donc 3IpeN*u® €S et si t€T on a L;?ST(t) LYST(o( )

Yot (°(p t) imversibl

L'isomorphisme résulte alors de (2.4).
La propriété c) s'en déduit aisément. Notons la conséquence
suivante de b)

(5.2) Conoflaire : SL S et T sont deux complexes de D et 5'il
excste a dans D tel que S et T appartiennent

-

a G:SJOL(D) alors D[(ST)—l] est Lsomorphe a D[(TS)-ﬂ
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§6. DEMI-GROUPES DE FRACTIONS D'UN DEMI-GROUPE ~TOMIQUE

Soit D un demi-groupe commutatif, S% 1'équivalence de Green

sur D, [5] ; on dit que p €D~ U«(D) est irréductible si a|p

("a divise p") implique soit a€ U(D), soit a®p. On note
p¥ = D-{0} si D posséde un zéro, et D* = D sinon. D est atomique

si tout &l&ment de D¥ adpet upe factorisation compléte c'est-z-

. . 1 . .
dire peut s'écrire d = Py Py e pnn avec Vi Ps irréduc-

d'éléments irréductibles, si B est une base d'un demi-groupe
atomique D tout élément d€D s'dcrit u pqlB P P avec ué.‘\\.(Dl),
npé N presque tous m : S est un complexe de D on pose

M(S) = J(8) nB et P(S) = (M(S)> . Remarquons que M(S)CP(S)CJ(S).

(6.1) Soit D un demi-groupe atomique et S un complexe de D* .

on a: SCP(s). aumh)
o
Soit s €S et B une bise de D ; comme s€D* on a s = upll,,,gr‘
) _ 1 An —l] . L

inversible, soit Py € J(S) donc piE J(S)N B et
A «
1
s = u.p1 pnrl € P(S)l.%(Dl).

(6.2) Proposition : Soit D un demé-g/wupe atomique et S un com-
plexe de D¥. Les demi-groupes pls '],
p3® 7, oY, p[P(s)™!] sont iso-
monphes.

Démonstrhation :

. d'apras (2.2) D[] = p[3(®) 7]
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. d'aprés €2.5) et (6.1) : SCP(S). ) ca(s)t. avmh)

= 3(5). wdH v WEYH = IS
J étant croissante et idempotente : J(S) QJ(P(S)l. c\.L,(Dl)) c J(S)
soit J(S) = J(P(s). wh)).
Appliquons 3 nouveau (2.5) : J(S) = J(P(S)l. %(Dl))=J(P(S)1)
= J(P (S)) d'aprés [6]
Par conséquent D[S_l] zD[P(S)_l] (d'aprés (2.4)). Comme
P(S) = <M(S)> om a : D[M(S) Y] = D[P(S) }]

Notations : C<)3’"(B) =‘§(B) - {@} ; avec les notations du §5 :

si p lab =‘>pli ou p]b.

(6.3) Theoneme : Soit D un demi-groupe atomique simplifiable de
base B dans Lequel tout éfément {widductible
est premien. ALons S *(B) et ¥(D) sont Equi-
potents.

Démonsitration : . On définit ¢ : & (D)—>5¥(B) par
v (0[a1]) = J(A) a B = M(A)

C'est bien une application car D[A_ll = D[C_1]<=->J(A) = J(C)
donc J(A) = J(C)n B ; J(A) ~n BEXXB) car par défini&ilon de a
WD) : A-W(D) # @ ; soit x€A - (D) donc x = up TR n
et du moins 1'un des Ki est distinct de zé&ro donc pi€ J(A) A B
et J(A)nB # ¢.
. soit y: @*(B) —>D) définie par

W (A) = D[A-l]. Om a bien W(A)e (D) car BnW(D) = ¢ donc

A-w(D) = A # 0.
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. d'aprés (6.2) : wey_(D[ATT]) = w(3(A) B)
= oM@ Y] = oa”H

. w,q(A) = w(D[A—l]) = J(A)nB. Montrons que A=J(A)AB :
il est immédiat que ASJ(A) AB ; soit p €J(A)NB donc p €B et
d'aprés (2.7) il existe y €D tel que py €<A> . Donc py=qlq2...qn
avec qiélA. p est irréductible donc premier. Par conséquent :

i plqi. D'ol p@oqi. Comme p €B et qiélB onap=gq; €A,

Donc Yo\ (A) = A.

§7. DEMI-GROUPES A FACTORISATION UNIQUE

Soit B une base d'un demi-groupe atomique D : on dit que

D est 2 factorisation unique si : ¥d € D¥* : d=uplp2...pm=Vqlqz.,qn
implique n = m et Vi p]._giqi .

v_(d)
Dans ce cas tout &lément d de D¥ peut s'écrire d = u A P

P
peB
avec v_(d) € N et dans ce produit seul un nombre fini de v (d)

n'est pas nul. [3] On démontre, cf[3], Que : xy # O =>vp(xy)
= Vp(X)+Vp(y)'
(7. 1) Theoneme : Soit D un demi-groupe a factorisation unique.
ALons pour tout sous-demi-groupe S de D
p[s !] est a dactorisation unique.

Démonstration
. d'aprés [3] il suffit de trouver un sous~ensemble A de D[S-1]

P -1 . ]
tel que tout élément de D[S ] s'écrive de fagon unique i

"une unité prés'" comme produit fini d'éléments de A. Si card
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D[S—]'] = 1 le résultat est &vident. Supposons donc card D[S-]'] >1.
. Soit B une base de D, B, = {p€ B, 3s€S ps = O} et
B' = B-(BouJ(8))
v (s)
u P P
pPEBNJI(S)

- d .
. Cherchons les unités de D[S 1] (on note S au lieu de

. par définition de B et J(S) : ¥s€S s =

‘-?S(d)‘?s(s)-l)' Si % est inversible il existe % tel que

%% =-§- donc 10 €S tel que odbs = 032t S. Comme card D[S—1]>1
on a SCD* donc os’t # O donc si p€B : vp(d)+vp(b)=vp(8)+vp(t);
et si p¢J(S) : vp(d) = vp(b) = 0. Donc si % est une unité :
VpifJ(S) Vp(d) = 0., Réciproquement si Vp#J(S) vp(d) =0 :

Vp(d) d . .
©g(d) = Yg(u) p€BI(S) g (P) donc — est inversible.

Les unités de D[S_ll sont donc les fractions de la forme

v (d)-v (s)

4 1
s~ tg(w peB’):\(J(S) %5 (@) ° P avec uewd).
. Soit %eD[S-]'] donc d # 0 et s # O et 1'on peut écrire
_ v_(d)-v_(s)
%"‘ fg (W g (V) ' ::B ®s(P) P P avec u, ve w(D).

. d
Puisque < # O et que s€S : Yp€eB, vp(d) = vp(s) =0 et 1'on

d v _(d)-v_(s)
5 = w;};(B' \PS(P) P P avec
133
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u, vE€ %(Dl). Puisque % # O et que s€S : Yp €8, vp(d)=vp(5)=o
v _(d)-v_(s)

.. d 7T P
1 —_ =W
et 1'on peut &crire _ pe B ‘—{’S(p) avec
v (d)-v (s)
w=1 7T P P -1
v p €B NJ(S) L?S(P) €%(D[S ])
Pour p € B' a = v (d)-v (5) = v (d)30 donc d =w 7T ap
P P p p 7 s ~“pept PP

. L'écriture précédente est unique a une unité prés : si

d _ I~ P . a
Pl W' p€ B Les(p) s ' unité, alors ' = T avec Yp ({.B nJ(s)
B d _ ad
—oosiar = U Gt 4 ad! 1 exd
vp(a) id peB P onac c donc il existe

0€S tel que odt = cad's. Mais -Esl-# 0 et ot € S~=>gdt # 0, donc
si peB : v (d)+v (t) = v (a) + v (d")+v ; si J
P D p( ) p() p( ) p(S) si pgJ(s)
v (d) =v (d') = B, d'oli le résultat.
P P P

\]
Remarque : On a démontré que % = -(sl,—*———> Vpe€B' vp(d) = vp(d')

§8. AUTRES PROPRIETES

(8.1) Proposition : Soil D un demi-groupe commutatif avec &éLement
neutre e, et S un sous-demi-gnoupe de p¥,
S4 (D,8) est de type (R)[2], Les propristss
sulvantes sont Equivalentes

a) S ¢&as(D)
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b) g @8t un L8 omonphisme

) g @8t surjectif
Démonstration : a)=b) d'aprés [6]

b)==>c) &évident

c)=>a) ey €S car si se€S se=s et comme s¢p’et (D,
est de type (R) on em déduit eD=eS€ S. Soit s€ S ; comme P est

surjectif, Ix €D : \ps(x)=\ps(s)—1, donc 11 existe t €S tel que

txs = teD =t ; (D, S) étant de type (R) on a xs=e e, puisque
ScD¥* ; donc se WD).

(§.2) Commutation avec L'équivalence de Rees

Soit D un demi-groupe commutatif, I un idéal et S un complexe
deD; a:D—>D/I, :D—> D[S ], ' @ D/T—> D/1[a(s) )
. . . -1
les homomorphismes canoniques. Alors les demis—groupes D/I[G(S) ]

et D[S-l] /e(1) sont isomorphes.

Demonstration : M aprés (3.2) il existe a D —>—> p/I
surjectif tel que &ou? =¢'oa . Montrons que L{,l @
1'équivalence d'homomorphisme de o est 1'é- MY o -1
quivalence de Rees dans D[S-l] modulo e(I): D[S ] _____ >D/I[a(S) ]

. Six = w(a) 4(s) L, y
a(x) = a(y) on a ' (a(at))

@) (&) ! et

' (a(bs)) donc il existe u €<a(S)>=(<S;
tel que u, a(at) = uoa (bs) ; si u = ao) avec g€<S> : a(cat)=

a ( obs) donc ou bien gat = gbs d'oi x =y

ou bien g¢at, obse€I d'ol x, ye e(I)

. De méme si Xx= y mod e(I) : a(x) = &(y) D'ol le résultat.
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