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LOCALISATIONS ET SCHEMAS AFFINES

Michel HACQUE

INTRODUCTION.

Cet article est consacré 3 la mise en évidence des pos-
sibilités qu'offre la théorie des localisations, en vue de
1'étude des schémas affines.

Etant donné un anneau commutatif A , si of= Mod A est la
catégorie des A-modules et si X = Spec(A) est le spectre pre-
mier de A, muni de 1la topologie spectrale, tout ouvert U de X
détermine une localisation éf dans & (PropOSLtlon 2-8). Les
foncteurs localisations LU de ces localisations "?U s
tent la construction d'un foncteur préfaisceau P (Définition

permet-

3-4) ; tel que pour tout objet M de &, le foncteur P(+,M) soit
un préfaisceau P(M) sur 1l'espace topologique X et tel que tout
ouvert U de X vérifie P(U,M) = LUM .

Le foncteur préfaisceau P &tant séparé (Théoréme 3-6), la
méthode de Cech détermine un goncteurn faisceau P (Définition

4-2) et le morphisme fonctoriel canonique 6 : P ~» P est un mo-
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nomorphisme gfonctoriel (Proposition 4-1).

L'intérét de ces constructions réside en ce que pour tout
ouvert quasi-compact U de X , les morphismes canoniques
@g : P(UM) ~ ﬁ(U,M) sont des {somoaphismes (Théoréme 4-3).
Ce résultat, fondamental pour la suite, entralne que le fais-
ceau d'anneaux ?(A) sur X coincide avec le faisceau structu-
ral @X = X du schéma affine (X, @k) assosié & 1l'anneau A et
que pour tout objet M de <#, le faisceau P(M) sur X est un
%(A)—Module qui coincide avec le @k-Module quasi—cohérent'ﬁ
associé de fagon classique au A-module M (Corollaire 4-4).
Ces résultats montrent donc que le Théoréme 4-3 constitue une
généralisation du théordme (1-3-7) de [7], qui établit le ré-
sultat analogue dans le cas particulier ou U est un ouvent

afgine spéeial de la forme D(f) avec feA .

I1 en résulte &galement des caractérisations simples des
sections du faisceau structural d'un schéma affine ou d'un
Module quasi-cob&rent, au-dessus d'un ouvert quasi-compact
(Corollaire 4~5). Un cas particulier (Corollaire 4-6) donne
une généralisation des premiers résultats obtenus dans cette
voie dans []2].

Dans le cas ol l'anneau A est noethérien, les résultats
obtenus prennent une forme simple (Corollaire 4-8) et il en
résulte en particulier que pour tout A-module Lnfectif N , le
@X—Module quasi~cohérent N associé, est un paisceau flasque
(Corollaire 4-9). A titre de curiosité, ce résultat permet

d'obtenitr une démonstration &lémentaire de la trivialitéd de



Localisations et schémas affines

la cohomologie des Modules quasi-coh&rents (Remarque (c)).

Etant donné un schéma affine (X, é&) associé 3 un anneau
commutatif A, la suite est consacrée i 1'étude du préschéma
(U, @h) induit sur un ouvert quasi-compact U , de X , par le
schéma affine (X, (OX) .

Tout d'abord, 1'étude des localisations images directes,

~

donne une propriété trés utile des localisations du type éfh R
vis 3 vis des images directes (Lemme 5-8) et conduit i une
propriété intéressante liant le spectre de A au spectre de
l'anneég localisé A' =AA§ de A pour une localisation du

type g% (Théordme 5-9).

I1 est alors montré que la catégorie 056 des @h-Modules
quasi-cohérents est &quivalente 3 des sous—catégories locales
de catégories de modules (Théoréme 6~3 et Corollaire 6-4) et
il en résulte 1'existence d'un "foncteur @h—Module quasi-

cohérent associé" (Corollaire 6-5).

si (X', @%.) est le schéma affine associé 3 1'anneau
A' = T'(U, @X) des sections au-dessus d'un ouvert quasi-compact
U de X, si p est 1'homomorphisme canonique de A dans A' déter-—
miné par la restriction 3 1'ouvert U de X et si ¢ est 1'appli-
cation continue de X' dans X déterminée par l'homomorphisme p ,
alors 1'ouvert U' = CP—](U) de X' est quasdi-compact, partout
dense dans X' et 1'homomorphisme canonique de restriction o'

de I"(X',@)'(,) dans I"(U',@;(,) est un {somorphisme. De plus
-1

si (U', ﬁ,) est le préschéma induit sur 1'ouvert U' =% " (U)
de X' par le schéma affine (X',tbi') , 1l'application continue ¢

3
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de X' dans X induit un homéomorphisme w de U' sur U , qui d&-
termine un {somorphisme de prnéschémabW de (U', G%,) sur (U, G%U)
(Théoréme 6-8).

Enfin, ces résultats conduisent & diverses caractérisa-
tions des ouverts affines des schémas affines (Théoréme 7-1)

et en particulier 3 une caractérisation cohomologique (Corol-

laire 7-4) qui généralise le Théoréme (1-3-1) de [8].

Dans la suite, les principales références bibliographi-
ques sont indiquées dans le texte, mais de fagon générale,
la terminologie et les notations relatives aux localisations
sont celles de [3] et de [ll] et la terminologie relative aux

schémas affines et aux préschémas est celle de [7].
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1 - PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES

Un espace topologique X est dit quasdi-compact si, de
tout recouvrement ouvert de X , il est possible d'extraire
un recouvrement fini de X . Il revient au méme de dire que
toute famille filtrante décroissante d'ensembles fermés non
vides a une intersection non vide. Une partie Y d'un espace
topologique X est un ensemble quasi-compact si le sous-—espace

Y est quasi-compact.

Un espace topologique X est .(hductibfe s'il est non
vide et s'il n'est pas réunion de deux sous-espaces fermés
distincts de X . 11 revient au méme de dire que X # @ et que
1'intersection de deux ouverts non vides de X est non vide.
Une partie Y d'un espace topologique X est irréductible si
le sous—espace Y est irréductible. Pour qu'un sous-espace Y
d'un espace topologique X soit irréductible, il faut et il
suffit que son adhérence Y soit irréductible. En particulier,
tout sous-espace qui est 1'adhérence {x} d'un sous-espace ré-

duit 3 un point est irréductible.

Dans un espace topologique X , la relation y €{x} équi-
valente i {y}<c{x} se traduit en disant que y est une Apdcda-
Lisation de x ou que x est une générisation de y . Dans un
espace topologique X , un point génénique d'une partie fermée

irréductible Y est un point x tel que Y = {x} .
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1-1. LEMME : Soit X un espace Lopologique quelconque.
Toute partie Y de X , qud admet un systZme
fondamental de voisinages quasi-compacts,
est un sous-espace quasi-compact.

Soit {wi}iel un recouvrement ouvert du sous-espace Y
de X . Pour tout i€l , il existe au moins un ouvert Ui de X
tel que W, = YNU, . La partie U = $~j U, est un voisinage

1el

ouvert de Y dans X et par hypoth&se, il existe un voisinage
quasi~compact U' de Y tel que U'¢ U . En posant Ui = U'('\Ui
pour tout i€l , ce qui entraine W, = Yt\Ui , la famille
{U{}]._eI constitue un recouvrement ouvert du sous-espace qua-—
si-compact U' . Puisque U' est quasi-compact, il existe une
partie finie J de I telle que la famille {Uj}jeJ constitue

un recouvrement fini de U'. La relation :

U W, = LJYOU£=Yﬂ[kJUﬂ =YNU' =Y

jed 3 jeJ jeJ
montre que la famille {Wj}jeJ constitue un recouvrement ou-
vert finidu sous-espace Y , extrait du recouvrement ouvert

{Wi}ieI de Y , ce qui prouve que le sous-espace Y est quasi-

compact.

1-2. LEMME : Soit X un espace topologique vérnigiant La condi-
tion :
(a) Tout point de X admet un systime fondamen-
tal de voisinages ouverts quasi-compacts.
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Alons, fout sous-espace quasi-compact Y de X ,
admet un systeme fondamental de voisinages ou-
vernts quasdi-compacts.

Soit W un voisinage de Y dans X . Pour tout yeY , il
existe un voisinage ouvert quasi-compact Uy de y dans X
tel que Uy<:W . En posant U; = YT\Uy pour tout yeY , la
famille {U}"}er constitue un recouvrement ouvert du sous-—
espace Y . Puisque Y est quasi-compact, il existe une fa-
mille finie {yj}jeJ de points de Y , telle que la famille
{u' 1} constitue un recouvrement fini de Y . Il en résulte

Vi jes
que la famille {U_ } constitue un recouvrement fini de Y
j jeJ

par les ouverts quasi-compacts U_ dans X . La partie

i
U=UU

se1 Yy est alors un voisinage ouvert et quasi-compact

de Y dans X , inclus dans W .

1-3. LEMME : Soit X un espace topologique virifiant La

condition :

(8) Dans L'espace X , L£'application x + {x} 8ta-
b2it une comnrespondance biundivoque entre X
et £'ensemble des parties fenmées {uéduc-
tibles de X .
Alons, 84 U est un ensemble §iltrant décrois-
sant d'ouvernts quasi-compacts, La partie

Y = mu U est quasi compacte et W constitue
Ue

un systeme fondamental de voisinages de Y .

7
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Soit F' un ensemble fermé dans X , tel que W induise une
base de filtre sur F', c'est—-a-dire tel que UNF' # @ pour tout
Ue W,

Soit S 1l'ensemble non vide des parties fermées F de F',
telles que W induise une base de filtre sur F , c'est-a-dire
telles que UNF # § pour tout U€E W .

Dans l'ensemble S ordonné par l'inclusion, soit S' une
partie non vide et totalement ordonnée. Pour toute partie
quasi-compacte Ue % , 1l'ensemble non vide, totalement ordon-
né des parties fermées non vides UNF de U , pour FeS', a une
intersection non vide. Il en résulte que l'ensemble fermé
F" = g;g, F vérifie UnF" # @ pour tout U€ U, ce qui prouve
que F" est un 8l8ment de S . L'ensemble S posséde donc au

moins un élément minimal Fo

Soient F1 et Fz deux parties fermées de X telles que

F, = FUF, . si F]¢S et si F2¢S ,» 11 existe UIGU-" tel que

U NE, = @ et u,¢€ W tel que UZF\F2 = @ . En choisissant

U € W avec UCUlﬂU2

UnFo = Un(F]UFZ) = (UnF])U (UﬂFz) =@

, 11 en résulte

ce qui est absurde. Ainsi F, ouF, appartient 3 S et puisque

F est minimal dans S , il en résulte F, = F ou F, = F
o 1 o 2 o’

ce qui montre que Fo est un fermé irréductible.
La condition (B) entraine qu'il existe un point x de X
tel que Fo = {x} , ce qui entraine en particulier x€F' ., Pour

tout Ue % , la relation UnFo # @ entraine qu'il existe yeU
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avec y €{x} , ce qui implique x€U et par suite xeY .

Ainsi, tout ensemble fermé F' de X , tel que W induise
une base de filtre sur F', vérifie F'NY # @ .

Pour tout voisinage ouvert U' de Y , 1l'ensemble fermé
F' = X-U' vérifie F'NY = @ et par suite W n'induit pas une
base de filtre sur F', ce qui prouve qu'il existe U€ W
tel que UnF' = § c'est-a-dire tel que UcU’

Ainsi, 2, constitue un systéme fondamental de voisinages

de Y et le lemme I-1 montre que Y est quasi-compact.

1=4. DEFINITION : Dans un espace topologique X , une partie Y
¢4t stable par générisation 44 tout point x de X
qui est une géndrisation d'un point y de Y , est
un elément de Y .

1-5. LEMME : Dans un espace topologique X, pour foute partie
Y de X , £L'Anternsection des voisinages de Y , no-
tée Y et appelie Le genérnisé de Y , est La plus
petite partie de X stable pan générisation et
contenant Y .

En particulien pour que Y sodt stable par généni-
sation, AL faut et {L Suffit que Y = ¥ .

Une partie Z de X est stable par générisation si pour
tout xeX , la relation {xX}nZ # ¢ implique xeZ , c'est—a-dire
si pour tout x€X , la relation x¢Z implique {x}nz = ¢ . Il est
immédiat que cette derni&re condition signifie que tout xeX

qui n'appartient pas i Z , n'appartient pas 3 un voisinage ou-
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vert U de Z . Il en résulte que pour qu'une partie Z de X

soit stable par générisation, il faut et il suffit que Z = 7.

Pour tout partie Y de X , les parties Y et ?’admettent
les mémes voisinages, de sorte que Y est 1'intersection de
ses voisinages, ce qui prouve que ¥ est stable par générisa-
tion. Enfin, pour toute partie Z stable par générisation, la
relation YCZ entrafne YCZ = Z ce qui montre que Y est la plus

petite partie de X stable par générisation et contenant Y

1-6. PROPOSITION : Soit X un espace ftopologique vEirifiant Les
conditions (o) et (B). Alors pour toute parntie Y
de X , & y a équivalence des conditions suivantes :

(a). Le sous-espace Y est stable par générisation et
quasi-compact.

(b). La partie Y est stable par générisation et ad-
met un systeme fondamental de voisinages ou-
vents quasi-compacts.

(c). 1L existe un ensemble W filtnant décroissant
d'ouvents quasi-compacts, tel que Y = 6’:% U

De plus, un tel ensemble U constitue alons un Ays-

teme fondamental de voisinages de Y .

Les lemmes l-1 et 1-2 entrainent 1'équivalence des con-
ditions (a) et (b).

Si Y vérifie la condition (b}, en choisissant pour Uun
systéme fondamental de voisinages ouverts quasi-compacts de

Y , le lemme !-5 entrafne Y = ¥ - U( e‘up‘ U . Ainsi, la condi-

10
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tion {b) entralne la condition [c).

Si Y vérifie la condition (c), le lemme !-3 montre que
Y est quasi-compact et que U constitue un systéme fondamen-
tal de voisinages de Y . Il en résulte en particulier Y =¥
et le lemme 1-5 montre alors que Y est stable par générisa-
tion et quasi-compact. Ainsi, la condition (c¢] entraine la

condition (a), ce qui achéve la démonstration.

1-7. COROLLAIRE : Soit X L'espace topologique sous-jacent a
un schéma affine ou & un préschéma.

Alons, pour toute partie Y de X , £ ¢y a équiva-

Lence des conditions sulvantes

(@) . Le sous-espace Y est stable pan générnisation
et quasi-compact.

(b). La parntie Y est stable parn générisation et
admet un systeme fondamental de voisinages
ouverts quasi-compacts.

(¢). T2 existe un ensemble W filtrnant décroissant

d'ouvents quasi-compacts, el que Y = @ U .

De plus, un tel ensemble U constitue alorns un sys-
teme fondamental de voisinages de Y

D'aprés la proposition 1-6, il suffit de montrer que
1'espace topologique X sous-jacent 3 un schéma affine ou i

un préschéma vérifie les conditions (a) et (B) des lemmes
1-2 et 1-3.

11
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La proposition (!1-1-10) de [7] montre que tout ouvert
affine est quasi~compact. La proposition (2-1-3) de [7],
qui assure que les ouverts affines forment une base de la
topologie de X , montre que tout point xeX admet un systé-
me fondamental de voisinages ouverts affines quasi-compacts,

c'est-3-dire que X vérifie (o).

Enfin, la proposition (2-1-5) de [7] montre que X vérifie

(B), ce qui achéve la démonstration.

2 - LOCALISATIONS STABLES.

2-1 - Rappels. Etant donné un anneau commutatif A , soit
X = Spec(A) l'ensemble des {déaux premiens de A , appelé aussi
le spectre premienr de A . Pour un xeX = Spec(A) , il est sou-
vent commode d'écrire Py 3u lieu de x , ou méme simplement
PEX .

Pour toute partie E de A , la partie V(E) de X désigne

1l'ensemble des x¢X tels que E ¢ P, -

Les ensembles de la forme V(E) , dans laquelle E parcourt
1l'ensemble des parties de A , sont les ensembles feamds d'une
topologie sur X , appelée la fopologie spectrale ou la topolo-
gie de Zauski; sauf mention expresse du contraire, 1'ensemble

X = Spec(A) est toujours muni de la topologie spectrale.

Si r(E) désigne la racine de 1'idéal de A engendré par la
partie E de A , la relation V(E) = V(r(E)) montre que lorsque
Q parcourt 1'ensemble des idéaux de A , les ensembles de la

forme
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D(Q) = X-V(A) = {x; xeX ,A¢p } = (P; pex ,a¢ p}
constituent les ensembfes ouvents de la topologie spectrale

de X .

En posant :
D(f) = D(Af) = {p; peX , £4 P}

pour £€A , les ouverts de la forme D(f) sont les ocuverts ag-
fines spéciaux de X [2].

En particulier :
D(O) =@ et D(1) =X .

De plus, pour toute famille (Cli)ieI d'idéaux de A et

pour tout couple (Cll, Cb) d'idéaux de A , les relations

U Dp(Q) =0 2 Q)
i€l * i€l
et

D(Q)ND(A,) =Dd(AN Q) =0d(a, G)
montrent que 1'application surjective D de 1'ensemble des
idéaux de A dans 1'ensemble des ouverts de X est compatible
avec les bornes supérieures et avec les bornes inférieures
finies.

Enfin, pour tout p € X , les ouverts affines spéciaux
D(f) associés aux Eléments feA , tels que f ¢ P , consti-

tuent un systéme fondamental de voisinages ouverts et quasi-

compacts de p dans X .

13
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2-2. Notations. Etant donné un anneau commutatif A , soit
X = Spec(A) le spectre premiern de A et soit &= Mod A la
catégorie des A-modules.

Tout élément P € X détermine une localisation ‘%33 dans #
caractérisée par 1l'ensemble topologisant et idempot:ent";F\p

défini par :

Fp={1;1¢p1}-

Toute partie Y de X détermine une localisation '?Y s
définie par : N
7 =N\ ¢
Ly =gy <r

c'est-i~dire caractériséepar l'ensemble topologisant et idem-
potent ?Y défini par :

gY= QYEFP'

I1 en résulte naturellement

~ _ ~ o _
oce{P} —éfp et J'{P} —3;‘5)

Inversement, toute localisation & dans <%, caractérisée
par un ensemble topologisant et idempotent ¥ , détermine une

partie Yff= Yg; de X , définie par :

- = _
YéE_Y&" 1% D) .

2-3. LEMME : Avec Les notations précédentes, L'application
Y > SEY de £'ensemble des parties de X , dans
L'ensemble des Localisations dans <k et £'applica-
tion £ - Yf de L'ensemble des Localisations
dans A, dans £'ensemble des parties de X , vini-

14
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pient Les proprniétés suivantes :

{a) . Pourn toute partie Y de X , £'ensemble topo-
Logisant et idempotent ‘&’Y est L'image ré-
ciproque, par L'application D, de L'ensemble
des voisinages ouvernts de Y dans X . Autne-
ment dit :

‘?)"'Y = {I; YD(D)} .

(a'). Powr toute Localisation & dans &, canac-
ternisde par un ensemble topologisant et idem-
potent F , La patie Yg = Yg de X est consti-
tuge parn Les Adéaux premiens de A qud n'appan-
tiennent pas a ¥ . Autrement dif :

(b). La netation Y,cY, implique ész < «5"Y] c'est-
a-dirne :

F,,< 8y

(b'). La nelation égl < fz Gquivalente a La nela-
Tion f?l c ‘52 , Amplique Y‘fzc Ygg] , clest-a-
dirne < Yo .

%, T,
{c). Pour toute famille {Yj}jeJ de parnties de X ,
= UJ .
en posant Y X Yj , alons :

-Ng
Y jeJ“ch. ’

! A A = ™
c'est-a-dine EFY fe3 %FYJ_

15
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(c'). Pour toute famille {xj}jeJ de Localisations
dans &, en posant : £ = N\ €. c'est-a-

jeJ
e s F= () ;Yo = ~
dire : ¥ J.GJ‘AT’J.,aZou.Yf ey Y5

Voxfodieding « = W
ce/s/taduw,.YqF i Yg'j°

(d). Pour toute partie Y de X , 84 ¥ est Le géné-
rnise de Y , c'est-a-dine La plus petite panr-
tle de X stable parn génirisation et contenant
Y, alons : N

Ly = g?‘ ’

C'Mt-d-d,{'jte : EFY = ?? .

(d'). Poun toute Localisation £ dans # ; caracténi-
s¢e par un ensemble topologisant et Ldempotent
¥, La partie Ig = Vg est stable par généni-
sation, c'est-a-dirne venifie :

Yf= Yg et Yf)? = Y‘“J .

La définition de ¥y montre que la condition Ie%, &qui-
P p &

vaut 3 P€ED(I) , ce qui entrafne la partie {a).

La condition PeYy =Yg se traduit alors par la condi-

tion ¥ ¢ ¥y , qui est Equivalente 3 P ¢&F , ce qui entrai-
ne la partie (a').

Les parties (b), (b') et (¢} sont immédiates.

Avec les notations de la partie (c¢'), il est &vident que

la partie _]Le-.)T Yg;j est contenue dans Yg et si p € Yg , alors

P ¢ W et par suite il existe un indice je€J tel que ¥ # F

j ’

16
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c'est-d-dire tel que P €Y$j , ce qui entraine la partie {c').

Pour toute partie Y de X , la partie Y est 1'intersection
des voisinages ouverts de Y dans X , d'aprés le lemme 1-5. Il
en résulte que Y et Y ont les mémes voisinages ouverts et la
partie (a) entraine la partie (d).

La définition de ¥g = Yg montre que cette partie de X
est une intersection de parties ouvertes de X et par suite
elle est égale & l'intersection de ses voisinages dans X . Le
lemme 1-5 montre alors qu'elle est stable par générisation,

ce qui entraine la partie (d').

2-4. DEFINITION : Avec Les notations précédentes, &tant donnée
une Localisation £ dans & caracténisée par un en-
semble topolLogisant et idempotent F , s04it g 2'en-
semble topolLogisant et idempotent défini par :

?= %, avec Z =Yg .
La Localisation £ de ofest dite stable 84 £'ensem-
ble topologisant et idempotent % est stable, c'est-
a-dine vénifie :

FT-F .

2-5. PROPOSITION : Pour toute Localisation € dans o, carac-
teniste par un ensemble topologisant et idempotent
¥, & y a tquivalence des conditions suivantes
(a). La Locatisation ¥ est stable, c'est-d-dire

venigie : F=% |

17
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(b). L'ensemble % vérnifie :

- [ %
{pe ;& C'C‘FK“} .

(c). Pour tout 1 ¢ F , il existe un idéal premiern
pde A tel que Tcp et p ¢F.

(d). L'ensemble & vénifie Les deux conditions
sutvantes :
(a). Les ouvernts dans X de £a forme D(I) avec
I1e€F constituent un systeme 4ondamental de
voisdnages de La partie :

Yg = ek p
(8). L'ensemble ¥ est satuné pour La relation
d'équivalence associie a L'application D . Au-
trement dit 1€ et D(I) = D(I') entrainent
I'e¥
I1 est d'abord &vident que W vérifie toujours :
FeF- (F
ARG
En remarquant que P& Yg é&quivaut 2 p¢F ou i WC‘SP
et que I #@p équivaut 3 I¢)p , l'équivalence des conditions
(@), {b) et (c) est immédiate.

La partie (a) du lemme 2-3 entraine la relation :

s

F={1', ¥gcpa")}
qui montre immédiatement que la condition (a) implique les

parties (a) et (8) de la condition (d}.
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Réciproquement, lorsque la condition (d) est vérifiée,
pour tout I'€ gf , vérifiant donc : Y CD(I') , la condi-
tion (o) entraine qu'il existe I1€%W tel que Y <D(I) < D(T'").
I1 en résulte D(I) = D(INI'), avec INI'CI' , et la condi-
tion (B) implique (INI')eF , ce qui entralne I'€¥F . Ain-
51,3565? et d'aprés la remarque initiale, il en résulte :
F-% » ce qui montre que la condition (d) implique la condi-

tion (a).

2-6. LEMME : Pour tout ouvert U de X, fa !&oca,&'xsa,téonéf’i] dans £
carnactinisée parn L'ensemble topologisant et idem-
potent &, vérifie Les propriltls sulvantes
(a). Pour tout idéal A de A , tel que U = D(Q),
£'ensemble @U est constitub parn Les idéaux I de
A, dont La nacine r(I) contient (L.

Autrnement dit :

E‘FU= (I ;A c (D}

(b). S4 £'ouvert U de X est quasi-compact, tout
4déal Q' de A tef que U =D(Q'), contient un
idéal de type fini Q, tel que U = D(Q) et £'en-
semble EFU est constitué parn Les Ldéaux I de A
qud contiennent une puissance de Q. Autrhement
dit, £'ensemble '{FU admet pour ensemble cofinal,
£'ensemble :

(a® ; nelN}
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(c). S{ 2'ouvernt U de X est quasi-compact et A4
Qest un Ldéal de type fini de A , tel que

U = D(Q) toute Localisation ¢ dans of, carac-
ternisie parn un ensemble ftopologisant et idem-
potent &, véiriflant Qe est plus fine que
95 . En parnticulien, . est La moins gine de

U
ces Localisations.

U

La partie {a) du lemme 2-3 entralne

‘FU = {1 ; D(w) <D(I)}

La condition I € ‘J‘U se traduit donc par la condition :
Pi!D(I) implique p#D(a), c'est-a-dire par la condition :
Ic p implique Qe p. Puisque r(I) est l'intersection des
idéaux premiers p de A qui contiennent I , la partie (a} en
résulte immédiatement.

La famille d'ouverts {D(f)} constitue un recou-

fe Q'
vrement de l'ouvert quasi-compact U = D(Q'). Il existe donc

J d'éléments de Q' telle que la fa-

mille {D(f)j}jeJ constitue un recouvrement fini de U =D(Q@').

une famille finie {f.}.
J €

La relation U =D( Q') = j%] D(fj) = D(>-_Jt Afj) montre que
1'idéal de type fini Q= S~ Af, vérifie O c Q' et

jeJ
U =D(QA") = D(AA). Puisque le produit de deux idéaux appar-
tenant 3 un ensemble topologisant et idempotent est encore un
€lément de cet ensemble, les puissances de QL appartiennent i

ﬁ'U puisque O GQS‘:U . Pour démontrer la partie (b), tout re-

vient 3 montrer que pour tout L€ $U , il existe un entier n
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tel que CfIC'I . Puisque Q. c r(I) et que r(I) est 1'ensem—
ble des &€léments aeA dont une puissance appartient 3 I ,
pour tout jeJ , il existe un entier nj tel que f?Je I . En
particulier un entier n' majorant les nj pour jeJ , vérifie
f?'el pour tout j€J . Si p est le nombre d'éléments de J
soit n = n'p . Tout 8lément o € G s'écrit sous la forme
a = ?%3 aj fj et o se développe sous la forme d'une somme
de termes qui sont des "mondmes" par rapport aux p éléments
fj , de "degré total"™ égal A n =n'p , ce qui entralne que
1'un au moins des fj figure avec un exposant supérieur ou
8gal a4 n' . Ainsi chacun de ces termes appartient 3 I et
par suite oleTI . Il en résulte alors Q' cI , ce qui aché-
ve la démonstration de la partie (b).

La condition Q€% entratne Qe pour tout entier

n et la partie {b) entraTne alors WUCQ? , ce qui démontre

la partie (c¢) puisque O € 5%

2-7. COROLLAIRE : Dans A, toute Localisation de type fini
¢ [et en particubien toute Localisation plate]
est stable.

S{ & est canacténisie parn un ensemble topologd-
sant et Ldempotent o, tout Ldéal I n'apparte-
nant pas a & est contenu dans un Ldéal maximal
pour celte proprniéié et un tel Ldéal est phemien.

La localisation fest de type fini si 1'ensemble ¥ admet
un systéme cofinal d'idéaux de type fini et toute localisation

plate est de type fini [11].
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Pour tout idéal Q de type fini, admettant un famille
finie {fj}jeJ de générateurs, la relatiom D(Q) = ;Eﬂ D(fj)
montre que l'ouvert U = D(QL) qui admet un recouvrement
fini par des ouverts affines spéciaux qui sont quasi-compacts
est quasi-compact. En résumé, ce qui précéde et la partie
{b) du lemme 2-6 montrent que pour qu'un ouvert U de X soit
quasi-compact, il faut et il suffit qu'il existe un idéal de
type fini O tel que U = D(A). De plus, pour tout idéal '
tel que U = D(Q'), il est toujours possible de choisir Q de
sorte que d c Q'

Pour tout I € %, il existe un idéal de type fini Q'€¥
tel que Q'¢cI , ce qui entraine U = D(Q')<D(I). Pour tout
idéal I' de A tel que D(I) = D(I'), il en résulte la rela-
tion : U = D(@') = D(@Q'NI"). Puisque 1'ouvert U de X est
quasi-compact, la partie (b} du lemme 2-6 montre qu'il exis-
te un idéal A de type fini tel que U = D) et QA ca'al'cl’
D'aprés la partie {¢) du lemme 2-6, la relation U = D(Q') =
D() dans laquelle Q'€% entraine ‘FUC-YF et comme O.E‘Cf"U , il
en résulte QA €%, La relation QCI' entraine alors I'e & , ce
qui montre que la localisation Pvérifie la condition (B) de
la condition (d) de la proposition 2-5.

D'autre part, pour tout I1€® , il existe un idéal de type
fini Q. €%, tel que G cI , ce qui entraine : Yg; C D@<D(I).
I1 en résulte que l'ensemble 2bdes ouverts quasi-compacts D(Q)
associés aux idéaux de type fini (L€¥est un ensemble filtrant
décroissant d'ouverts quasi-compacts tels que %F-= )y . Le

UeW
corollaire 1-7 entralne que UWest un systéme fondamental de
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voisinages de Yg , ce qui montre en particulier que 1l'ensemble
% vérifie la condition (a) de la condition (d) de la proposi-
tion 2-5.

Cette proposition 2-5 entraine alors que la localisation
de type fini Q?est stable, ce qui achéve la démonstration de
la premiére partie du corollaire 2-7.

I1 convient de remarquer au passage que le corollaire 1-7
entraine également que Y est une partie de X stable par géné-
risation et quasi-compacte.

Lorsque la localisation ﬁrest de type fini, il est immé-
diat que 1l'ensemble des idéaux de A n'appartenant pas i ¥ est
inductif. Il en résulte que tout I¢% est contenu dans un
idéal I'¢F et maximal pour cette propriété. Puisque la locali-
sation Q?est stable, la condition (¢} de la proposition 2-5,
appliquée 3 I' montre que 1'idéal I' est premier.

I1 convient de remarquer qu'il est possible d'obtenir une
démonstration directe de ce résultat, de sorte que la proposi-
tion 2-5 fournit alors une nouvelle démonstration de la premié-

re partie du corollaire 2-7.

2-8. PROPOSITION : Avec Les notations précédentes, £'applica-
ton Y > f; et £'application L RV caractenisent
des correspondances bijectives réciproques entre £'en-
semble des panties de X, stables par générisation et
L'ensemble des localisations stables dans k.

Ces comnrespondances possédent Les propridzes Aud-
vantes

(a}. Pour deux panties Y, et Y, , stables par géné-

1 2
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nisation, La nelation Yy, implique : &, <P
o'est-a-dire : ¥, < F 2 !

Y2 Y ’

(b). Poun toute famille {Yj}j
par générisation, La partie :

de parties stables

eJ
y = Y, est stable

par généwu{on et ué)z;éﬁie : 1
<y = j/e\J Q/YJ. ’
c'est-a-dine :
%y = QWYJ-

~

Soit ¢ 1'application caractérisée par 9(Y) =3’Y pour toute
partie Y de X et soit s l'application caractérisée par
s(§5 = Y&? pour toute localisation S?dans H.

La partie (a) du lemme 2-3 montre que s o P(Y) est 1'inter-

section des voisinages ouverts de Y et le lemme 1-5 montre que :

Y=s o @ (Y)
Alors, la partie {d} du lemme 2-3 entraine la relation :
(1) =Fos o
et la partie {(d') du lemme 2-3 entraTne la relation :
(2) s=soPos

Les parties Y de X , stables par générisation sont carac-

térisées par :

(3) Y =s o%(Y)
et les localisations stables .,??/dans &, sont caractérisées par :
(4) F =%0 s

Pour toute partie Y de X , la relation (1) montre donc que
la localisation @ (Y) dans ¢#, est stable et pour toute locali-

sation & dans ¢, la relation (2) montre donc que la partie
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s(§5 de X , est stable par générisation.

Les relations (3) et (4) montrent enfin que ¢ et s carac-
térisent des correspondances bijectives réciproques entre 1l'en-—
semble des parties de X , stables par générisation et l'ensemble
des localisations stables dans ¢#&.

Le lemme 1-5 montre que la réunion d'une famille de par-
ties stables par géndrisation est stable par générisation et les

propriétés {a) et (b} résultent alors du lemme 2-3.

2-9. PROPOSITION : Avec Les notations pnécédentes, L£'applica-
tion : Y _)‘%Y et L'application ¢ > Y& »caractend-
sent des cornespondances bijectives réciproques en-
the L'ensemble des parties de X , stables par généri-
sation et quasi-compactes et £'ensemble des locali-
sations de type #indi dans ot .

Ces cornespondances possddent Les proprlétés sul-
vantes

{a). Pour deux parties Y et Y, stables pan généri-
sation et quwu compactes, fa neﬁa/tton Y, ©Y, impli-

ad

que : X, <2 , clest-d-dine : O C?F
2 2 1
(b). Poun /tou,te gamille finie {Yj}jeJ de parties

stables par généwmm et quasi-compactes, La
partie Y = GJ Yj est stable pan générisation et
quwu-compac,to_, et verigie :

Vogt-di-di =M
§€Y JCJ YJ,c%taduneiFY jeJC‘FYJ.

(c). Pour deux parties Y. et Y, stables par généni-

I
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sation et quasi-compactes, La pantie Y = erwz est

stable pan génénisation et quasi-compacte, et vdri-

gde §Y=§YVS€Y , c'est-d-dine : % F, = V‘c"f .
1 2 2
(d). Poun tout ensemble W §iltrant déc)wuvsamt d'ou-

ouverts quasdi-compacts, fLa partie Y = I’J?% U est
stable pan générnisation et quasi-compacte, et vérni-
fle : & _V ¢ % -V J %
Ey =yl Ly » avee By = 00 - 5l -
Avec les données et les notations de la partie (d}, le
corollaire 1-7 monte que Y est stable par générisation et quasi-
compacte, et que de plus WUwconstitue un systéme fondamental de
voisinages ouverts et quasi-compacts de Y .
La partie (a) du lemme 2-3 donne la relation :

?Y = {I ; YcD(I)}

et il en résulte que pour tout 1€ ¥ , il existe UeW tel que :
YcUcD(I). D'aprés la partie {b) du lemme 2-6, il existe un id&al
O de type fini tel que U = D(Q'), ce qui entralne
=D(Q')ND(I) = D(A'NI), et il existe &galement un idéal Q de
type fini tel que U = D() avec OLc Q' NIcl . Cette relation
entraine donc I € 3; et par suite :
Foel) Fy

Ue
Pour tout U€ W, la relation Y cU implique g;UC WY et i1

en résulte alors la relation:

&, = LJ G
Ue
Comme tout ensemble topologisant et idempotent ¥ vérifiant
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EFUCW pour tout Ue€ W , vérifie naturellement §YC"JT , 1l
en résulte la relation :
5\ 9,
UEW
ce qui achéve la démonstration de la partie (d].
De plus, la partie (b} du lemme 2-6 montre que les loca-

I

lisations &h sont de type fini et la caractérisation de iFY

entraine que la localisation & est de type fini.

Y
Cette remarque entralne que pour toute partie Y de X ,
stable par générisation et quasi-compacte, la localisation
Qi =P(Y) est de type fini. En effet, pour une telle partie,
le corollaire [-7 montrequ'il existe un ensemble %o filtrant

décroissant d'ouverts quasi-compacts, tel que Y = he%[ U .

Aussi, avec les notations précédentes, pour toute partie
Y de X, stable par générisation et quasi-compacte, la localisa-

tion ‘SEY =Cf’(Y) est de type fini.

Inversement, d'aprés le corollaire 2-7, toute localisa-
tion de type fini & dans ¢f est stable et au cours de la démons-
tration de ce corollaire 2-7, il a ét& montré que la partie

Y& = s(¥) de X est stable par générisation et quasi-compacte.

La proposition 2-8 entralne alors la premiére partie de
la proposition 2-9, ainsi que les propriétés (a) et (b).

Avec les données et les notations de la partie (c], si U,
etzbz sont les ensembles constitués par les voisinages ouverts

et quasi-compacts de Yl et de Y2 , le corollaire 1-7 entraine :

= ‘ \ = ‘ !
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Si Ub est l'ensemble filtrant décroissant des ouverts

quasi-compacts de la forme U = Ulf\ U2 , avec Ulé ‘Uol et

U2€ 'Uoz , 11 en résulte la relation :
y=()uU
Ue

et la partie (d) entraine alors

F =\ T
Yue‘UaU

ainsi que :

?Y=Ul?)‘u"5’u et g - U @

I U Uy Ul Yy y.e U Uy

Pour tout I ng s, 11 existe donc U€ W tel que
{ =y.0 e W € W
I e tJ'_U . Puisque U U] U2 avec U1 I et U2 9

il existe des i1déaux de type fini (l] et CL2 tels que

U, = D(O'l) et U2 = D(az) , ce qui entralne en particulier
Qe B?UIC ‘iFYl et G, € WUze ‘ZFYZ . L'idéal de type fini
Q= CLI 0.2 vérifie U = U]ﬂ v, = D(CLl)ﬂ D(CLz) = D(A)

D'aprés la partie (b) du lemme 2-6, les relations I € WU et

U = D(QX) entrainent 1'existence d'un entier n tel que
A cr

s

Si % est un ensemble topologisant et idempotent vérifiant

',’_FY cF et EFY C & , les considérations précédentes impliquent
1 2

O.Ieg et azew , ce qui entralne Q = Cl.1 0.263? et par
suite O e % . Puisque a’c1 , 11 en résulte I €% , ce
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qui démontre la relation : EFY c % .

Comme d'autre part les relations YCY1 et YC-Y2

impliquent ¥, <« ¥ et . < F , il en résulte la re-
Y] Y Y2 Y
lation

T _ Clo
3, = F Vv &,

ce qui achéve la démonstration.

Remarques.

(a) La proposition 2-9 exprime en particulier que le treil-
lis des parties de X , stables par générisation et quasi-
compactes, ordonné par 1l'inverse de 1'inclusion est iso-

morphe au treillis des localisations de type fini dans

.

(b) Toute localisation stable é? dans J& est une borne in-
férieure de localisations plates (donc de type fini) et
réciproquement les propositions 2-8 et 2-9 montrent que
toute borne inférieure de localisations de type fini (ou
de localisations plates) est une localisation stable dans
/% . Les localisations stables dans % sont donc assez

voisines des localisations de type fini et des localisa-

tions plates.

3 - LE FONCTEUR PREFAISCEAU.

3-1 - Notations. Etant donné un anneau commutatig A ,

soit X = Spec(A) le spectre premier de A et soit = Mod A
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la catégorie des A-modules.

Tout ouvert U de l'espace topologique X détermine une
~N .
localisation &% dans J& , caractérisée par l'une des don-

nées suivantes :

(a) Un ensemble topologisant et idempotent EFU d'idéaux

de A déterminé par :

‘ZFU = {I ; UcD(I)} .

(b) Une sous-catégorie localisante %%J de A& .
(¢c) Une mono-sous-catégorie c4% de A .
(d) Une sous=-catégorie locale <&% de % .
- . U
(e) Un systéme localisant (LU , v ) dans & .
Dans un tel systéme localisant, le foncteur localisa-

tion Ly peut €tre choisi de fagon canonique et caractéri-

sé par la condition suivante: pour tout objet M de % :
LM=1lin Hom(I , My )
U re %, ‘FUM

Sauf mention expresse du contraire, dans la suite,

Ly désigne ce foncteur Localisation canonique [11].
3-2. LEMME : Avec Les données et Les notations pricédentes,

pour Tout couple d'ouvents U et U' de X, vernifiant
U>U0' , La Localisation §€U. est plus 4ine que La
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Localisation 5?6 et L existe un moaphisme fonc-
Zorniel canonique :

u',u

v Ly > Ly
possédant Les proprhiétés sulvantes
(@] Pourn tout ouvert U de X, Le morphisme gonc-

torniel wU’U est Le morphisme gonctoriel Ldenti-
que du foncteur Ly

(b) Pour trois ouverts U, U' et U" de X, virniflant
USU'2U" , alors
" 1 1 )
U
wU U _ wU LA wU

Le lemme 2-3 montre que la relation U2U' entraine

-~

g < F 'est-3-di c F
U < g’ * © est—a-dire th u'

Pour tout objet M de ¢ , la relation EFUM < ‘yh,M per-

met de considérer le morphisme canonique uUQ’U de MAFUM
sur Mﬁﬁ%.M .

Pour tout ouvert U de X, soit LG le foncteur caracté-

risé par la condition suivante : pour tout objet M de A

Lé M= lig Hom(I , M)
Ie$U

Si deux ouverts U et U' de X vérifient U>U' , ce qui
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entraine EFU C'5%4 » la caractérisation de L] et de Lﬁ, mon-
tre qu'il existe un morphisme fonctoriel canonique, défini

de fagon évidente :

u',u
y' M’ : Lﬁ M > L'\ M.
Pour tout objet M de ¢£, en posant N = Mﬁ;UM et N' = Mk;U,M s

les relations :
=11 = 1! '
LyM=LiN et Ly M=Ly N
montrent que la relation :

U, u

U
= s
M v N'

Ul
1 ]
o Ly (u M )

caractérise un morphisme de LU M dans LU' M , qui provient d'un

morphisme fonctoriel

u',u

: LU > LU'
Les propriétés (a) et (b) sont alors immédiates.

3-3. LEMME : Avec Les données et Les notations précédentes,
84 Ouv(X) est £'ensemble des ouverts de X onrdon-
ne par L'inverse de L'inclusion, il existe un fonc-
teurn P de La catigorie produit Ouv(X)x £ dans La
catégornie ot caractenisé pan Les conditions sui-
vantes
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(a) Pour tout objet (U,M) de Ouv(X)x# , L'ob-
jet P(U,M) de o est défini par :

P(UM) = Ly M .

(b) Poun tout monphisme (A,g) dans Ouv(X)x ct
dégini par un morphisme 1 : U > U' dans Ouv(X)
(Lonsque UDU') et par un monphisme g : M > M’

dans A, Le monphisme P(r,g) de P(U,M) dans P(U',M")
est défini par :

U Uu'u

u',
P()r,g) = LU,(g) oy v = P M © LU(g) .

C'est une conséquence immédiate du lemme 3-2.

3-4. DEFINITION : Etant donn?d un anneau commutatif A , 44
X = Spec(A) est Le spectre premier de A et A4
A = Mod A est La catégonie des A-modules, Le fonc-
teur préfaisceau P , déteminé par A , est Le bi-

foncteur :
P(o’o Ouv(X)Xc]g > c%
carnacténise par Le Lemme 3-3.

En parnticulien, pour tout objet M de £,
Le foncteun :

P(+,M) : Ouv(X) S

¥

est Le préfaisceau associé a M , noté également
P(M) , et pour tout ouvert U de X, Le foncteur :
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P(U,*) : oA > o#

est Le foncteur localisation canonique Ly de La
Localisation & dans A, associte a U .

3-5. Rappels et notations — Etant donné un espace topologique

Y quelconque et une catégorie @ , la catigorie des préfais-
ceaux sur Y i valeurs dans 0® est la catégorie des foncteurs
F de la catégorie Ouv(Y) des ouverts de Y ordonnés par 1'in-

verse de 1'inclusion, dans la catégorie @ .

Etant donné un ouvert U de Y et un recouvrement ouvert U
de U , le recouvrement ouvert Aaturé U associé a West cons-
titué par les ouverts de Y contenus dans au moins un élément
de W,

Avec ces notations, pour tout préfaisceau F sur Y 3 va-
leurs dans & , soit F(Us) la restriction de F 3 la sous-caté-
gorie W de Ouv(Y) .

Le préfaisceau F est un faisceau si pour tout ouvert U de
Y et pour tout recouvrement ouvert Wde U , 1'objet F(U) et le
"cOne projectif" de "sommet'" F(U) et de "base" P(W) , déter-
miné par F, caractérisentdans ® , une Limite projective de
F(W) .

Si la catégorie @ est avec Limites projectives, pour tout

préfaisceau F sur Y 3 valeurs dans 0} , pour tout ouvert U de Y

34



Localisations et schémas affines

et pour tout recouvrement ouvert Wwde U , soit E(Qb) une

Limite profective du foncteur F(W) . Si de plus la catégorie
® est avec Limites inductives §iltrantes, soit F(U) une
Limite inductive des %(lb) suivant l'ensemble filtrant décrois-
sant des recouvrements ouverts saturés W de U . Il est facile
de vérifier que ces objets %(U) et les morphismes évidents de
f(U) dans %(U') lorsque UDU' , caractérisent un préfaisceau %
sur Y 4 valeurs dans 0 , appelé le préfaisceau de Cech associd
au préfaisceau F . Enfin, les morphismes canoniques de F(U)
dans E(U) caractérisent un morphisme O(F) du préfaisceau F dans

le préfaisceau F . [4]

Avec ces hypothéses, un préfaisceau F sur Y a valeurs dans
> est sépand [4] si le morphisme ©O(F) : F ~ F est un mono-
morphisme .

Toujours avec les mémes hypothéses, il est facile de vé-
rifier qu'il existe un foncteur [ de la catégorie des préfais-
ceaux sur Y i valeurs dans 63 , dans elle-méme , tel que pour
tout préfaisceau F sur Y 3 valeurs dans ®& , le préfaisceau de

Y .. . e v Y
éech F associé soit caractérisé par F =T F .

3-6. THEOREME : Efant donné un anneau commutatif A , A4
X
A

I

Spec(A) es% Le spectre premier de A et 44

Mod A esit La catégonie des A-modules, Le fonc-
teun prégaisceau P , déterminé par A , est séparé,
ce qui signifie que pour tout objet M de £, Le pré-
faisceau P(M) = P(+,M) sur X d valeuns dans A,

associé a M , est séparé.
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11 faut vérifier que pour tout objet M dec® et pour tout

ouvert U de X , le morphisme canonique :
P(U,M) -+ B(U,M) = lig B (U, M)
est un monomorphisme.

Puisque dans ot les limites inductives filtrantes sont
exactes, il suffit de vérifier que pour tout objet M de £,
pour tout ouvert U de X et pour tout recouvrement ouvert U
de U , le morphisme canonique

v . .
P(UM) > P(W,M) = lim P(U',M)
U'e W
est un monomorphisme.
i W= . 1. isoi =
S1 {UJ}JGJ ,» en posant provisoirement L LU et

Lj = LU pour tout je€J , compte tenu de la définition du

]
foncteur P , tout revient i vérifier que le morphisme canoni-

que :
w:LM > I | L. M
jeJ J
déterminé par les morphismes canoniques
j = U;,U0 |
¥ ho' LM o> Ly M

est un monomorphisme.

N ~J o o
En posant &galement ¥ = 30 et ij = SFU pour tout j€J
o~ i o~

les localisations gj sont plus fines que la localisation &,

ce qui entraine que les sous-catégories locales SEJ. des loca-
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~

lisations &. sont contenues dans la sous-catégorie locale &

de la localisation Sg . [ll]

Pour tout objet N de c¢#, les diagrammes commutatifs

M ij
11JU M
3
- L. M
v ]
déterminent des diagrammes commutatifs
Hom (M, N) u
]
Hom(wg,N)[ Hom (™, 1)
Hom(LM,N) « ; Hom(Lj M,N)

Hom(wJ,N)

Pour tout j€J et pour tout objet N de §€j , qui est 3
fortiori un objet de ¥, les définitions de L et de Lj entralnent
que les morphismes Hom(wﬁ , N) et Hom(\pﬁj , N). sont des iso-
morphismes. I1 en résulte que le morphisme Hom(\bJ,N) est un
ispmorphisme, ce qui entraine que 1'objet L. M et le morphisme
an caractérisent un localisé de l'objet L M de of pour la loca-
lisation §Ej . Autrement dit

j U.
LjM:LJ.LM et ¥ =me{

En posant également EF:EFU et ?.FJ. ='37U pour tout j€J ,

]
il en résulte alors les relations
. U.
KerwJ=Ker¢J=’E’ELM.
LM J
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La relation w = wJ entraine donc :
jed

Ker w = (%, IM = ( (\%.) LM .
jeg jeq J
D'aprés la proposition 2-8, la relation
v =,
j€J J
implique la relation :

= MNP,
jes J

qui entraine alors
Ker w = %¥IM = 0

ce qui achéve la démonstration.

3-7. Remarque : Soit Ann 1la catégorie des anneaux commuta-
tifs et soit Mod 1la catégorie des modules "sur un anneau com—
mutatif variable". Le foncteur canonique : p : Mod -+ Ann , qui

-

associe 3 tout B-module N 1'anneau "de base" B est bi-§{brant
[2].

Avec les données et les notations précédentes, pour tout
ouvert U de X , le A-module P(U,A) = LU A est aussi le A-mo-
dule siPs—jacent i 1'anneau Localisé ﬁ? de A pour la localisa-
tion jfU ,» Noté alors PO(U,A) et pour gout objet M de &ﬁ, le
A-module P(U,M) détermine un PO(U,A)—module noté PO(U,M).

Pour deux ouverts U et U' de X vérifiant UDU' , le morphisme
U o C L i
¢2 peut etre considéré comme un homomorphisme de 1'anneau
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P (U A) dans 1° anneau P (U »A) de telle sorte que le morphisme
de A-modules wM : P(U, M) -~ P(U',M) peut &€tre considéré comme

un morphisme de P (U A)-modules de P (U,M) dans (wz U) P (U' ,M),
'
Uu'd

*
qui caractérise donc un morphisme dans Mod , noté encore w

de PO(U,M) dans PO(U',M)
Ces remarques montrent que le bi-foncteur :
P(+,+) : Ouv(X)x A > &
détermine un bi-foncteur :
P (+,*) & Ouwv(X)x & > Mod
vérifiant en particulier la relation
P(UM) = (v, P (U,1)

pour tout ouvert U de X et pour tout objet M de A .

]

De plus, le préfaisceau PO(A) PO(-,A) est un préfaisceau
d'anneaux sur X et pour tout objet M de &, le préfaisceau
PO(M) = PO(~,M) est un préfaisceau sur X 3 valeurs dans Mod

vérifiant : PO(A) =9Po PO(M)

Comme £ est la "fibre" de Mod au-dessus de A , en fait,
tout objet A de Ann détermine donc un foncteur P0 de la fibre
de Mod au-dessus de A , dans la catégorie des préfaisceaux

sur le spectre premier X de A , 4 valeurs dans Mod

En général, le foncteur noté ici Po est noté simplement P
et il suffit alors de préciser que le foncteur P est "considéré

comme 3 valeurs dans Mod "
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4 - LE FONCTEUR FAISCEAU.

4-1.

PROPOSITION : Etant donné un anneau commutatif A , 54

X = Spec(A) est Le spectre premier de A et 44
A= Mod A est La catégonie des A-modules, alons :

(a) Le foncteur préfaisceau P , déterming par A et
caracténist pan Le bi-foncteur :

P(+,*) : Ouv(X)x & » of
détermine un foncteur préfaisceau de Cech P carac-
tenisé pan un bi-foncteun :

B(+,+) : Ouv(X)x £ > B
tel que pour tout objet M de £, Le préfaisceau

Py = f(-,M) sun X est Le préfaisceau de Cech as-
40cL8 au préfaisceau P(M) = P(+,M) sur X .
(b) 12 existe un morphisme fonctoriel canonique :
@ : P(+,*) > P(+,)
caractenise parn Les monphismes canoniques :
eﬁ : P(UM) - P(U,M)
pour tout ouvert U de X et pour tout objfet M de o8 .
De plus, © est un monomorphisme fonctoriel.

(] Pour tout objet M de b, Le préfaisceau de
éech E(M) = f(',M) est Le faisceau associé au pré-
gaisceau P(M) = P(+,M)
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Puisque la catégorie &% est avec limites projectives et
avec limites inductives filtrantes exactes, tout objet M de
A détermine un préfaisceau de Cech ﬁ(M) = ?(-,M) . Comme le
préfaisceau P(M) dépend fonctoriellement de M , il en résulte
que le préfaisceau f(M) dépend fonctoriellement de M , ce qui

établit la propriété (a) et la premiére partie de la propriété

(b).

Le théoréme 3-6 montre alors que O est un monomorphisme

fonctoriel.

Enfin, pour tout objet M de &# , d'aprés le théoréme 3-6
le préfaisceau P(M) sur X est séparé et il est connu que dans

Y
ce cas, le faisceau associé 3 P(M) est le préfaisceau de Cech

P(M) associé a P(M) [4].

4-2., DEFINITION : Etant donné un anneau commutatif A , A4

X = Spec(A) est Le spectre premier de A et 44
A= Mod A est La catigonie des A-modules, Le fonc—
teur faisceau P , détenminé parn A , est Le bi-fone-
Leun :

f(-,-) : Ouv(X)x f » A&
caracterisé par La proposiiion 4-1.

En particulien, pour tout objet M de A, Le
goncteun :

B(M) = B(+,M) : Ouv(X) - o&
est Le faisceau associé a M et c'est aussi Le faisceau
ass0cie au préfaisceau P(M) = P(*,M)
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D'aprés la remarque 3-7, le foncteur préfaisceau P , dé-
terminé par A , peut étre “considér@ comme 3 valeurs dans
Mod " . Lorsqu'il en est ainsi, le théoréme 7 (p. 178) de [2]
et le théoréme 5-4-4 de [9] montrent qu'une construction ana-
logue 3 celle du foncteur faisceau 2 permet d'obtenir un bi-

foncteur 3 valeurs dans Mod qui détermine alors de fagon

\4
canonique le foncteur faisceau P , déterminé par A .

Ainsi, il convient de remarquer que le foncteur préfais-
ceau P et le foncteur faisceau P , déterminés par A , peuvent
8tre considérds comme 3 valeurs dans Mod " et que cette iden-
tification est compatible avec la construction de P 3 partir

de P .

4-3., THEOREME : Etant domné un anneau commutatif A , 44
X = Spec(A) est Le spectre premier de A , A4
# = Mod A est La catégonie des A-modules, 54 P
est Le foncteurn préjaisceau et A4 P est Le gonc-
feurn faisceau, déteaminés par A , alons pour tout
objet M de £ et poun tout ouvert quasi-compact U
de X , Le monrphisme :

U v
0y : P(UM) > P(U,M)

st un isomorphisme.

La proposition 4-1 assure que Og

est un monomorphisme. 11
. U . . .
suffit donc de montrer que GM est un épimorphisme et puisque
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dans , les limites inductives filtrantes sont exactes, tout
revient 3 montrer qu'il existe des recouvrements ouverts Vode

U , arbitrairement fins, tels que le morphisme canonique :
P(UM) > P(U,M)
soit un épimorphisme.

Comme U est un ouvert quasi-compact de X et que les ou-
verts affines spéciaux constituent une base de la topologie
de X , il est toujours possible de supposer que W est consti-
tué par une famille finie {Uj}jeJ d'ouverts affines spéciaux

formant un recouvrement de U

2 .
] = L= .= U0.nu. .
Pour tout couple (j,k)€ JxJ = J~ | soit UJk UkJ UJ K
En posant provisoirement L = LU , Lj = LU pour tout j€J et

: 2 3 j _ usv
ij = ij = LU pour tout (j,k)€J” , ainsi que : Y~ = ¥y~ pour

ik
. : Usk Ys . e s ¥
tout j€J et ¢ﬂ3 = wMJk J , il est d'abord immédiat que P(Us,M)
est aussi une limite projective du systéme projectif représenté

par le diagramme
. = . M
_ LJk M LkJ
L M ik
wJ
dans lequel j€J et (j,k)EJ2

Un élément Eeg(ﬂb,M) est donc représenté par une famille

E = (Ej)jeJ d'éléments EjeLj M pour tout j€J , telle que tout
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(j,k)eJ2 entraine la relation :

kj _ _ _ L Jk
(1 w9 =g =gy = v
Tout revient donc 3 montrer que pour tout &lément

Y . - - - -
E€P(U»yM) caractérisé de cette fagon, il existe au moins

un élément neP(U,M) LM vérifiant pour tout j€J , la re-

lation :

2 £ o=vim .

J

En posant provisoirement fd—'J = 8FU. pour tout je€J et

]

g =% pour tout (j,k)€J2 , les relations : . MC %% M
ik Ujk J jk

permettent la considération des morphismes canoniques

uk,j : M."i = M/37jM - Mik = M/td_'jkM = Mllq

Soit £€P(WUs,M) un &lément représenté par une famille
E = (Ej)j€J d'éléments EjELj M , vérifiant les relations (1).

L'élément £.€L. M = lim  Hom(I,M!) est représenté par

J I €9 1

un homomorphisme : CP‘J.' : Af3' > MJ! , dans lequel f'j' est le gé-
nérateur d'un idéal monogéne Af'j' , élément de EFJ.—, clest-3-
dire vérifiant : Uj = D(fs.') et pour lequel EJ. =‘FH’ , en dé-
signant systématiquement par la lettre "sur lignée", 1'image
d'un homomorphisme, dans la limite inductive ol il figure.

L'élément gk,jeij M =Ilir_% Hom(I,MJ!k) image de F’j
€.
jk

-~

par wa , est représenté par la restriction 3 1'idéal AfvE"
J
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du composé : ”kj o‘?g : Afg - Mék et 1'élément

€ = 11 '
gj,k ij M= lim Hom(I,Mjk
I egi

représenté par la restriction 3 1'idéal Afgfﬁ du composé :

) image de Ek par ka , est

° Cf’ :Af" - M_%k

La définition de L., M , la relation U.,, =U.NU =
jk jk ] k
l'l QD " = ||. " . (‘.
D(fJ) (£) = D(f Jf k) et le fait que J’Jk admet pour

systéme cofinal les puissances de 1'idéal f'J'f{{' , montrent

que les relations (1) entrafnent 1'existence d'entiers mj K
b

o({’;é

tels que les restrictions de ”kj o PV et de ujk

1'idéal A(f'J.‘fi(')mj,k, coincident.
Puisque 1l'ensemble J2 est fini, si m est un entier qui
majore les entiers mj . pour tout (j,k)€J2 , 11 en résulte
3
que pour tout (j,k)€JZ2 | les restrictions de u . o CP; et de

k]
o Py & 1'idéal Af"m f{(’m

, coincident.

En posant f:'.l = f}' pour tout j€J , ce quli entraIne en
particulier Uj = D(f}) , si CP; est la restriction de CP'J'
i1’ 1dea1 Af' , Ce qui entraTne donc Ej = ?! , pour tout

(i, k)GJ , les restrictions de u ., o ? et de b o‘?k i 1'idéal

kj
Af! £' , coincident.
j k
Pour tout j€J , 1'homomorphisme ‘(’3 : Af.'i > M3 peut €tre
caractérisé par un élément ijM , dont 1'image yé dans Mg vé-
rifie :

H(ED = y!
?J( J) yJ
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Puisque les restrictions de Ukj<>?§ et de ujk"¢i d 1'idéal

Afjfi coincident, il en résulte la relation :
VOETENY = veetet
Mej © BIELED) = uyy o PUELE)
qui donne alors la relation :
1!y = tety
ukj(fkyj) ujk(ijk)
Les deux membres de cette relation sont les images dans

J
lation entraine donc la relation :

M!k = M/‘«F‘ " des éléments f{(yj et ijk de M et cette re-
jk

'y, - fly.)€ & M.
(ijk fkyJ) J3k
. - et PO
La relation Ujk D(fjfk) , la définition de iyjk M et
le fait que sz admet pour systéme cofinal les puissances de
1'idéal Afjfé » montrent que la relation précédente entralne
1'existence d'entiers pj x Ppour tout (j,k)€J2 , tels que :
9

Pj,k ,
1eyEs ' - ft -
(fjfk) (ijk fkyj) o .

Puisque l'ensemble J2 est fini, si p est un entier qui
majore les entiers pj x Pour tout (j,k)€J2 ,» 11 en résulte
]

les relations :
11y P 1 - f =
pour tout (j,k)er .

+ . .
En posant fj = fép ! pour tout j€J , ce qui entratne
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en particulier Uj D(fj) , si QE est la restriction de

Afgp fj , ce qui entraine domnc £j = QE ’

P} a1'ideal Af;

elle est caractérisée par :
(£.) =PreetP £ = £1PPr(En = £1F 3!
?3 ] 11 ] J ?3 ] ] yJ

et en posant xj = fép y:.I pour tout j€J , les images x3

dans Mé , vérifient :

(£ = x!
$J( J) ]
La relation (3) se met sous la forme

+1 +1
£PgP v - 5Py =0

ce qui donne alors
. - f . =0 .
fJ x k

En résumé, pour tout élément geﬁ(lb,M) déterminé par
une famille ¢ = (gj)jeJ d'éléments £.6L. M , vérifiant

les relations (1), il existe une famille (fj)jeJ d'éléments

de A , vérifiant :

(&) U. = D(f.)
] J
. . .
une famille (?J.)jeJ d 'homomorphismes

(5) . : Af, M!
?; > M
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vérifiant

6 £, =6,

(6) j q’J
et une famille (xj)jEJ d'élémer+- 4de M , tels que si x3
désigne 1'image canonique de x, uans M3 = M/q;-j v les

homomorphismes @H soient caractérisés par les relatioms :
7 L(f,)) = x!
™ QB ] J

et que de plus :

(8) fj X - fk xj =0

pour tout (j,k)€J .

Puisque U = LJ U, , les relations (4) entrafnent que
jeJ
1'idéal :
G =5 Af,
jeg !
vérifie U =D(Q) et par suite qA €% .
Si r est le nombre d'éléments de J , en posant :
A =A% , soit g 1'homomorphisme surjectif de A sur QL

défini par la condition suivante : pour tout A€A , carac-

térisé par une famille )\ = (Aj)jeJ d'éléments de A :

g(A) = > A, f.
jes J ]

I1 en résulte une suite exacte :
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0+K->A-250 - 0

dans laquelle le noyau K de g est constitué par les éléments

A= (AJ.)J.eJ , vérifiant :

> . f. =0,

Si A = (Aj)jeJ vérifie €K , pour tout indice keJ ,

en posant J, = J - {k} , i1 en résulte la relation :

qui entralne :

- Ak fk xk = S:: Xj fj X,

jed
et les relations (8) impliquent

—kak)ﬁ(=.z A £ox

N N
JEJk
ce qui donne :
£ 02 hox) =0
ied
. . s gz a. i
Puisque la famille (fk)keJ engendre 1'idéal , 11

en résulte que tout o € ., vérifie
a * ( Z A. x.) =0
et puisque QL € F | il en résulte la relation :

(2 A, x.)€TM .
jeJ J 1]
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Ainsi, la condition A €K implique

(2 A x)€%M .
Soit p 1l'homomorphisme canonique de M sur M' = Méj
M

et soit ?g 1'homomorphisme de A dans M défini par :

@ =2 Aoy

jed ]
Ce qui précéde montre donc que la condition A€ K im—
plique
po () =0
o
ce qui montre qu'il existe un homomorphisme unique
P:A > M
vérifiant :
Pog=uno q:(»)
De fagon précise, cet homomorphisme ¢ peut @tre carac-

térisé par la condition suivante : pour tout &lément a e Q.

mis sous la forme :

on=>___ajf.

j€J J

1'élément P(a) de M' est caractérisé par :
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Pl =2 o

jer 3

et il est indépendant de la décomposition de a

u(xj)

Pour tout j€J , il en résulte en particulier :
£.) = u(x.)
P, 5

et comme 1'image de p(xj) par 1'homomorphisme canonique

pl o« M' > M; est x-_'i , 11 en résulte les relationmns
(9) nt o P(f.) = x!
J CF J J

Puisque QL € ¥, 1'homomorphisme P: Q& -+ M' détermine
un élément n = P de LM et pour tout j€ J , les relationms

(6), (7) et (9) entralnent les relations :

- 3

ce qui achéve la démonstration.

4=4. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , 44
X = Spec(A) est Le spectre premier de A , £e fjone-
teun faisceau P déterming par A , possede Les pro-
pPLEtes sulvantes
{a) Le faisceau d'anneaux f’(A) sun X codnedde avec
Le faisceau structural (DX = A du schéma affine
(X, Og) défini pan A .
(b) Pour tout A-module M , Le faisceau P sur X
est un ¥(a)-Module qui coincide avec Lo @ -Moduke
M ass0cié de facon classique au A-modufe M .
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La remarque qui suit la définition 4-2 montre que le
faisceau §(M) sur X est un %(A)—Module, c'est-3-dire que
pour tout ouvert U de X , 1l'objet ?(U,M) de Mod est un
§(U,A)—module et que pour deux ouverts U et U' de X véri-
fiant : U®U' , le morphisme canonique PUM > ﬁ(U',M)
dans Mod se projette dans Ann suivant le morphisme canoni-

que : ?(U,A) > ﬁ(U',A) .

Pour tout &lément f€ A , 1'ouvert affine spécial D(f)

est quasi-compact et le théoréme 4-3 entralne les relations

P(D(£),A) = P(D(),8) = Ly oA = A

et

P(D(£),M) = P(D(£),M) = Ly M = Mg

dans lesquelles Ag [resp. Mf] est 1'anneau [resp. le module]
localisé de 1'anneau A [resp. du A-module M] pour la locali-
sation éi dans la catégorie des A-modules, caractérisée par
1'ensemble topologisant et idempotent g@ des idéaux de A

qui contiennent une puissance de f

Comme la construction classique [7][2] du faisceau struc-
tural C&.= A [respectivement du @X—Module M] le caractérise
par les conditions F(D(f),(bx) = Af [resp. : F(D(f),ﬁ) = Mf]
pour tout &lément f€ A , le corollaire 4~4 en résulte immé-

diatement.

4-5. COROLIAIRE : Etant domné un anneau commutatif A , 54
X = Spec(A) est Le spectre premier de A , 44 P
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est Le foncteun prédaisceau et si P est Le fone-
teun faisceau déterminés par A , pour tout ouvert
quasi-compact U de X ef pour tout idéal de type
finiQ de A , vérifiant U = D(Q.) , alors :

(a) Le faisceau stwctwral O = A du schéma af-
gine (X, @X) dé gini pan A , vinifdie

r, @) = P(U,A) = P(U,A) = Lj A .

En parnticulien, a4 ‘.FU A est L'idéal de A
comtitue par Les éléments de A dont £'annulateun
appartient a fJTU , clest-d-dine contient un idéal
de La forme at , avee n N, alons :

r(U,®) = 1im Hom(I,A/r .) = lim Hom(@ ,A/g ,)

X D.(—%=U EFUA nﬁm‘ . ﬁuA
(b) Pour tout A-module M , Le O, -Module M assocdd
aM, vernigie :

T(U,M) = P(U,M) = P(U,M) = Ly M .

En parnticulien, A4 @U M est Le sous-module
constitus parn Les éléments de M dont L£'annwlateur
appartient a C‘FU , c'est-a-dine contient un Lidéal
de La forme QI | avec neN , alons :

T(U,M) = lim Hom(I,M ) = L'l_gﬂom(dl,M/c‘ M)
D(I)=U 5 n el "

La caract@risation de @ résulte du lemme 2-6 et elle

U

entraine alors les caractérisations de {‘FU A et de GU M.
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Ce corollaire 4-5 est alors une conséquence immédiate
Y .. PN
des définitions de P et de P , ainsi que du théoréme 4-3

et du corollaire 4-4.

4-6. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , A4
X = Spec(A) est Le spectre premier de A , aloxs

(a) Pour ftout ouvert quasi-compact U de X tel
que tout Ldéal I de A , virifiant U = D(I) alt un
annulateun nul et pour tout idéal de type finiQ
de A vérnigfiant U = D(QA) , Le faisceau structural
6, = K du schéma affine (X, @) défini par A ,
vinigie :

r(u, @) = lim Hom(I,A) = lim Hom(OQ.",a) .

D(I)=U n€IN

(b)  Poun tout A-module M et pour tout ouvert
quasi-compact U de X tef que tout {déal I de A ,
veriflant U = D(I) , ne s0dt contenu dans aucun
des annuwlateurns des éLements non nuls de M et
powr tout idéal de type fini Q de A , vérnigdiant
U=D(Q) , Le Gp-Module M associé a M, venigie :

T(UM) = lim Hom(I,M) = lim Hom(Q",M)
D(I)=U nelN

Les hypothéses entrainent respectivement 9% A=0 et

s M =0 . Le corollaire 4~6 est alors une conséquence immé-

U
diate du corollaire 4-5.
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4-7. LEMME : Etant donné un anneau commutatif noethdrien A ,
504t = Mod A fa catégorie des A-modules. Pour
toute Localisation € dans o, caractérnisée pan un
ensemble topologisant et Ldempotent @k d'idéaux de
A, Le foncteun Localisation L peut etrhe caracte-
nise parn La condition sulvante : pour fout objet
M de ot :

M ]I__g%: Hom(I,M)
En effet, si & est la sous-catégorie localisante de 5.4
associge a3 &, la proposition 10 (p. 428) de [31 montre que

& est stable par enveloppes injectives et le lemme 4-7 ré-

sulte alors du corollaire 1. (p. 413) de [3]

4-8. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif noethérien
A, 54 X = Spec(A) est Le spectre premier de A ,
pour tout ouvert U de X et pour tout {déal Q. de A ,
vernifiant U = D(Q.) , alonrs

(a) Le faisceau structural O, =K du schima aggine
degini par A , verific :

r(U,0,) = lim Hom(I,A) = lim Hom(Q.",A)
D(I)=U nelN

(b) Pour tout A-moduke M , Le © -Module M ass0cid
aM, vérnifie :
r(U,M) = lim  Hom(I,M) = lim Hom( QM)
D(I)=U nelN
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Comme tout ouvert U de X est quasi-compact et que tout
idéal Q. de A , est de type fini, le corollaire 4-8 est une

conséquence du corollaire 4-5 et du lemme 4-~7.

4-9. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif noethérien
A, 3L X = Spec(A) est fe spectre premier de A eof
84 GX = A est Le faisceau structural du schéma ag-
fine dégind par A , alors pour tout A-module injec-
tif N Le G&—Moduﬂe N est un faisceau flasque.

Puisque N est injectif, pour tout idéal I de A , 1'appli-
cation canonique de Hom(A,N) dans Hom(I,N) est surjective et
par suite pour tout ouvert U de X , il en est de méme pour

1'application canonique

N -»> lim Hom(I,N)

Ainsi, d'aprés le corollaire 4-8, l'application canonique

U

g P TN > TN

Y
est surjective, ce qui prouve que le 6§—Modu1e N est un fais-

ceau §lasque [5].

Remarques.
(a) Compte tenu du corollaire 4-4, le théoréme 4-3 exprime
que pour tout A-module M et pour tout ocuvert quasi-compact

U de X , le morphisme canonique

LA ~ ~
Oy ¢ Ly M=PUM > T(U,M)
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(b)
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est un isomorphisme. Ainsi, le théoréme 4-3 est une gé-
néralisation du théoréme (1-3-7) de [7] qui établit le
résultat analogue dans le cas particulier ol U est un

ouvert aggine spécial de la forme D(f) avec fEA .

L'8tude des ouverts affines dans les spectres des anneaux
intégres noethériens a été abordée dans [12]. Comme il
était indiqué que les hypothéses faites étaient trés res-
trictives, pour aborder un probléme analogue dans le cas
du schéma affine (X, @k) défini par un anneau commutatif
A quelconque, il convient en particulier d'étudier les
anneaux de sections T (U, @&) au—-dessus d'un ouvert quasi-

compact U de X .

La proposition 5-10 et le corollaire 5-11 de []2]
qui constituaient des résultats dans cette voie, sont don-
nés par la partie (a) du corollaire 4-6, qui montre que
des résultats analogues subsistent pour tout G&—Module M

associé 3 un A-module M .

Comme ce corollaire 4~6 n'est évidemment qu'un cas
particulier du corollaire 4-5, il en résulte que les hy-
pothéses relatives aux annulateurs ne sont pas indispen-—

sables, 3 condition de formuler les résultats sous une

forme adaptée.

De plus, dans le cas noethésrien, le corollaire 4-8
montre que les formulations simples des résultats restent

valables sans hypothéses sur les annulateurs.
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(c)
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Etant donné un anneau commutatis A , soit Jg= Mod A 1la
catégorie des A-modules et si @& = X est le faisceau
structural du schéma affine (X, G&) défini par A , soit
@% la catégorie des G&-Modules (non nécessairement
quasi-cohérents) et soit ) la catégorie des (9X—Modu1es

quasi-cohérents.

D'aprés le corollaire 4-4, le théoréme (1-4-1) de
v
[7] montre que le foncteur P de A dans B et la restric-
tion & 0} du foncteur I' = T(X,+) de 030 dans d@, établis-

sent une &quivalence entre £ et @B .

Pour tout objet M de dﬁ, il est possible de cons-
truire une résolution cohomologique {nfective de M dans

2, de la forme

(l) 0+M—>NO+N]—)OOO—)NP+...

La proposition (1-3-5) de [7] montre que 1l'image
de cette résolution par le foncteur P est une résolution

cohomologique de ?(M)

M , dans G% , de la forme :

~ ~

(2) O+>M>N >N, > soe 5N > oee
(o} 1 P

et par application du foncteur T' = I'(X,+) il en résulte

un complexe augmenté, dans A&, de la forme

*“"’F"N’ > ees

(3) 0+ I'M » rfio > r&']

qui, d'aprés ce qui précéde, est équivalent i la résolu-

tion (1) et par suite est acyclique.
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Si 1'anneau commutatif A est noethérien, le corollaire
4~9 entraine que 1la résolution (2) est une nésolution coho-
mologique de M dans 6350 par des fadisceaux glasques.

Le théoréme 4-7-1 de [5] entraine que la cohomologie
* o~ s
H (X,M) du @%—Module M peut 8tre calculée au moyen d'une
M

résolution flasque de

I1 en résulte que la cohomologie H*(X,ﬁ) du G%—Module
M est la cohomologie du complexe augmenté (3) et puisqu'il

est acyclique, il en résulte
P (x,M) = 0
pour tout p > 0 .

Cette méthode permet donmc d'établir facilement que pour
tout schéma affine noethérnien (X, &) déterminé par un anneau

commutatid noethénien A , et pour tout @X—Module quasi-cohé-
nent ﬁ’, alors

HP (X,M) = 0
pour tout p > O

Ainsi, le corollaire 4-9 conduit 3 une démonstration 81é&-
mentaire dans £e cas des schémas affines noethériens, du résul-
tat €tabli dans le théoréme (1-3-1) de [8] pour les schémas af-

fines quelconques, mais dont la démonstration fait appel 3 une

technique beaucoup plus élaborée.
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5 — LOCALISATIONS IMAGES DIRECTES.

5-1 - Notations. Etant donnés deux anneaux (non nécessai-
rement commutatifs) A et A' , soient fet A' les catégories

de modules (i gauche) sur A et sur A'

Pour tout homomorphisme d'anneaux p : A +~ A' , le fonc-
teur restriction des scalaires 0y de &' dans o#, est un ad-
.. - , . . *
joint 3 droite au foncteur extension des scalaires p de A

dans A£' .

Pour toute localisation & dans &, caractérisée par une
sous-catégorie localisante Ede K ou par un ensemble topologi-
sant et idempotent ¥, puisque le foncteur p, est exact et com-
mute aux limites inductives, il est facile de vérifier que 1la
sous-catégorie pleine &' de ob' caractérisée par les objets
dont 1'image par o, st un objet de &, constitue une sous-ca-
tégorie localisante de oB', appelée 1'image £' = p(€) de &
par p . L'ensemble topologisant et idempotent associé i &' est
appelé 1'dmage &' = p(%) de @ par p . Il est constitué par
les idéaux (3 gauche) I' de A' , tels que p*(A'/I,) soit un ob-
jet de B. Ainsi, la localisation gdansd%détermine une loca-
lisation &' dans ' , appelée 1'image 52' = o(gg) de gpar o
et caractérisée par la sous-catégorie localisante %' = (%)

ou par l'ensemble topologisant et idempotent @' = p(F) .
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5-2. LEMME :
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Avec Les données et Les notations précédentes,
54 £'une ou L'authe des conditions sulvantes est
nealisée :

(a) Les anneaux A et A' sont commutatifs.

(8) L'anneau A' est Le localisé Ag de A pour {a
Localisation & et p est L'homomonphisme canonique
de A dans Aﬁ ;

Alons, £'ensemble F' est consitul pan Leh
{deaux {a gauche) de A' dont £'image néciproque
par p , appartient a L'ensemble F .

La conclusion est immédiate sous la condition (a) et elle

est facile

la partie

5-3. LEMME :

3 vérifier sous la condition (B) (voir par exemple

h) de l'exercice 19 (p. 161) de []]).

Avec Les données et Les notations précidentes,
sodent & et X' Les sous-catégornies Locales de ¢
et de &' , soient S et S' fLes fonctewrs canoniques
d'infection de € dans R et de L' dans &' , et
sodent T et T' des fonctewrs canoniques de £ dans
Lot de A' dans &' , tels que Les foncteurs Loca-
Lisation L ot L' associss a Let a L' soient carac-
Lenises parn :

L = ST et L' = S'T'
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Alons
(a) 1£ existe un gfoncteur canonique :

p L'~ &

0
canactérnisé pan La condition :

(1} o, T' =Top,

(b) Si £'anneau A' est Le localisé Ag de A pour
2a Localisation & et 84 p est L' homomonphisme ca-
nonique de A dans Ag » Le goncteun o, est carac-
tenisé pan La condition :

A1) s Py = Py S!

et {0 existe un foncteun canonique :
CPE ¢ > £
caracténisi parn Les conditions :

= ' ' =
(2) S=p,5 0, et (3) T P, T Oy

De plus, Les foncteurs p, et P établissent

une équivalence entre La catégornie Xet La catégorie
2 '

La définition de la localisation %' montre que le fonc-
teur exact T o de c£' dans ¥ s'annule sur la sous—catégorie

localisante $' associée & &' . Puisque la catdgorie quotient

JZ'/Z' est &quivalente 3 la catégorie ' et que le foncteur
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canonique de oA' dans é@'/ y correspond, dans cette équiva-
lence, au foncteur canonique T' de of' dans F' , le corol-
laire 2 (p. 368) de [3] montre qu'il existe un foncteur uni-

que p_ de ¥' dans & vérifiant la relation :

T -
¢)) poT =Top,

Sous la condition (b), la proposition 3 (p. 413) de [3]

montre qu'il existe un foncteur S, de &£ dans o' , induit par

1

le foncteur localisation L , tel que p, S soit adjoint 2 droi-

1

te 3T, ce qui entraine S = P, S, et tel que S1 To, induise

1
le foncteur localisation L' , ce qui entraine 1l'existence d'un

foncteur p1 de & dans )4 , caractérisé par :

= Qf tmt _ qt
S] S p1 et S'T S ° T I

Puisque S' est pleinement fidéle, la seconde relation
est équivalente 3 la relation (3) et, compte tenu de la rela-

tion S = Py Sl » la premiére relation se traduit par la rela-

tion (2).
La relation T'S' = %ﬂf entraine en particulier :
= tqr - '
po po T'S T Py S
¢t il en résulte alors les relations :

= ' = =
Po Dl T Py S pl TS 1

et

= 1o migl o
o =P  To,S=T1's I;c.
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qui montrent que P et P établissent une équivalence entre

la catégorie ¥ et la catégorie &'

La relation Py P, = %f' et la relation (2) entralment :

= 1 = 1
S e, Pe S Py Py =0, S
c'est-d~dire la relation (1') et réciproquement la relation

(1') entraine :

[ tept ' =
S Py T p, S'T P S pl T P ST P
et puisque S est pleinement fidéle, il en résulte la relation

(1), ce qui achéve la démonstration.

5-4. DEFINITION : Etant donné un anneau (non nécessairement
commutatif) A , s0it A= Mod A La catigorie des
A-modules (a4 gauche) et s04t £ une Localisation
dans A caracténisée par un ensemble topologisant
et idempotent ¥ d'idéaux (& gauche) de A .

Un sous-objet N d'un objet M de & est F-clos
dansd M &4 W(M/N) =0, c'est-d-dine 44 M/ est un
objet de La mono-sous-catégorie A associte a La Lo-
calisation £ .

Un tel objet N est un sous—objet clos 'de M
pour La Localisation Z.

5-5. LEMME : Etant donné un anneau (non nécessairnement com-
mutatif) A , s0it b= Mod A La catégonie des
A-modules (& gauche), soit & une Localisation dans
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Jb, caractérnisée par un ensemble topologisant et
Ldempotent ¥ d'idéaux (d gauche) de A et s0it
vily > Lte monphisme fonctorniel canonique
du goncteur identique de obdans Le foncteur Lo-
calisation L de La Localisation £ .

Pour tout objet M de &, L'application :
N > LN et £'application N' - q;;{] (N') caractirni-
sent des correspondances bijectives réciproques
entre £'ensemble des sous-objets F-clos dans M
et L'ensemble des sous-objets F-clos dans LM .

Soit ¥ la sous—catégorie localisante de ¢f associée 3 la
localisation ¥ et soit efpla mono-sous—catégorie de of associée
i la localisation ¥ [10].

Pour simplifier les notations, le morphisme canonique :

lpM ¢ M > LM sera provisoirement noté : u : M+ M' = 1M ,

Tout d'abord, il sera supposé que u est un monomorphisme,

c'est-i~dire que ¥M = 0 .

-~

Pour tout sous-objet N' de M' (et i fortiori de M), 1la
caractdrisation d'une ®-enveloppe donnée dans la démonstra-
tion de la proposition 4 (p. 372) de [3], montre que le loca-
1lisé LN' de N' est 1'image réciproque dans M' du sous-objet
g(M'/N') de M'/N' .

I1 en résulte en particulier que pour que N' soit P~clos

dans M' , il faut et il suffit que N' = LN'
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Pour tout sous—objet N de M , puisque (LN) /y est un ob-
jet de ¥ [3] » le sous-objet (MANLN) /y est Egalement un objet
de €. Si N est %-clos dans M , ce qui signifie que M/ est
un objet de A, le sous-objet (MNLN) /y est également un ob-
jet de M et puisqu'il appartient aussi & ¢, il est nul, ce

MANLN . Réciproquement, si un sous-objet N

qui entraine N
de M vérifie N = MNLN , ce qui entraine la relatiom :
My =" oy T
qui résulte de la caractérisation de LN , montre alors que

?F(M/N) =0 , c'est-a-dire que N est &-clos dans M .

Ainsi, pour qu'un sous-objet N de M soit ¥-clos dans M,

il faut et il suffit que N vérifie : N = MALN .

11 en résulte alors que pour tout sous-objet N de M qui
est %i-clos dans M , le sous-objet LN de M' est Gt-clos dans
M' et de plus : u | (LN) = MALN = N .

Soit N' un sous-objet de M' qui est %~clos dans M' |
c'est—d-dire qui vérifie : N' = LN' . En posant N = MAN' |
puisque M'/M est un objet de ¥, la relation :

1 = N' = ' 1
N = Ny = O M My /n
objet de ¥, ce qui entraine LN = LN' . I1 en résulte la re-

montre que N' est un

lation : N = MNLN qui montre que N est Yt—clos dans M et la

relation : N' = LN .

Ainsi, pour tout sous-objet N' de M' qui est ¥-clos dans
M' , le sous-objet u_](N') = MNN' de M est Y-clos dans M et

de plus : L(u-l(N')) = N'
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La conclusion du lemme 5-5 est donc démontrée lorsque

u est un monomorphisme.

Pour passer au cas général, il convient de remarquer
que si N est un sous-objet de M qui est $%¥-clos dans M ,

la suite exacte :

0+N+M+M/N+o
donne la suite exacte :

0+ &N > FM > FM))

dans laquelle ﬁ?(M/N) = 0, ce qui entraine M cN et par

suite : M/N = u(M)/u(N) .

I1 en résulte que l'application : N + u(N) et 1l'appli-
cation : N" » u-l(N") caractérisent des correspondances bi-
jectives réciproques entre l'ensemble des sous-objets N qui

sont F-clos dans M et 1'ensemble des sous-objets N" qui sont
di-clos dans u(M) .

En remarquant que LN = L(u(N)) pour tout sous-objet N
de M et que u-l(N') = u_l(N'n u(M)) pour tout sous-objet N'
de M' , 1a combinaison des deux résultats précédents entraine

immédiatement la conclusion du lemme 5-5 dans le cas général.

5-6. COROLLAIRE : Etant donné un anneau (non nécessairement
commutatif) A , soit b= Mod A La catégonrie des
A-modules et s0it & une Localisation dans A, ca-
hactenisée parn un ensemble topologisant et idempo-
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tent % d'idéaux (A gauche) de A .

Soit o : A+ A' L'homomonphisme canonique de
A dans £'anneau localisé. A' = Ag de A pour fa
Localisation £, s0it H#' = Mod A' La catégonrie
des A'-modules, soit €' = o(£) La Localisation
dans 4' , image par p de La Localisation £ et
04t F' = o(%) L'ensemble topologisant et idem-
potent d'idéaux (a4 gauche) de A , image par p de
L'ensemble G .

Alons, L'application : 1 > Lg et £'applica-
tion : 1' » p_l(I) caractérnisent des cornespon-
dances bijectives réciproques enthe £'ensemble
des idéaux (4 gauche) I de A qui sont %-clos dans
A et 2'ensemble des LidZaux (d gauche) I' de A' qui
sont Y'-clos dans A’

Pour tout objet M' de #' et pour tout élément yeM' ,
1'annulateur dans A de y considéré comme un élément de Py M!
est 1'image ré&ciproque par p de 1'annulateur dans A' de y
considéré comme un &lément de M' . Puisquele lemme 5-2 montre

que I'e ¥ &Equivaut a p-l(I') €%, i1 en résulte la relation :
- oM
Fo, M =0 F' M

Pour tout objet M' de ' et pour tout sous-objet N' de

M' , cette relation et 1l'exactitude du foncteur Py MONtrent
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que pour que N' soit %'-clos dans M' , il faut et il suffit

que p N' soit W-clos dans P M'

La relation : p*(Mq;) = IM pour tout objet M de d, mon-

tre alors que le corollaire 5-6 résulte du lemme 5-5.

5-7. COROLLAIRE : Avec Les données et Les notations du corol-
Laine 5-6, 54 L'anneau A est commutatif (ce qui en-
traine que £'anneau A' = Agest commutatif), alons,
L'application p~ Rg et L'application p' - p-l(p')
caractenisent des correspondances bijectives réci-
proques entre £'ensemble des Ldéaux premiers p de
A qui n'appantiennent pas a ¥ et L'ensemble des
{dfaux premiers yp' de A' qui n'appartiennent pas
aw' .

Si p est un idéal premier de A , 1'annulateur de tout
é€lément non nul du A-module A/,a est égal a p , ce qui entralne
que ccV(A/p) = A/P si peg et que g(A/p) =0si)p #g .
En particulier, pour que P soit %-clos dans A , il faut et il
suffit que r é % . De méme, pour qu'un idéal premier ' de A'
soit H'-clos dans A' , il faut et il suffit que P OEH

Compte tenu du corollaire 5-6, il en résulte que pour
démontrer le corollaire 5-7, tout revient i montrer que les

deux correspondances transforment un idéal premier em un

idéal premier.
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I1 est bien connu que pour tout idéal premier ' de A'

1'ideal p= p—l(‘p') de A est premier.

>

La construction classique d'un anneau localisé permet de
montrer que le localisé d'un anneau intégre est un anneau in-~
tégre. Puisque le foncteur localisation est exact @ gauche,

pour tout idéal premier p de A , la suite exacte :
0 > > A > A +> 0
P ho

donne une suite exacte :

0~ By > Ag> (g
qui montre que Af/ est un sous—anneau de 1'anneau int&gre
(A/p)g' . S8i pdF , ce qui entralne Ry # Ag il en résul-
te que Pﬁ? est un idéal premier de A' = Ag , ce qui achéve

la démonstration.

5-8. LEMME : Etant donnés deux anneaux commutatifs A et A'
AL X = Spec(A) et X' = Spec(A') sont Les spectres
premiers de A et de A' munis de La topologie spec-
thake, 84 A= Mod A et of' = Mod A' sont Les cate-
gonies des A-modules et des A'-modules et s4
p A A' est un homomonphisme d'anneaux, so0it
P: X' > X L'application continue déterminée par o .

Alons, pour tout ouvert U de X , en posant
v = ¢y , La Localisation ,S?U, dans ' , asso-
cile a £'ouvert U' de X , est £'image par p de La
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~

Localisation fu dans A&, associde & £'ouvernt U
de X .

Soient gU et ?'fU' les ensembles topologisants et idem-

potents associés aux localisations % et &70' et soit
G = D(?U) 1'ensemble topologisant et idempotent associé i

la localisation &' = p(é?:]) image par p de la localisation '?U .

Pour tout idéal I de A , en posant p(I) = A'p(I) , la dé-
finition de 1'application continue <f: X' » X entraine la re-
lation :

? o) =pGm) .

D'aprés le lemme 5-2, l'ensemble ' = p(?U) est consti-
tué par les idéaux I' de A' dont 1'image réciproque p-‘(I')
appartient 3 ﬁU .

En particulier, pour tout I'€ ¥F' , il existe I €?U
tel que p(I)<I' , ce qui est é&quivalent 3 p(I)<I' . Puisque
la condition Ie‘zYU se traduit par la relation : U<€D(I) , il

en résulte la relation :
v = e ¢ o) = pE) et
qui entraine I'€ ‘37U, .
Ainsi, les ensembles %' et ?U' vérifient la relation :

F' c ?U, .
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Si cette inclusion n'est pas une égalité, il existe un

idéal I" de A' vérifiant :
e S?U, et I"¢g %'
c'est-3-dire :
Uen) et o (M ¢ F,
ou encore :
U'c D(I") et U4:D(p'1(1")) .
L'idéal I' = r(I") , racine de 1'idéal I" , vérifie :
o7 (1) = o hxaam) = re” am)
ce qui entraine : D(I") = D(I') et D(p-l(I"))= D(p-l(I')) .
Ainsi, il existe un idéal I' de A' , tel que I' = r(I') et
p-l(I') = r(p_l(I')) s et vérifiant :
U'CD(I') et UED( (1Y) .
Soit QL un idéal de A , vérifiant U = D(Q) et par suite :
U =¥ =¥ 0@ = @)

La condition U¢D(p_l(1')) entraine CL¢p—l(I') et par
suite p((l)¢I' et p(a)dr1' . Puisque 1'idéal I' est Zgal
d sa racine, il existe donc un idéal premier P' de A' , vé-
rifiant p(Q) ¢ P et I'< p ; c'est-a-dire p'eD(p(a)) = U
et p' ¢D(I') s ce qui est absurde en vertu de la condition :

U'CD(I') . Ainsi, il en résulte 1'égalité :
F - F,
ce qui achéve la démonstration.
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5-9. THEOREME : Etant donné un anneau commutatif A , 804it
X = Spec(A) fe spectre premier de A muni de £La
topologie spectrale et s0it b= Mod A La catégo-
nie des A-modules.

Pour tout ouvent U de !."upace fopologique X ,
s04t EFU La Rocalisation dans A, associte a L'ou-
vert U de X et caracténisée par £'ensemble topolo-
gisant et idempotent EFU , 404t p = ‘PK : A > AT
L' homomorphisme canonique de A dans £'anneau loca-
lisé A' = AfFU de A pour La Localisation "% s 04t
X' = Spec(A') Le spectre premier de A' muni de fa
Ztopologie spectrale et s0it ¢ : X' » X L'applica-
tion continue déterminée parn L'homomorphisme p .

Alons, L'application continue @: X' » X
induit un homéomorphisme w de £'ouvert U' = ! 1))
de X' sur L'ouvernt U de X .

Soit &' = Mod A' 1a catégorie des A'-modules. D'aprés le
lemme 5-8, la localisation %, dans <£' , associée a 1l'ouvert
u' =<F_1(U) de X' et caractérisée par 1l'ensemble topologisant
et idempotent @U' » est 1'image par p de la localisation §U
dans b, associée 3 l'ouvert U de X . Comme les idéaux premiers
Y de A qui n'appartiennent pas 3 ‘(FU sont les éléments de 1l'ou-
vert U de X et comme les idéaux premiers ¥' de A' qui n'appar-

tiennent pas a gU' sont les éléments de 1'ouvert U' =<P‘](U)
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de X' , le corollaire 5-7 montre que l'application
P' - p—l(P') =¢ (p') caractérise une correspondance bijec-
tive de U’ =<F—I(U) sur U .

Ainsi, l'application continue ¢ : X' > X induit une
application continue bijective w de l'ouvert U' = cf’—l(U) de

X' sur 1l'ouvert U de X , caractérisée par la condition :
w(p') =<P(p') = p-](‘p') pour tout Y'€ U' et dont 1l'appli-
cation inverse w—] est caractérisée par la condition :
_1 !
w (p) = pour tout Y €U .
») = ¥y, P
Tout revient i montrer que w est un homéomorphisme.
Pour tout ouvert U(‘) de U' , il existe au moins un idéal
Q; de A' tel que : Uc') =U'n D(CL(;) . En posant
Y'=U' -V
o
tout p'e Y' vérifie p'eU' et p'¢é D(a.(')) , c'est-3a-dire :
Q'cy . L'idéal o' = [ ) ' de A' , vérifie donc
o pl c Y!
ch)c:al et par suite : D(o.c'))cD( Q') . Puisque tout pP'ey'
vérifie naturellement p'¢ D(Q') , il en résulte la relation :
(1) U(') =U'n D(Q(’)) =y'Nnp(a')

qui entralne la caractérisation :

(1') ! ={ Pleut ; 0_! c Pl } .

" Puisque les &léments Y'€Y' sont des idéaux pre-

miers n'appartenant pas i ‘J!'U, , ils sont ‘:FU,-clos dans A'
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et il en résulte facilement que 1'idéal Q' = /7 N\ yp' est
pleY|
‘:%,-clos dans A' . Le corollaire 5-6 entraine alors que 1'idéal

a=o(a') de A, vérifie : a' = o% .

L'ouvert Uo de U caractérisé par :
(2) U =uUaDd@)
détermine la partie Y de U définie par :
Y=U-T0
)
et elle admet 1a caractérisation :
(2') Y={ pel; Qcp}
Pour tout ' €Y' , la relation (1') entraine Q' < p' ,
ce qui implique Q= p—l(a')c p—]( w') et la relation 2"

montre que 1'élé&ment :

P =P = w(p) = o0 (F

) vérifie pey .
Ainsi :
3) w@hYcy.

Pour tout Pe€ Y , la relation (2') entraine QA< pP, ce
qui implique Q' =O~57UC g et la relation (1') montre que 1'&lé-
ment : yp' = w-l(y.)) = Vg vérifie Y eY' . Ainsi :

U

(4) w—l(Y)C ¥
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Puisque w est bijective, les relations (3) et (4) en-

trainent w(Y') = Y et par suite :

(5) W(Ug) = UO

La relation (5) montre que 1'application continue bijec-
tive w de U' sur U est ouverte, c'est—3d-dire que w est un ho-
méomorphisme de U' sur U , induit par l'application continue

P: X' > X, ce qui achéve la démonstration.

6 - OUVERTS QUASI-COMPACTS DES SCHEMAS AFFINES,

6-1 - Hypothéses et notations. Etant donné un anneau
commutatif A , soit (X’@k) le schéma affine associé 3 A ,
pour lequel X = Spec(A) est le spectre premier de A muni de
la topologie spectrale et @ = A le gaisceau structurnal

X
vérifiant en particulier : A = T(X, @X) = I'(X,A)

Etant donné un ouvert quasi-compact U de X , soit (U,@U)
le pnéschéma induit sur U par le schéma affine (X,(bx)

L'anneau A' des sections du faisceau structural C?X = A s

au-dessus de l'ouvert quasi-compact U de X est défini par
A" = T(WU, @) = I(U,K)

et la restriction 3 U détermine un homomorphisme canonique

d'anneaux :

p A > A'
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Soient = Mod A et A' = Mod A' les catdgories de A-

modules et de A'-modules.

Soit B la catégorie des @X—Modules quasi-cohérents et
soit T la restriction i  du foncteur sections T'(X,+) défini

sur la catégorie des @X—Modules.

Si P est le foncteur faisceau associé a 1'anneau A , le
théoréme 4-3, le corollaire 4-4 et théoréme (1-4-1) de [7]

montrent que les foncteurs
P oA B et T: 0 > &

établissent une &quivalence entre les catégories Jfet @, ce

qui entraine les relations

(1 TP I, et (1Y) f)r=1©.

Soit Obl'l la catégorie des @U—Modules quasi-cohérents
et soit T' :Ubl'] > &' la restriction a 651'] du foncteur sections

r'(U,+) défini sur la catégorie des @U-Modules.

Soit Iy * ® > ' la resctriction i @ du foncteur sec-

tions I'(U,+) défini sur la catégorie des @X—Modules.

La proposition (9-4-2) de [7] montre que le morphisme
quasi-compact j défini par 1'injection canonique de U dans
X , détermine un foncteur image directe : j* : Gbl'] -0 et

. < " PR
un foncteur image réciproque : j : 0 - ®y » vérifiamt

(2) J j* = Idbv
U
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si $?= é% est la localisation dans ¢#, associde 3 1'ou-
vert U de X et caractérisée par l'ensemble topologisant et
idempotent @ = g;U et si €= i’U est la sous-catégorie locale
de b, associde i 5%1, soit S le foncteur canonique d'injec-—
tion de & dans eBet soit T le foncteur canonique de of dans &,
tel que le foncteur localisation L = L, de la localisation S?,

soit caractérisé par :

(3) I_.U = ST et (3" TS = I‘y .

Enfin, soit S1 le foncteur utilisé dans la démonstration

du lemme 5-3 .

6-2. LEMME : Avec Les hypothises précédentes, Les donndes vé-
nigient Les nelations sulvantes :

a) T, =0, T la) 1 =T 3"
(b) oy Ty =1Ly T (b') Ty =8, TT
fe) Ly=r3, 3" (e §,i%=Pr,r.

Les relations (a) et (a') résultent immédiatement de la

. . .
construction des foncteurs j et j [7]

Pour tout objet M de o6, la définition du foncteur I‘U
entraine la relation : PU E(M) = f(U,M) . Puisque U est quasi-
compact, le théoréme 4-3 entrafne : P(U,M) = P(U,M) et le corol-
laire 4-4 entrafne : A' = T, P) = P(U,a) = Ag - la partie (b)
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du lemme 5-3 est donc applicable. La construction du foncteur

préfaisceau P associé 3 A , implique alors la relatiomn :
Ty Py = pu,M) = s, ™
pour tout objet M de o#, ce qui entrafne les relations :

v
PU P = S1 T et P FU P = Py S T=ST = LU

Par composition avec I' , la relation (1') implique alors

les relations (b') et (b).

Les relations (a}, (a') et (b) entrainent la relation :

S S Ay b
I‘J*J P=p*F'J P=D*FUP=LUPP

et la relation (1) implique alors la relation (c).

Enfin, compte tenu des relations (1) et (1'), la rela-

tion (¢) implique facilement la relation (c').

6~3. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, @k) , assocdlé

& un anneau commutatif A , 504t o= Mod A La catégo-
nie des A-modules.

Pour tout ouvert quasi-compact U de X , s0it
(U, &) Le préschéma induit sur U par Le schéma af-
gine (X, &) -

Alons, La catégonie <B' des @ -Modules quasi-
cohénents est équivalente & I,a soub- ca,tegolue Locale
a? de £, détenminée par La Localisation ££’ dans &,
azséoc,cee a £'ouvert U de X .
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De facon précise, avec Les notations précé-
dentes, cette fquivalence est caracténisée pan Les
goncteuns

A:@I}+&,Puetu:£f ->@1'I
déginis par Les relations

A=TTj, et n=j PS

La relation {¢) du lemme 6-2 entraine la relation :

ap=Trj, " Fs=11;s

et les relations (3) et (3') impliquent alors

An=1
|

La relation (3) entralne la relation :
¥ Y . i 4 .
pA=3j PSTT I, =1 P LU r AN
et la relation (¢') du lemme 6~2 et la relation (2) impliquent

alors

A= Iﬁb'
U

Les relations

Aon

Ix et u)\=1%

montrent que X et p caractérisent une &quivalence entre la ca-

tégorie 056 et la catégorie jPU .
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6-4. COROLLAIRE : Avecles donndes et Les notations du théondme
6=3, en posant A' = T (U, GX) , 804it A£' = Mod A' La
catégonie des A'-modules et 304it :

p A > A'

L' homomonphisme canonique d'anneaux déterminé pan
La nestrniction & L'ouvert U de X .

Alons, fa catégornie @l'] des G;-Modufes quasi-
cohinents est équivalente d La sous-catigornie Locale
£ de &' , détenminie par La Localisation €' dans
&' , image par p de La Localisation SfU dans A, as-
s0cile a L'ouvert U de X .

De facon précise, avec Les notations antérnieu-
nes et en considénant Le fonctewr :

v

L B 1 1

Pu.cﬁZ +®U
défini parn :

Y'_.*v

PU-JPD*

cette équivalence est caractirnisée par Les foncteurs :
)\':Gél'l—rff' et p':.‘i"-»@{l

deginis par Les nelations :
v
A'=T'T' et ' = Us‘
dans Lesquelles S' est Le foncteur canonique de &'
dans €' et T' Le foncteur canonique de ¢#' dans X',

tel que Le foncteur Localisation L' de La Localisa-
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tion X' , s0it caracténisé pan :
L'=§8"T avec T' S' = 12, .

Puisque l'ouvert U de X est quasi-compact, le théoréme
4-3 et le corollaire 4-4 montrent que 1'anneau A' est le lo-
calisé de 1'anneau A pour la localisation "C?U dans ¢#. Les
conclusions de la partie (b} du lemme 5-3 sont donc applica-

bles, compte tenu de la concordance des notations.

Comme les foncteurs

pozﬁ"'->xu et plszU-rcS"

caractérisent une équivalence entre la catdgorie §€U et la

catégorie X' , le théoréme 6-3 entraine que les foncteurs
" = . v L P t LI T '
A o, A @U I' et u e, % —)BU

caractérisent une &quivalence entrela catégorie 636 et la caté-~
gorie Z°' .
Tout revient 3 démontrer les formules définissant les
foncteurs A' et p' dans 1'énoncé du corollaire 6-4.
La relation {a} du lemme 6-2 entraine la relation :
Al = A= 1 = '
° OITFJ* olTp*l‘

et la relation (3) du lemme 5-3 implique alors

At =TT D' .
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La relation (1') du lemme 5-3 entraine la relation :

_°*Y =-* ]
u WP, =1 PSo, Jisp*s

v
et la définition du foncteur Pﬁ implique alors

l_.vll
u' = PU S

ce qui achéve la démonstration.

6~5. COROLLAIRE : Avec fes données et Les notations du cornol-
Laire 6-4, alons :

(a) Le "foncteur G%—Modu[e quasi-cohérent associé :

pT= j* P o —>05ﬁ

est exact et admet pour adjoint 3 droite Le foncteur

pleinement fidéle :
—_ L '
S)\-Q*I‘.OSU » o

En particulien, ftout @U-—Module quasi-cohérent
G est determing par Le A-module p, T'G = p_ T'(U,G)
de ses sections au-dessus de U et pour qu'un objet
M de of 304t Le A-module des sections au-dessus de U,
d'un @U—Modul’_e quasi-cohénent, 4L faut et LL supfit
que M 804t un objet (ie La sous-catégonie Locale 5€U
de La Localisation §fU dans o, associée a U .

(b) Le foncteur " @,~Modute quasdi-cohénent associé” :

Y
' T' = P' : A > @6

'
U
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est exact et admet pour adjoint i droite fLe fone-
Zeut pleinement fidéle :

S')\‘-‘-I":@{]"ﬂ{'

En particulien, tout @U—Modu!.e cohérent G
est déterminé par Le A'-module T'G = r'(U,G) de
5048 sections au-dessus de U et pour qu'un objet
M' de of' s0it Le A'-module des sections au-des-
sus de U, d'un @U-Module quasi-cohérent, iL
faut et LL suffit que M' 50t un objet de La sous-
catigonic Locale &' de fa Locakisation F' dans

o' , image par o de fo

Les relations (3) et (1) entralnent la relation :
: Y K %4 I 4 Y
wT=3 PST=j PLy=j PL;TP
et la relation (¢') du lemme 6-2, implique alors
LK LR Y
RT=13 3,3 P
et d'aprés la relation (2), il en résulte la relation :
pT =3P

La relation (3) entralne la relation :

SA=STTIj, =Lyl j,

et les relations (b) et (a’) du lemme 6-2, impliquent alors

SA=p, Tydg=re, T3 i,

et d'aprés la relation (2), il en résulte la relation :
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La démonstration du corollaire 6-4 a &tabli la relation :

La relation () du lemme 5-3 entralne alors la relationm :

LI, 8 | -
uT—uooT wTo,

. LMY - . P
La relation p T = j P démontrée ci-dessus et la défini-

. ( » - 13
tion du foncteur Pﬁ impliquent donc la relation :

p' T' = §' .
U

La démonstration du corollaire 6-4 a &tabli la relation :

' =
A pl A

et compte tenu de la relation : Py Py = I , elle est équiva-

&

lente 3@ la relation :

La relation : S] = S P, 8tablie dans la démonstration du

lemme 5-3, entraine alors la relation :

§' A' =

|
wn
O
>
H
(72}
>
L[}
[92]
o
>
-

La relation : '

T' T' du corollaire 6-4 entraine donc

ST !

1 4 ]
S] N T T

et la relation (1) du lemme 5-3 et les relations (a), (b'} et
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(a') du lemme 6-2 impliquent la relation :

4 | - v _ L S
S'A' =8 Tp T =8 TT]j =

La relation (2) entraine alors la relation :

s'A'=T'.

Ces relations étant démontrées, il en résulte facilement

les relations :

(SA) (uT) = ST = Ly et (uT)(SA) = p I _A=px =1

* Ry
ainsi que les relations :
(S'"A")(U'T') = S'T' = L' et (u'T')(S'A") = "I ,A' =p'"A" =
= Iﬁa{] N
Les affirmations complémentaires du corollaire 6-5, résul-
tent alors immédiatement des propriétés générales d'une locali-

sation.

6-6. LEMME : Etant donné un anneau (non nécessairement commuta-
tif) A, s0it A= Mod A La catégorie des A-modules
(@ gauche) .

Etant donnBes deux Localisations @ et s? dans £,

54 2 ot & sont Les sous-catigonies zoca,ee)s de &
dete)cmx.nee,a par S ot % » sodent S et s Les fone-
tewrs canoniques d' uuec,aon de £ damscw? et de &
dans of, et sodent T et T, Les goncteurns canoniques
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de f dans % et de of dans €, tels que Les. 5onc,tewus
Localisations L et L des Koca,wa,twné £ et ﬁC
solent caracténisis pa/L :

L = ST et L =6 T
o} o ©

avee

et T § =1
% RIS

~

Alons, 4 La Localisation ,f% est plus fine
que La Localisation Sg, AL existe des goncteuns

uniques
ol Sﬁo > ¥ et 1 : S > ‘&%
tels que :
S =S¢ et T =1T.
) o

De plus Le 4onctewr pleinement fidéle o esl

adjoint & droite au foncfeur exact T

L'hypothése entrafne que la sous—catégorie localisante €
de é?est une sous-catégorie de la sous—catégorie localisante
%% de H% . Le corollaire 4-4 de [10] montre alors que 13;
est une sous-catégorie pleine de ¥, ce qui assure l'existence
et 1'unicité du foncteur pleinement fid&le o vérifiant So =S
Comme le foncteur exact To s'annule sur %% et par suite sur ¢,
puisque la catégorie £ est équivalente 3 la catégorie quotient

dé/&i » les corollaires 2 et 3 (p. 368 et 369) de [3] montrent
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qu'il existe un foncteur exact unique 1 de ¥ dans &% , Véri-

fiant T =1 T .
0

Le foncteur So étant un adjoint 3 droite au foncteur T, »

il existe un isomorphisme fonctoriel canonique

Homg (T0 S+, ¢) = Hom

(S°’S')-
o
A ot
Puisque le foncteur S est pleinement fideéle, la relation
To S=1TS =11 =1 et la reiation So = So donnent alors

un isomorphisme fonctoriel

Hom (1t + , *) = Hom,_(+,0 +)

2 Fe

ce qui achéve la démonstration.

6-7. LEMME : Etant donné un anneau (non nécessairement commu-
tatif) A , s04it A= Mod A La catégornie des A-modufes
{a gauche).

Etant donnée une Localisation ¥ dans o, carac-
tenisée par un ensemble topologisant et Adempotent
%, so0it

p A > A

£"homomonphisme canonique de A dans £'anneau localisé
A' = AgF de A pour La Localisation &?, 404t A' La
catégonie des A'-modules (& gauche] et s0it F Le 4one-
teurn de Adans f' tel que Le foncteur Localisation

canonique L de ¥ 504t caracténisé pan :
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L%

Pour toute Localisation .Sf dans ¢f, plus fine
que fa Localisation ¥ et canaotemee par un en-
semble topologisant et idempotent &, soit

ci' = D(Sﬁ ) La Localisation dans %' , image pan
p de 2’0 e/t caracténisée parn L'ensemble topologi-
sant et Ldempozent &l o= 0l @0) , image par o de
@0 s alons

(a] L'anneau localisé AC“)? de A' poun 3' coinedlde
avec £'anneau localisé Acg,? de A pour 56 et Les ho-
(o]

momonphismes canoniques

D' . A' > A" = A! e/t pll : A > A" = A

F, %
vinifient La nelation :

(b) Si{ " = Mod A" est La catégorie des A"-modules
(@ gauche) et 84 F_ et F! sont Les foncteuns de 4
dans " et de of' danA eél" tels que Les foncteuns
Localisations L et L! de S(’ et %' sodent carac-

tenises par :
= Al v - ' '
L0 0y Fo et L0 Py Fo
alons :
F =TF' Vo=
o . F et F0 FO Py

o’
I1 est immédiat que la localisation ‘f' = o( Xo) est plus
fine que la localisation %' = p(SE) dans c)!' , image par p de
. Le lemme 6-6 est donc applicable et avec des notations évi-

dentes déduites de celles du lemme 6-6, il existe des foncteurs
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a
aS
+
tay
o
cr
-
&
+
8

De plus, le foncteur pleinement fidéle ¢' est adjoint a

droite au foncteur exact t' .

Avec les notations du lemme 5-3 et de sa démonstrationm,

le foncteur F introduit dans le lemme 6-7 est caractérisé par :

= ='
FS]T SplT.

Le foncteur To de of dans éfa défini par :

T =T'F
o o

vérifie donc :

[}
()

et comme T'S' 1 s il en résulte la relation :

Compte tenu du lemme 6-6, cette relation montre que le
foncteur T, est exact et admet pour adjoint 3 droite, le fonc-

teur pleinement fidéle S0 de Sfé dans s#défini par :

o~

Soient Qa,et Egé les sous—catégories localisantes de &

- 0
et de ﬁf; .
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Pour tout objet M de @g, la condition TOM = 0 signifie

que FM = S' CH TM est un objet de @%; , c'est-3a~-dire que

t
p‘S O]

cette condition signifie que STM est un objet de %% . Comme
~nS

la localisation ,CEO est plus fine que la localisation Sg, il

T est un objet de fgo et d'aprés lo lemme 5-3

est facile de vérifier que pour que STM soit un objet de Cgo

il faut et il suffit que M soit un objet de ¥ .

Ainsi, la sous-catégorie localisante <€o est le noyau du

foncteur To .

La proposition 5 (p. 374) de [3] montre alors que le
foncteur To induit une &quivalence entre la catégorie quotient

d/‘eo et la catégorie 2& . De plus, le foncteur localisation

Lo vérifie :

Il en résulte en particulier que 1'anneau localisé Ag
de A pour 2 est 1'opposé de 1'anneau des endomorphismes
de 1'objet T, A= T(') FA . Comme FA = A' , 1'anneau localisé

A'g, de A' pour 2(’) est 1'opposé de 1'anneau des endomorphismes
de 1'objet Té A' et par suite :

A_ =A"=A"_, .
Fo %o

Il est alors immédiat que les homomorphismes canoniques
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p' et p" vérifient :

~ -~

En introduisant la localisation Z(')' = p'(SC(')) dans &#" ,
image par p' de Sfc') , avec des notations évidentes analogues
i celles du lemme 5-3, les résultats précédents montrent que

le foncteur F(‘) de A' dans " est caractérisé par :
T — Qi 4t mt
Fo S pl To N

et que le foncteur F de o dans of" est caractérisé par :

= an '
F0 S p1 To .

La relation : To = T(') F entraine alors la relation :

La relation : T(‘) = 1' T' et le lemme 5-3 entralnent la

relation :

[ B 'S R |
To T T TplTp*

et la relation T T p1 T entralne alors la relation :

I1 en résulte la relatiomn :
A =
Fo Fo Pu

ce qui achéve la démonstration.
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6-8. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, @X) , asdocdlé
a un anneau commutatif A , pour fout ouvert quasi-
compact U de X , en posant A' = T'(U, @X) d04t :

p: A->A
L' homomonphisme canonique d'anneaux déterming par

La restriction & L'ouvert U de X et s4 (X', @)
est Le schéma affine, associ a £'anneau A' , s0it

F: X" »>X
L' application continue caracténisée par L'homomor-
phisme p .

En posant U' =97 (U) , soient (U, O et
(U',@I'J.) Les préschémas L{ndudits sun U et U' pan
Les Achimas affines (X, @X) et (X', @)'(,) . Alons :
(a) L'ouvent U' =°F_1(U) de X' est un ouvert quasi-

compact, partout dense dans X' et £'homomonphisme
canonique d'anneaux

p' t A' = I"(X',@)'(.) > I"(U',@)'(.)
déterming par La nestriction a L'ouvert U' de X'
est un isomorphisme.

(b) L'applLication continue P: X' + X induit un
homéomorphisme w de £'ouvent U' de X' sur £'ouvernt
U de X, el que :

CQU = w*(@‘}.)
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Autrement dit, w caracténise un isomorphisme

de préschémas :

W (U"@{]') - (U, @U) .

Soit c#= Mod A la catégorie des A-modules et soit
&' = Mod A' la catégorie des A'-modules. Soit g=§€U la lo-

calisation dans &, associée i l'ouvert quasi-compact U de X

et caractérisée par 1l'ensemble topologisant et idempotent

F-9, .

D'aprés le théoréme 4-3 et le corollaire 4-4, 1'anneau
A' = T'(U, @x) est le localisé A‘(F de 1'anneau A pour la loca-
lisation & et 1'homomorphisme canonique p coincide avec 1'ho-
momorphisme wg . Le théoréme 5-9 montre donc que l'application
continue : X' » X induit un homéomorphisme w de 1'ouvert

u' =<?’] (U) de X' sur 1l'ouvert U de X .

Pour tout ouvert UO de U , c'est-i~dire pour tout ouvert
Uo de X tel que UocU , en posant U‘; = w—l(Uo) =(P—1(Uo) , soit
“(?o =YU la localisation dans o# associée a 1'ouvert U0 de X et

caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent 6?0 =%;U

(o]

~ ~S
et soit 5(’,(') = c(fU, la localisation dans ¢#' associée 3 1'ouvert

O, . - . .
Uc" de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempo-

tent @(’) = ‘3U . D'aprés le lemme 5-8, la localisation EE’:; dans

1
o ~
&' est 1'image par p de la localisation f;Co dans #.
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[ad

Puisque la localisation 8% est plus fine que la localisa-

b

tion £, le lemme 6-7 entraine la relation :
= @
F oM FO(FM)
pour tout objet M de ob.
Si 1'ouvert U0 est quasi-compact (par exemple si U, est

un ouvert affine spécial) le théordme 4-3 et le corollaire 4-4

donnent les relations :

r(u_,¥) =F_ M
et

F'(Ué,F?(J) = F!(FM)
qui entrainent donc :

~ ~
Y(UO,M) = I"(U(‘),FM)
Si j* et j'* sont les foncteurs images réciproques déter-

minés par les morphismes de préschémas j et j' associés aux in-

jections canoniques de U dans X et de U' dans X' , il en résul-

te les relations :
I v R e R
F(UO,J M) T (UO,J FM)

pour tout ouvert quasi-compact Uo de U

D'aprés la définition du foncteur image directe v, » la

. -1 -
relation Ué = w (Uo) entraine

I(Ug,w, 3" B = r'@!,i'™" )
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et 1] en résulte donc les relations
e - ¥ o
F(UO:J M) = P(UO,W* ] M)
valables pour tout ouvert quasi-compact Uo de U .

~/

. ¥ . - .
Puisque j M et LN FM sont des faisceaux sur U et
que tout ouvert de U admet un recouvrement par des ouverts

quasi-compacts, les relations
e v A
I"(UO,J M) = F(Uo’w-* J FM)

restent valables pour tout ouvert Uo de U , ce qui entralne

la relation :

(1 i M=w j'"FM.

En particulier, puisque FA = A' , cette relation entralne

R Y L v
j A=w*J' Al

c'est-a-dire la relation :

(2) @U = w*( @I'I‘)

I1 en résulte que l'homéomorphisme w de U' sur U et le
morphisme identique de @U sur w*( @['J,) caractérisent bien

un isomorphisme de préschémas:
W (Uu', @I'J') - (U, @U)
ce qui achdve la démonstration de la partie (b).

Avec les notations du lemme 6-7, pour tout ouvert quasi-

compact Uo de U , 1'homomorphisme canonique :
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pv . Al > A" - A'

¥o
est 1'homomorphisme canonique, de 1'anneau :
A' = T(U, @k) =T'X', @i,)
dans 1'anneau :

U ,®.) =A_ =A"=A'_, =T"'(U', @,
Uy O = A 5 = 1 %0

déterminé par la restriction a4 1'ouvert U' de X'

En particulier, si U, =0, ce qui entraine Ué =y', il

en résulte que l'homomorphisme canonique
p' i A' = T'(X', @p,) > T'(U", OF)

est un isomorphisme.

I1 convient de remarquer que ce résultat exprime que

1'anneau A' coincide avec 1'anneau localisé A'r, de A' pour

~s

la localisation @' = ih, dans €' , associée a 1l'ouvert U'

de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempo-
tent ' =‘J7U,

I1 en résulte en particulier la relation :

(3) % A' =0 .

Puisque w est un hom@omorphisme et que U est un ouvert

quasi-compact de X , l'ouvert U' de X' est également quasi-

d'éléments

compact. Il existe donc une famille finie (gi)j e ]
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de A' , telle que :

vt = L D(g}) -
jeld

Soit f' un élément de A' tel que l'ouvert affine spécial
D(f') de X' vérifie :

D(f')NU' = ¢ .

Pour tout je€J , il en résulte :
D(f' 83) = D(f')f\D(gj) =0
et par suite, il existe des entiers nJ. tels que :

' vnj=
(f gj) 0.

Si n est un majorant des entiers nj pour j €J , en posant :
[ IS § o |
J gJ
a

fortiori :

£1= £ et f
pour tout j€J , ce qui entraine
f' f' =0
o 3]
pour tout j€J , les relations
D(g!) = D(f!
(gJ) ( J)
pour tout j€J , entrafnent :
u' = LJ D(EY)
jeJ J
et de plus .

D(f') = D(fc'>) .
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Les relations fé fj = 0 pour tout ] €J' montrent que

1'annulateur de fé contient 1'idéal

' '= 2 A f!
jed J
de A' qul appartient 3 1'ensemble topologisant et idempotent
%' =% . Il en résulte la relation :
£! Eﬁ' A
)

et la relation (3) entraine :
f'' =0
(o]

ce qui donne : D(f') = D(fé) =@ .

Ainsi tout ouvert affine spécial de X' disjoint de U’
est vide. Il en résulte que U' est partout dense dans X' , ce

qui achéve la démonstration de la partie (a).

6-9. COROLLAIRE : Avec Les données et fLes notations du théoneme
6-8, 404t ¢ Le morphisme du schéma afpine (X' ,@)'(,)
dans Le schéma agfine (X, @X) détenminé parn £'homo-
morphisme o et s0it F Le foncteun de of dans &' tel
que Le foncteur Localisation L de La Localisation
§=§Z’;} dans &, associée & £'ouvent U de X,s04%

caraciterisé par : L = Py F

Si 3% et ;'™ sont Les foncteuns images récipro-
ques détermings par Les morphismes de préschémas j
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et j' asso0cids aux infjections canoniques de U dans
X et de U' dans X' , alons

(a) Tout objet M de A virnifie :

'*ﬁ- .,*Ff‘&
J -W*J

(b) Tout objet M' de A' vénifie :
. ~ -1 . o
J'* MY =W ]* o, M .

Compte tenu de la relation :

@U =w( @l'J')

la partie (a) est une conséquence immédiate de la relation (1)

établie dans la démonstration du théoréme 6-8.

Comme dans la démonstration du théoréme 6-8, le lemme 6-7

entraine la relation :
LRV 3 B v
FO M Fo(o* M")
pour tout objet M' de &' , ce qui implique la relation :
~ ./
1 1 ! = '
Pl MY = T e MY

pour tout ouvert quasi-compact U; de U' . Un raisonnement ana-

logue 3 celui de la démonstration du théoréme 6-8, conduit i

la relation :

R Y -] % NS
Jl M'=W*]J o) Ml

La partie (b) est alors une conséquence immédiate de la
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relation :

qui résulte de la proposition (1-6-3) de [7]

7 - OUVERTS AFFINES DES SCHEMAS AFFINES.

. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, G&) , ardoclé

a un anneau commutatif A , 504% & = Mod A La caté-
gonde des A-modules.

Poun tout ouvert quasi-compact U de X , s04f
(U, &;) Le préschéma Anduit sun U par Le schéma
aggine (X, @X) , d04it GB'U La catégorndie des @b—Mo—
dufes quasdi-cohénents et en posant A' = r(u,@%) =
['(U, @) s0it k' = Mod A' La catigonie des A'-mo-
dules.

Alons, AL y a équivalence des conditions sui-
vantes :

(a) L'ouvert U de X est un ouvert affine.

(b) Le foncteur section T'' de 636 dans ' déten-

mine une équivalence.
(b') Le foncteur T' de Gbﬁ dans A' est exact.

(¢) Lla Localisation 5?5 dans o, associde a L'ou-
vert U de X , est exacte.
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{e') La Localisation 5?5 dans £, associée @ £'ou-
verrt U de X , est plate.

(d) Toute famille ginie (fj)j €] d'éfements de A ,
telle que :
U= LJ D(f))
jes 3
vénifie La condition :
(do) 12 exdiste une famille (gj)je 3 de sections
gje r(u, @X) , telle que :
> g (£.]U) =1]U .
jes 1)
(d') 12 existe au moins une famille finie (fj)j c
d'éliments de A , telle que :
U = (UJ D(f.)
jed
et viniglant La condition (do).

J

[e) Tout Ldéal de type fini QA de A admettant un
systeme §ind de génirateurns (fj)je ;& ted que
U =D(Q) , virigie La condition :

(e,) S< u i A~ A est 'homomonphisme canonique
de A dans £'anneau quotient A de A parn L'idéal 1
constitué par Les eléments de A , annulis par une
puissance de Qu, AL existe un entier n et une 4a-
mille (hj)j €1 de. A-homomorphisme b de o dans

A, » felle que :
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> h.(x) u(f.) = u(x)

jed J ]
pour tout x ea® .
(e') T2 existe au moins un Lidéal de type fini Q de
A, admettant un systeme fini de géndrateurs (fj)jeJ
et tel que U = D(Q) , vérifiant La condition (eo).

~

Soit &= % la localisation dans <& associée 3 1'ouvert U
de X et caractérisée par 1'ensemble topologisant et idempotent
§F=Eﬁj. Puisque l'ouvert U de X est quasi-compact, le théoréme
4=3 et le corollaire 4-4 montrent que 1l'anneau A' est 1l'anneau
localisé‘&s de A pour la localisation g?. Il en résulte que
1'anneau A' est caractérisé par :

- g A
A Ag; 1% Hom(1I, é_‘A)
et 1'homomorphisme de restriction p de A dans A' coincide avec
1 'homomorphisme wz .

Tout d'abord, pour qu'une famille finie (fj)je 3 d'élé-

ments de A vérifie

U=\ D(£.)
jed ]

il faut et il suffit que (fj)j soit un systéme fini de géné-

€eJ
rateurs d'un idéal de type fini Q.de A, tel que U = D(Q) .

D'autre part, pour tout idéal de type fini Q. de A

vérifiant cette condition, 1'ensemble ¥ admet pour systdme co-
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final les puissances de Q et par suite 1'idéal L5 introduit

dans la condition (eo) coincide avec 1'idéal WA , ce qui

A
peut &tre caractérisé par :

entraine A = Aéﬁ . I1 en résulte alors que 1l'anneau A'

A' = Az = lin Hom(Q" , A) -
neIN

Compté tenu de la caractérisation classique de la struc-
ture multiplicative de 1'anneau A‘F , ces remarques entrainent

immédiatement 1'équivalence des conditions (do) et (eo) .

I1 en résulte immédiatement que les conditions (d} et (e)
sont équivalentes et que de méme les conditions (d') et (e')

sont équivalentes.

Le théoréme (1-4-1) de [7] montre que la condition {a) en—

traine la condition {b).

I1 est &vident que la condition (b) entraine la condition

(b').

Les relations (a) et (¢) du lemme 6-2 entrainent la rela-

tion

- . ¥ v
D'aprés le corollaire 6-5, le foncteur j P est exact et comme
le foncteur P, €St exact, si le foncteur I'' est exact, le fonec-
~

teur localisation Ly de la localisation %=§fU dans ¢f est exact.

Ainsi, la condition (b') entraine la condition (c].
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Puisque 1'ouvert U de X est quasi-compact, la proposi-
tion 2-9 montre que la localisation §= % dans ¢f est de type
fini. La proposition 3-5 et le théoréme 3-6 de [H] montrent

donc que la condition (¢} entraine la condition {c'].

Soit %' = o(¥) la localisation dans &' , image par o
de la localisation & et caractérisde par 1'ensemble topologi-

sant et idempotent %' = p(%%) image par p de l'ensemble % .

D'aprés le théoréme 3-6 de [l 1], pour que la localisation
5@=é?{l dans £ soit plate, il faut et il suffit que l'ensemble
Gt vérifie

= {a")

En particulier, lorsque la localisation §= gU dans &
est plate, pour tout idéal Q. de A tel que €¥F, le lemme
5-2 entralne que 1'idéal A'p((Q ) de A' est un élément de ©'
et par suite :

A" o(Q) = A" .

Toute famille finie (fj)jeJ d'éléments de A , telle que
U = W_J D(f.)
jed ]
est un systéme fini de générateurs d'un idéal de type fini (L

de A vérifiant : U = D(Q) et par suite : Q. € Y.

Ce qui précéde montre donc que la condition (c¢') entrafne

S a p(£) = A"

jedJ
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de X' sur l'ouvert U de X , qui caractérise un isomorphisme
de préschémas
W X', )'(l) » (U, ®U) .

La condition (d') entraine donc que le préschéma (U, @b) R

induit sur l'ouvert U par le schéma affine (X,(?X) , est iso-
morphe au schéma affine (X',(?i.) , c'est-d-dire que 1'ouvert

U de X est un ouvert affine.

Ainsi, la condition (d') entraine la condition (a), ce qui

achéve la démonstration.

7-2 - Notations - Etant donné un schéma affine (X,éaa , asso-
cié 3 un anneau commutatif A , pour tout ouvert U de X , en po-
sant : A' = I'(U, @X) » le foncteur section I'(U,+) de la catégo-
rie des @X-Modules (non nécessairement quasi-cohérents) dans

la catégorie ¢§' = Mod A' des A'-modules, est exact 3 gauche.

Pour tout entier p2o , soit HP(U,-) , le piéme foncteur
dérivé du foncteur I'(U,-) . Ces foncteurs HP(U,-) caractérisent
un foncteur cohomologique univensel [6] , noté H*(U,-) , de la
catégorie des @, ,Modules dans la catégorie cf' des A'-modules,

X
d'aprés une remarque analogue 3 la remarque (0-12-1-2) de [B].

”~ . » Y ig
De meéme, pour tout entier pz0 , soit HP(U,-) le pleme fonc~
teur associé au foncteur T'(U,+) par la méthode de Eech. (Voir par

exemple [5] ou [9] ).
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Puisque 1l'anneau A' est commutatif, pour tout entier n ,
la considération de la puissance nléme des deux membres de la
relation précédente, montre que 1'élément unité 1' de A' peut
s'écrire sous la forme d'une combinaison linéaire, 3 coeffi-
cients dans A' , d'éléments de A' qui sont les images par p
d'éléments de 1'idéal (" . Autrement dit, il en résulte la
relation :

A" p(@h = A
qui montre que A' est le seul idéal Q' de A' vérifiant

a®c o tcan

Comme la condition U = D(Q) entraine que l'ensemble to-
pologisant et idempotent W= q%,admet pour systéme cofinal les
puissances de 1'idéal Q., le lemme 5-2 montre que l'ensemble
topologisant et idempotent ' = p(%) , image par p de l'en-
semble @, vérifie :

o' = (A"}

Soit (X', @i,) le schéma affine associé 4 l'anneau A' et
soit P: X' + X 1l'application continue déterminée par 1'homo-

morphisme d'anneaux p : A > A' . Le lemme 5-8 entraine que la

localisation &' = p(S?) dans ¢£' est la localisation ‘9%,
&' , associde 3 l'ouvert U' =<P—I(U) de X' . La relation

dans

%' = {A'} entraine donc U' = X' et le théoréme 6-8 montre que

1'application continue ¢ : X' > X induit un homéomorphisme w
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de X' sur l'ouvert U de X , qui caractérise un isomorphisme
de préschémas

W (X'3(9}'(v) + (U, @U) .

]

La condition (d') entraine donc que le préschéma (U, @U)
induit sur 1'ouvert U par le schéma affine (X, @x) , est iso-
morphe au schéma affine (X', @)'(,) , c'est—d-dire que 1l'ouvert

U de X est un ouvert affine.

Ainsi, la condition (d') entraine la condition (a), ce qui

achéve la démonstration.

7~2 - Notations - Etant donné un schéma affine (X, @X) , asso-
cié 3 un anneau commutatif A , pour tout ouvert U de X , en po-
sant : A' = T(U, @x) , le foncteur section T'(U,+) de la catégo-
rie des @X-Modules (non nécessairement quasi-cohérents) dans

la catégorie ¢§' = Mod A' des A'-modules, est exact i gauche.

Pour tout entier p2c , soit Hp(U,-) s le piéme foncteur
dérivé du foncteur T(U,+) . Ces foncteurs HP(U,-) caractérisent
un goncteur cohomologique univensel [6] , noté H*(U,-) , de la
catégorie des @X—Modules dans la catégorie c¢f' des A'-modules,
d'aprés une remarque analogue 3 la remarque (0-12-1-2) de [8] .

De méme, pour tout entier pz0 , soit ﬁp(U,-) le piéme fone-
teur associé au foncteur I'(U,+) par la méthode de Eech. (Voir par
exemple [5] ou 9] ».
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7-3. LEMME : Etant donné un schéma affine (X, @&) , assocdd
d un anneau commutatif A , pour Lout ouvert affine
U de X, tout <2X—Modu£e quasi-cohérent M , vérnigie :
HP(u,M) = o

pour tout p>o .

Tout d'abord, il est immédiat que tout ouvert affine U de

X est quasi-compact.

Soit W un recouvrement ouvert de 1'ouvert quasi-compact
U de X , par des ouverts Uj = D(fj) , caractérisés par une
, d'éléments de A , vérifiant

U = \J D(£f.)
jesg

famille finie (fj)jeJ

Le théoréme 7-1 entralnme qu'il existe une famille (gj)j

de sections gje r(u, ck) , telle que :

> g, (f.|luv)y = 1]Uu .
feg 13

eJ

s

Pour tout ék—Module quasi-cohérent M , la restriction
ﬁlU de M 3 1'ouvert U est un (@klU)—Module quasi-cohérent et

le corollaire (1-2-4) de [8] entralne alors :
WP (W, ¥ =0

pour tout p>o .

Comme les recouvrements ouverts de U , de la forme U,
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sont arbitrairement fins , par passage "a la limite inductive",

il en résulte alors :
Vp ~
BH(@U,M) =0

pour tout p>o , ce qui achéve la démonstration.
7-4. COROLLAIRE : Etant donné€ un schéma affine (X, @X) , As40-
c{¢ a4 un anneau commutatif A , pour tout ouvert U de

X , avec Les notations précédentes, L y a équivalen-
ce des conditions sulvantes :

(a) L'ouvert U de X est un ouvert affine.

(b) L'ouvert U de X est quasi-compact et tout
C&—Modw&e quasi~cohirent M , VERLfLe

#P(U,M) = o0
pour tout p>o .

Naturellement, tout ouvert affine de X est quasi-compact.

Soit V' 1'ensemble des ouverts affines de X . La proposi-
tion (5-5-6) de [7] montre que U'€ VUV et U"EV impliquent :
U'NU" € V. Il est dvident que W contient des ouverts arbi-
irairement petits. Enfin, pour tout @X-Module quasi-cohérent
M, le lemme 7-3 entrailne :

1w, M = o

pour tout q3>l et tout U'e VU .
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Ainsi, pour tout é&-Module quasi-cohérent M , la fa-
mille V~, qui constitue naturellement un recouvrement ouvert
de X , posséde les propriétés a), b) et c) de 1'énoncé du
théoréme 5-9-2 de [5]. La démonstration de ce théoréme 5-9-2
de [5] établit, par récurrence sur n , que les homomorphismes
canoniques :

Yo, ., n, , o~
H(U',M) - H (U',M)

sont bijectifs pour tout U'€ V.

Compte tenu de ce résultat, le lemme 7-3, entralne :
HP(u' M) =0

pour tout p>o et tout U'€e U .

Ainsi, la condition (a) entralne la condition (b).

Avec les notations 6-1, pour tout ouvert quasi-compact

U de X, le foncteur T défini sur la catégorie 0d des @%j

U 3
Modules quasi-cohé&rents, est la restriction du foncteur section
r(Uu,-) défini sur la catégorie des @k—Modules. I1 en résulte
immédiatement que la condition (b) entraine que le foncteur

T e .
U st exact

Les relations (¢), (a) et {(a') du lemme 6-2 entralnent

la relation :
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v
et comme les foncteurs Py ot P sont toujours exacts, il en

résulte alors que le foncteur 1oca11satlon LU est exact,
c'est-d-dire que la localisation o‘f dans e# , associée 2
1'ouvert quasi-compact U de X , est exacte. Le théordme 7-I

entraine alors que l'ouvert U de X est un ouvert affine.
q

Ainsi, la condition (b) entraine la conditiom (a}, ce

qui achéve la démonstration.

7-5. Remarque - Le corollaire 7-4 constitue une généralisa-
tion du théordme (1-3-1) de [8].
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[3]

[4]

(6]

[7]

(8]

Localisations et schémas affines

. BOURBAKI

. CHEVALLEY

. GABRIEL

. GIRAUD

. GODEMENT

» GROTHENDIECK

. GROTHENDIECK

. GROTHENDIECK
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