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DEMI-GROUPES AVEC BASE ET DEMI-GROUPES ATOMIQUES. 

Alain BOUVIER 

Ce travail est une ttudt compaÀjOubivz de différentes notions 

de demi-groupes avec bases, d'une part entre elles d'autre part 

avec la notion de demi-groupes atomiques que nous avons intro­

duits dans [ 3 ] . 

Dans la première partie, nous comparons entre eux les 

travaux de .Tamura, Kasahara, Aubert, Knight et Storey. Nous mon­

trons l'identité des demi-groupes avec base au sens de Tamura 

et au sens de Aubert (nous les appelons TA-demi-groupes) ainsi 

que l'identité des demi-groupes avec base au sens de Knight 

et Storey et au sens de Kasahara (nous les appelons KSK-demi-

groupes)• 

Nous introduisons la notion de demi-groupes à longueur ma­

ximum de factorisation (demi-groupes vérifiant la condition (*) 

de Kasahara) et les demi-groupes équidivisibles présentés par 

Knight et Storey comme généralisation des demi-groupes libres. 

Nous montrons que tout demi-groupe libre est équidivisible et 
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à longueur maximum de factorisation, que ces derniers sont des 

KSK-demi-groupes et que les KSK-demi-groupes sont des TA-demi-

groupes. Nous donnons des exemples montrant que les réciproques 

sont inexactes et des conditions suffisantes pour que certains 

des demi-groupes présentés soient des demi-groupes libres. 

Dans la seconde partie, nous commençons par étudier les 

demi-groupe^ atomiques à gauche, et à préciser leurs liens avec 

les TA-demi-groupes à gauche. Nous appelons demi-gKowpz oJtomJL-

quz tout demi-groupe atomique à gauche et à droite. Nous dé­

montrons que le demi-groupe simple de BRUCK $XD) est atomique 

si et seulement si D est un groupe, ce qui prouve, en particu­

lier, l'atomicité du demi-groupe bicyclique. 

Nous examinons ensuite les demi-groupes atomiques forts. 

Nous montrons que tout demi-gç©upe de type (R) fini est soit un 

groupe soit un demi-groupe atomique fort avec zéro, puisque 

tout KSK-demi-groupe est atomique fort, nous donnons des condi— 

tions suffisantes pour que les notions des KSK-demi-groupes, de 

TA-demi-groupes, de demi-groupes atomiques à gauche, de demi-

groupes atomiques et de demi-groupes atomiques forts soient équi­

valentes. 

PREMIERE PARTIE ; Demi-groupes avec bases 

§1 - Qmi-QtiouLpzA JLibtieA - Verni-groupes eguldiv^lble^ 

Soit X un ensemble non vide ; on appelle demi-groupe. JtL-

but 6UA l'e.n6emblz X tout couple (D, d), où D est un demi-groupe 

et d : X—*D une application, tel que si (D1, d 1) est un couple 
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formé d'un demi-groupe Df et d'une application d' : X *D', il 

existe un unique homomorphisme de demi-groupes f : D > D 1 tel 

que d' = f̂ d. Par abus de language, on dit que D est un demi-

groupe libre sur X. Le demi-groupe libre sur un ensemble X est 

unique à un isomorphisme près. 

On noteï l'ensemble des suites finies d'éléments de X. 

C'est un demi-groupe sur X pour la loi définie par juxtaposition : 

(x , x , ...» x)(y , y , y ) = (x.. y • • • »x ,y ,... ,y ) 
1 l n l z p l n i p 

On identifie X à une partie de ̂  au moyen de l'injection : 
A. 

d x : xi—» (x) . On dit qu'un demi-groupe D est un deml-gKOupo. 

libut s'il existe un ensemble X tel que D soit isomorphe à 9*x-

Les éléments d'un demi-groupe libre sont appelés des mô tô. 

(1-1) Lemme : Un domi-Qtiowpz D ut ILbxz ¿1 oX ^zutmznt V i l 

contiejnt un comploxz B tzl quz : 
- B engendre D(on ZCAAJ: <B> - D) 

- SI l u a. <U lu b. àont du é£êmen£6 de B 
i 3 

aloA6 a-a^...a = b.b0...b mOicunz n=p dt 
1 2 n 1 2 p 

¿1 l<i<xx a. - b. 
î î 

Vzmorui/iatlon 

- Si D il suffit de prendre B « X. 

- Soit B un complexe de D vérifiant les deux conditions de 

l'énoncé, et soit i : B > D l'injection canonique. i 

Par définition du demi-groupe libre sur B, Br^^^ f 

il existe un unique homomorphisme de demi- ^ ^ s . 

groupes f >D tel que f d - i. B B 
D O D 

Puisque f est un homomorphisme de demi-groupes : 
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f((b_, .... b ))-f((b.)...(b)) - f d (b )...f d (b )-b ...b . 
1 II 1 tl O J 5 1 O 15 n 1 n 

Comme B engendre D, f est surjective. f est injective, car 

f((b,, ..., b )) = f((c_, ...» c )) entraine b. .. .b =c....c 
1 n l p i n l p 

d'où n = p et si l̂ î n b^ = ĉ . 

Soit D un demi-groupe. On note ÏÏ l'homomorphisme surjec— 

tif de sur D défini par ÏÏ : (a-, . a )\ > a....a . Il 
D 1 n 1 n 

vérifie ^dj^ - 1^. Lorsque TT(W) = d, on dit que le mot w est 

une icLctosuAation de d. Si w = (a^ a^) n = l(w)e(N* est 

appelé tonQULQjjJi dix mot w. 1 : ̂  >N*(+) est un homomorphisme 

de demi-groupes. 

VtfanÂtion : On dit que le mot w 1 = (b^, .. . > b

m )
c ^ D M-fifrLm. 

le mot w = (a_, ..., a ) £ S? (on écrit w f £ w) sf il existé des 
1 n D 

entiers naturels i_, i., i tels que i =0<i<i„ ...<i <m»i. 
U 1 n 0 1 2 n—1 n 

et tels que 

a r b l b 2 ' " b i 1

 ; a2 = b i 1 + l
b i 1 + 2 " -

b i 2

 ; 

an = bi 1 + l
b i .+2---V n-1 n-1 

On remarque que : 

(+) w'^w entraîne ÏÏ(WT) = ÏÏ(W) et l(wf)^l(w). 

(l-»2)Lemme 

La KdHatloYi * un oïdAz paAtioJL compatible. 4a* c$^. 

VimorUiAOtion : Cette relation est reflexive et transitive. Elle 

est antisymétique car si w f = (b_, b ) raffine w=(a-,.. % % a y 
1 m 1 * 

avec les notations introduites plus haut, compte tenu de (+) , on 
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a il - p, d'où i = 1, i 2 = 2, ..., ce qui entraine 

a- - b , ..., a = b . 

I l n n 

- Cet ordre n'est pas nécessairement total : dans 

^ ^ T / \) w = (2, 3) et w f = (1 ; 4) sont incomparables puisque 

*r(w) ̂  7r(wf). 

- Il est compatible ; vérifions le à gauche. Si 

w f - (b-, b ) raffine w = (a,» ..., a ), si wl,a(c1,...>c ), 

l m l n i p 

avec les notations introduites plus haut : 

c=c ; •.. ;c -c ; a=b-b0...b. a =b. b. ^•••^^ 
1 1 P P 1 1 2 i. n i +1 i -+2 m 

1 n-1 n-1 
Ce qui montre que le mot w'V' raffine le mot w"w. 
Remarque : On verrait de la même façon que si (a ,...,aQ) raf­
fine (b-,,...,b ), alors (a., ...,a ,x) raffine (bn,...,b x).(++)• 

1 P i n 1 p 

NotatlorU. Si le demi-groupe D possède un élément neutre bilatère, 

on le note e D. Dans ce cas, U ¿(D), -respectivement Ug(D)-désigne 

l'ensemble des éléments de D inversibles à droite, -respective­

ment à gauche- Sinon, on pose : U, = U = 0. 
d g 

Si w e ^ , on note u(w) le nombre de lettres de w apparte­

nants à U^. L'application u : SF^ »N(+) est un homomorphisme 

de demi-groupes. On pose a(w) =l(w) - u(w) . 

[1-5] Lgjwme 

a) - L1 application a :(#£--*IN(+) ut un komomoKpinUm^ de 

dml-QKoupoÁ. 
b) - Se w' lafâlnz w aloK6 a(v')^a(w). 

VêmoviAtSiatLon. a) -a, différence de deux homomorphisme s à valeurs 

dans un demi-groupe commutatif est un homomorphisme de demi-groupe. 
27 
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b) - Si w 1 = (b,, .... b ) raffine w = (a-, ..., a ), il existe 
1* m 1 n 

des entiers naturels i • l<in<...<i = m, tels que si l̂ ĵ n 
o i n 

alors : 

a. = b. .- b. 0 ••• b• i i. +1 i. +2 i. 
J j-i j-i 3 

Comme U, est stable, si a./^U,, l'un au moins des termes de sa 
d j a 

factorisation n'appartient pas à U^. Dans ce cas, on a donc : 

a(a.) = 1 et a((b. + J , b̂ ^ + 2 , b̂ ^ ))>1 
J j-1 j-1 j 

à droite, si â  appartient à v^t. 

soit : a((b. -, b. ))^a(a.) 

Si a. e u , , alors a(a.) = o ; 
J d J 

Dans ce cas, on a encore a((b. b. ))>, a (a.). Comme a 

est homomorphisme, finalement : a(w')^ a(w). 

Notations. 5L> et ©£ désignent les équivalences de Green (5), défi­

nies sur D par aSLb<==>aD'L = bD 1 et a<feb<=^>D1a • D^b. est 

l'équivalence associée au préordre défini sur D par 
1 1 

aD|b<=^bD ç aD , appelé relation de divisibilité à gauche (2). 

On note S^ le groupe symétrique de {1, 2, ..., n} . 

VeûivUXlon. : On dit que deux motb w - (a^, a^) et 
1 

w 1 = (b^ b^) de &ottit jUomoKpkoÀ à gaacfie [on ZQJuJt 

w ̂  w') -6>c : 
- n » l(w) = p = l(w') et TT(W) = TT(W'). 
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- II existe g€ tel que pour tout i si l^i<n alors a^ S b ^ . 

La relation fV f est une congruence sur <3?>

TN. U, est vide ou 

est une classe modulo ot ; done a.€.U,<=>b . £U, : 

i d ri d 

(1-4) Lemmz : Si w et w' ¿ont deux mot¿> Í6omoiphe¿> a gauche., 

aJLoK¿> : 
u(w) = u(w') eta(w) * a(w f). 

Vcjinition : Solent a, b, c,d quat/tc clement* d' un demi-QKotxpz D . 

On (Lit que s^p 1 e¿t solution dc V equation ab=cd 6i as=c et 

sd = b oa U a = cs et sb = d. 

Lorsque w est un raffinement connu á w 1 et w", on écrit : 

w € w ?
 A w". 

(1-5) lemma (7):Panó an demi-QKoupe D , le¿> deux OA¿eAtion¿ ¿a¿-

vante¿ ¿ont equivalente* : 

a ) - Veux iactoKt^ation* de. tout element dc D 

po**cdent an Aafáinement comnun. 

b) - Tóate é<jaa£ton ab = cd po¿*cdc one ¿o£a£con 

cíanó D 1. 

Vcjivútion : On appe££e dem¿-g;ioape íquidiviÁiblc (7) í o a t deint-

QKoupz qui VCAÁ^ÍC le* a*¿eAtion* equivalente* du lemma 1-5 

On remarque que si D est équidivisible, il en est de meme de D̂ " 

et D ° . 

(1-6) ThcoKcmc : (Knight et Stotiey) 

Tout demi-gioupe llbKc e*t ¿qu¿dLivi*ible 

Vemon*t/iation : 

Soit wv • w!v' une equation dans avec w = (x., • x )> 
X X n 
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v = (y., ..., y ), w f = (z-, . z ) et v 1 = (t , ..., t ). On 
I m l p i q 

a donc : 

(x-» •••> x , y-, •••> y ) = ( Z . , • • •, z > t., • ••> t ). 

l n i m i p i q' 

n + m = p+q, les lettres correspondantes des deux mots sont deux 

à deux égales. 

+ si n = p alors m = q et 1 est solution. 
A 

+ si n<p alors (z .,>•••, z ) est solution. r n+1 p 
+ si n>p alors (x -, ...,x ) est solution. 

p+1 n 

La réciproque de ce théorème est inexacte. 

§2-Vemi-gioupu de Knigkt-StoAzy-KtuakaACL. 

[1- I) Lwm<L : SI B ut un complzxz d'un dmi-gioupt D, ¿1 

<B> = D, lu cLàAextionA Auivantu 6ont èquiva-

IdYltU : 

(а) - B = D-D 2 

(б) - B D-D2 

(c) - n>l znt/iaZnz B N n B = 0 
VmoMt/icution : 
Il est clair que (a)=4 (b) (c) montrons (c)«^(a). D'une part: 
si b eB et si b « dd', comme D • <B> on aurait 
b(b-bn...b )(c.c0...c ) avec b. et c. dans B, donc b € B n +^ aver 1 2 n 1 2 p i j c c 

n+p ̂ 2 ce qui est contradictoire ; par conséquent 
BÇD - D 2 

2 
D'autre part, si xCD-D , comme <B> « D, on peut écrire 
x - b-b0.. .b avec b. c B, et d'après (c), n - 1, donc x = b, e: * 

1 z n i 1 

D-D2 C B 
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VZjinttion. On appelle demi-groupe de KYVLQht-StoKeM-Ko*akara 
ou KSK<*demi-gJtoupe tout demi-groupe D tel que. <D-D > -D . 
On dit alors que <D-D 2> ut la KSK-ba*e de D . 

\l-î) Th&orime : Tout demi-groupe libre ut un KSK-demi-groupe 

^Démonstration : Conséquence immédiate du lemme 1-1. 
La réciproque est inexacte ; le demi-groupe i a b o 
ci-contre est un KSK-demi-groupe de base a b o o 
B « {a} , mais n'est pas libre. b o o o 

o o o o 
Cet exemple montre qu'un KSK-demi-groupa peut posséder des zéros 
à gauche ou à droite ; par contre : 
(2-3) Lemme : Vans un KSK-Vemi-groupe, Il n*existe ni élément 

neutre à droite, Yii llément neutre à gauche.. 

Démonstration : Si e est un élément neutre à gauche d'un KSK-demi-
groupe D , e peut s'écrire e - b-h0...b avec b.^B ; donc : 

+ 1 I z n 1 b • b-bn...b b ^ B n avec b.eB et n+lX2 ce qui est absurde, n l z n n î n 

On peut remarquer que si D est un KSK-demi-groupe 
sans zéro alors D° n'est pas un KSK-demi-groupe ; en particulier 
*5f ° n'est pas un KSK-demi-groupe. 

Définition : Soit D un demi-groupe ; on dit que deux éléments x 
e t y de D 6ont indépendant* à gauche. si R x et R 6ont deux élé­
ment* incomparablu de l'ensemble, ordonné, Vfî$L. Toute partie. A 

de D dont lu élément* sont deux à deux indépendants à gauche, 
ut appelée partie, litote, à gauche. 

31 



Demi-groupes avec base et demi-groupes atomiques 

On dit que pe D-U, est irréductible à gauche si : 

aj p entraîne a ^ U ^ ou a&p 

On dit que p est irréductible s'il est irréductible à droite 

et à gauche. 

(2-4) TfieoAlme : Varu> un KSK-dml-gKoupz, la b<uz ut une pasuLtz 

VJoKd maximodiz ; c ' ut VznàmbZz du e£emejxtô 

VVtzductiblu. 

VémOYlAt/iation : + Soit B la base d'un KSK-demi-groupe D ; puis-
2 

que B£D-D , les éléments de B sont irréductibles à droite et à 

gauche. 

+ B est une partie libre à droite et à gauche ; 

si par exemple b et b 1 sont deux éléments distincts de B et si 

b^lb', alors il existe x dans D tel que b' = bx. Comme <B> =* D 
alors x = b-b0 ... b avec b. B et b' = bb-b0...b donc b f € B n + 1 

Il n i 1 z n 

ce qui est absurde. 

+ C'est une partie libre maximale, car si L 

est une partie libre contenant strictement B, si y €L-B, connue 

<B> = D, y = ̂ ^•••b

n avec b ^ B Ç L , donc b^{ y ce qui contredit 

la liberté de L. 

+ Soit P l'ensemble des éléments irréductibles 

de D, on a B cp ; montrons l'inclusion opposée. Soit p^P ; c o m 

<B> = D, p = b^.-.b^, donc b ^ p . Comme p et b^ sont irréducti­

bles, b ^ P entraîne b̂ ĉ >p. 

En particulier, P ^ l ^ ^ c'est-à-dire : il existe x<D^ tel que 

b^ = px. Comme b̂ jÉ D on a nécessairement x = 1 et p = b ^ B , 
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(2-5) Lemme. : Soit D un KSK-Vemi-groupe de base B et ir ->D 

Vkomomorpkisme canonique. àurjecttf.'n ut un 

isomorpkisme bi eJt seulement si D ut équidi­

visible. 

VemonStration : + Si est un isomorphisme, D est un demi-groupe 

libre, donc est équidivisible (2-2). 

+ Si D est équidivisible, n est injectif : 

Supposons que b,b0...b = c.c_...c = d avec b. et c. éléments r r ^ 1 2 n 1 2 m i j 
de B. Ces deux factorisations de d possèdent un raffinement com­
mun (e-, e ). On peut supposer que chaque e, eB. Alors, 

1 p k. 

(e-, e ) = (b-, b ), sinon au moins l'un des b. ad-
1 p 1 n i 

mettrait une factorisation ce qui est absurde. On a donc : 

(b-, b ) = (e-, e ) • (b , c ). l n i p l m 

(2-6) Théorème : [Kntght et Storey) 

Tout KSK-demi-groupe, équidivisible ut libre.. 

îi-Vemi-groupu à longueur maximum de factorisation. 

Notation. On note Z (D) ou Z l'ensemble des zéros à gauche 
ê ê 

du demi-groupe D, et N,(D) ou N,, l'ensemble de ses éléments 
d a 

neutres à droite. 

VejintttonS. 1) - On dit que D est un demi-groupe de type (R) 
a gauche (2) si : ( V d CD) ( V d'e D) (dd' = d = > d € Z oud'CN ). 
— g d 

On appelle demi-groupe de type (R) tout demi-groupe de 
type (R) à gauche et à droite. 

2) - On dit qu'un demi-groupe D est un demi-groupe 

à longueur maximum de factorisation si : 
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(*d ÉDXBnClN*) ( V w € Î D ) ( TT(W) = d=^l(wkn). 

(3-1) Lemme : a) - £oa£ dmi-QKoupz tlbtid ut un dwi-QKou.pt  

à longuoxxK maximum de ^ae^o;^a£ton. 

b) - Un domi-QKoupa à longu&uA maximum de tfacto-

AX6a^>con eo-t de typz (R) 4ORÔ idmpotoyit. 

Par contre, un demi-groupe à longueur maximum de factorisation 

(même simplifiable) n'est pas nécessairement un demi-groupe : 

D = {x€ Z ; |x| ^2} est, pour la multiplication usuelle, un 

demirgroupe à longueur maximum de factorisation ; il n'est pas 

libre puisque 2.2 = ( -2 ) ( -2 )• De même, un demi-groupe de 

type (R) sans idempotent n'est pas nécessairement à longueur 

maximum de factorisation ( 6 ) . On remarque encore qu'un demi-

groupe à longueur maximum de factorisation est nécessairement 

infini mais pas nécessairement simplifiable. 

(3-2) ThzoKlma: [Kaàakcuia) 

Tout dmi-gKoupa à longuaxxx maximum de facto -

libation ut un KSK-dwi-gioupz. 

VêmonAt/iation : + Soit D un demi-groupe à longueur maximale 
2 

de factorisation ; posons B « D-D et montrons que <B> • D. 

+ Soit dCD ; il existe n*IN*tel que 

d = d^d2.*.d^ entraîne m4n. donc M = {n£(N*; d=d 1d 2 >. •dm=>m4n}#
î 

Soit k^N* le plus petit élément de M. 
+ Il existe b^,b2>..«»b^ dans B tels que 

d=b^b2-• «b^, car si dCD alors l'entier k-1 serait un élément 

de M. Donc il existe d^, d^ tels que d = a

1

a 2 # # # d ] c *
 p°ur 

I4i4k, d^ B car si l'un des d̂  n'est pas un élément de B, il 
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peut se factoriser, et d possède une factorisation de longueur 

supérieure à k+1 ce qui est absurde. D!où le résultat. 

La réciproque de ce théorème est inexacte (6). De 

3-2 et 2-6, on déduit : 

(3-3)TheoKlme [Knight et Stoiey) 

Tout demt-gKoupe équldtvÂ*tble à longueur maxi­

mum de factotuAation e*t un demi-groupe libKe. 

%4-Veml-QAoupe* de TamuAa-AubeAt. 

Lemma : Soit B un complexe d'an demi)groupe D tel que 

BD 1 - D ; le* a**eAtlon* Suivante* *ont équiva­

lente* : 

a) - B e*t mûumaJL (pou* Vinclusion) dan* l'en-

*emble de* complexe* x de D tel* que XD 1 = D 

b) - B e*t un complexe libKe. 

Vèmon*t/iatton : + Supposons que B soit un complexe minimal 

dans l'ensemble des complexes X de D tels que XD 1 « D et ne soit 

pas libre. Par définition, il existe deux éléments a et b dis­

tincts de B tels que, par exemple, b-Ja. Posons X « B-{a} ; on 
1 1 î 

a b X donc : b D|a=*aD çbD ÇXD . 

Alors : D = BD 1 = (XU{a})D1 = XD 1UaD 1 = XD 1 avec XCB ce qui 

est absurle. 

+ Soit B un complexe libre tel que BD* « D. 

Si B n'est pas minimal dans l'ensemble des complexes X tels que 

XD 1 • D, il existe un complexe Y tel que YCB et tel que YD^-D. 
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Soit b€B-Y ; comme bCYD*, il existe y €-Y tel que y^\b. 

Puisque y^Y et b ̂ Y, on a y ̂  b ce qui contredit la liberté 

de B. 

Véfinition : On dit qu'un demi-groupe D Ut un demi-groupe de  

Tamura-Aubert à gauche, ou un TA-demi-groupa à  

gauche ¿'¿1 possède un complexe libre B tel que 

B D 1 = B ; B e&t alors appelé une base à gaucke  

au sens de Tamura-Aubert ou TA-base à gaucke. 

On appelle TA-demi-groupe tout TA-demi-groupe à droite et à 

gauche et TA-demi-groupe fort tout TA-demi-groupe tel que toute 

TA-base à droite est une TA-base à gauche et réciproquement-

Il est évident que : 

(4-2) Lemme : Pour un complexe B d'an demi-groupe D , lu deux 

assertions suivantu sont équivalentu : 

a) - BD 1 = D 

fa) - Pour tout âtvil existe b C B tel que R^. 

(4-3) Théorème : Tout KSK-demi-groupe D ut un TA-demi-groupe 

iort et la KSK-base de D ut une TA-base de D . 

Démonstration : Soit D un KSK-demi-groupe de base B ; d'une 

part, B est libre (2-4) ; d'autre part, puisque <B> = D, pour 

tout dCD, il existe b£B tel que R ^ R ^ donc BD1 = D(4-2). 

Remarque : La réciproque*^-3 est inexacte ; <$e ° est un TA-

demi-groupe fort mais n'est pas une KSK-demi-groupe 

(4-4) Théorème (Tamura) 

Vans un TA-demi-groupe à gauche D, deux TA-base* 

à gauche sont équipotentu.Si D ut une TA-base à gauche de 
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si,D poà&ïdz un clement neut/ie, B - {u} a v e c u £U d ; Sinon B 

ut un &y*tème Kepickcntati^ d1 zlmzYvtb iwicductiblu 

VémonAt/iation : + Notons ù&ÇD/%>) l'ensemble des éléments mi­

nimaux de D/%; et soit B une TA-base à gauche de D. Si b € B 

alors R^c ; sinon il existe d£D tel que R^ <Rfa. Comme 

B est une TA-base à gauche de D, il existe b'e B tel que 

Rb' < Rd ^~ 2^ ; o n a d o n c \ * K \ c e e s t a b s u r d e Puisque 

B est libre à gauche. 

L'application bi > R̂^ de B dans<të(D/̂ >) est injective car B 

est libre à gauche ; elle est aurjective car si RxCc)G(D/$>), 

d'après (4-2), il existe b^B tel que R,< R ; comme R est 
b x x 

minimal dans D/5t, on a R^ • R ^ ctë (D/&) . 

Card B = CardJC(D/fè). 

+ Si D est unitaire, alors c£(D/&) = {Ud} . 
Comme {1} est une TA-base à gauche, on a Card B = 1 et B = {u} 
avec u^U,. 

d 

Si D n'est pas unitaire, dire que R̂ €" (D/^>) équivaut à dire 

que b est irréductible à gauche. Comme B est libre à gauche et 

que Card B • CardX(D/^>), B est un système représentatif d'élé­

ments irréductibles à gauche. 

(4-5) COKOUJOUAZ [kubwt) 

Un TA-dmi-gAoupe à gauche, ut reunion de 6U 

idéaux principaux à dJioite maximaux. 

En effet, xD 1oyD 14=4 R R ; donc dD 1 est un idéal 
y x 

à droite maximal si et seulement si Rd€cJ6(D/8D. Si d CD, d'après 
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(4 -2 ) , il existe b€B tel que R^Rj d o n c tel que dCbD 1 où bD1* 

est un idéal à droite maximal. 

Remarque. Soit D un demi-groupe non unitaire ; si c^(D/^)n!est 

pas vide, un système représentatif d'éléments irréductibles à 

gauche n'est pas nécessairement une TA-base à gauche, même si 

D n'est pas unitaire. Par exemple, soit D^ un demi-groupe de 

carré nul, = on pose D • D^^D^U {o} ; on définit sur 

D une loi prolongeant celles de D^ et D̂ > tous les autres pro­

duits étant nuls. est un système représentatif d'éléments 

irréductibles à gauche. Ce n'est pas une TA-base à gauche car 

e 2D
X = (e 2, 0 } CD. 

On peut préciser ceci en remarquant que lorsque D 

n'est pas unitaire et que $>ÇD/%) n'est pas vide, un système 

représentatif d'éléments irréductibles à gauche est une TA-

base à gauche si et seulement si pour tout x€D, il existe 

b tel que R^R • 

VeAinitlon : On dit qu'un complexe. B d'un demi-groupe D est 

une pseudo-base à gauche de D si B est une partie libre à 

gauche maximale 

(4-6) lemme : Toute TA-base à gauche est une pseudo-base à 

gauche. 

VemonStration : Soit B une TA-base à gauche de D ; par défini­

tion, B est libre à gauche. Si B n'est pas maximal, il existe 

b i B tel que BU{b } est libre. Comme b £D, d'après ( 4 - 2 ) , 
0 0 o 
il existe b€B tel que R^ < R^ • Puisque b Q ^ ï , on a en fait 

o 
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R^ , ce qui contredit la liberté de B u^b Q^ . 

Le lemme suivant montre que la réciproque de (4-6) est 

inexacte : toute pseudo-base à gauche n'est pas nécessairement 

une TA-base à gauche. 

(4-7) Lemme : Vans tout demi-groupe, il existe une pseudo-base 

à gauche contenant une partie Vibre a gauche 

donnée. 

On peut faire un classement des demi-groupes de la façon 

suivante : 

1ère classe : les demi-groupes sans TA-base à gauche ; par 

exemple IN muni de la loi x*y « min(x, y) 

2ème classe : Les TA-demi-groupes àgauche possédant des 

pseudo-bases à gauche qui ne sont pas des bases à gauche. C'est 

le cas par exemple de tout demi-groupe commutatif unitaire prin­

cipal qui n'est pas un groupe.(il existe de tels demi-groupes : 

le demi-groupe multiplicatif de tout anneau à valuation dont le 

groupe de valuation n'est pas discret) Un tel demi-groupe est 

avec TA-base ; par contre si aD est un idéal principal propre 

{a} est une pseudo-base à gauche et n'est pas une TA-base à 

gauche de D 

3ème classe : Les TA-demi-groupes à gauche tels que toute 

pseudo-base à gauche est une TA-base à gauche. Concernants ces 

derniers, on peut énoncer le théorème suivant qui étend au cas 

non commutatif un résultat de AUBERT (1). 

(4-8) Théorème : Si D est un demi-groupe unitaire, les assertions 

suivantes sont équivalentes : 
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a) Tout pseudo-base à gauche ut une TA-base à gau­

che. 

fa) D Qj>t un groupe. 

Demonstration : (b) > (a). Si D est un groupe, une pseudo­

base à gauche est nécessairement réduite à un élément x et 

xD = D. 

(a)==^(b) • Soit e l'élément neutre de D ; B s ^ est une 

TA-base à gauche de D. Soit d£D ; d'apèrs (4-6) comme d est 

libre à gauche, il existe une pseudo-base à gauche M contenant 

(d). Par hypothèse, M est une TA-base à gauche ; d'après ( 4 - 4 ) 

Card M = Card B = 1 donc M = {d} 

Comme M est une TA-base à gauche dD = D, donc il existe y CD 

tel que dy - e ; d est inversible à droite dans D. D est un 

groupe. 

Remarque. On démontre (8) que dans un TA-demi-groupe à gauche, 

si B est une TA-base à gauche, les translations à gauche sont 

entièrement déterminées par les applications f : B » D 

telles que 

(V(b, b') €B xB)(V(x, y)£DxD)(bx = b'y=^f(b)x - f(b')y) 

DEUXIEME PARTIE : Atomicité 

§l-Demi-groupes atomiques à gauche. 

On pose Z = Z U Z, (c'est un idéal bilatère) et D* = D-Z. On 
g d 

appelle éléments non nuls les éléments de D* 

Definitions : l)0n dit qu*un demi-groupe D est atomique à gauche 

s'il possède un complexe B, formé d'éléments ij^à 
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ductibles à gauche oX to£ que 

<B> = D*- U J a 

2) On dit qu'un demi-groupe vérifie la condition 

U N = 0 OU Si N = (e^h 
8 g D 

Exemple : Tout demi-groupe simple à droite est atomique à gauche, 

car dans un tel demi-groupe, tout élément est irréductible à 

gauche• 

(1-1) permet de construire de nombreux demi-groupes 

atomiques à gauche. 

(I-I) Théorème : SI D est un demi-groupe de type (R) à droite 

vérifiant la condition N , ¿1 Dfaet D/<g verl-

fient la condition minimale alors D est un demi-

groupe atomique à gauche. 

Démonstration : a)-Tout élément de D - U admet un diviseur à 

gauche irréductible à gauche. 

On sait (2) que dans un demi-groupe de type (R) d'un 

coté on a : U, - U = U. Soit deD-U tel que R, <R,. Si d. n'est 
d g n d 1 d 1 

pas irréductible à gauche, il existe d €. D-U tel que R <R . 

Ce raisonnement est fini ; sinon, il permettrait de construire, 

par récurrence, une suite strictement décroissante de D/5&, ce 

qui est absurde puisque D/9fc> vérifie la condition minimale. 

b) - Soit d£D*-U ; si d n'est pas irréductible 

à gauche, d'après (a), il existe p^ irréductible à gauche tel 

que d « Pjd^. Comme d n'est pas irréductible à gauche, on est 

assuré que d ^ U. Puisque Z est un idéal bilatère de D 
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Pjd^ Z = £ d ^ Z donc djC D L U , Si d̂^ n'est pas irréductible 

à gauche, on peut refaire avec d^ le raisonnement tenu pour d. 

Ce procédé est fini ; sinon, par récurrence, il permet de cons­

truire deux suites (p ) v, et (d ) v 1 où p est irréductible 
n n;>l n n .̂1 n 

à gauche, d^eD^-U et telles que = P n + 1

d

n + 1 -
 E n particulier, 

d J_d donc L, t Lj • Comme D/<J£ vérifie la condition minimale, 
n+1» D n d . , a n+1 n 
la suite décroissante (L, ) est stationnaire. Il existe donc 

n n > / 

un entier n 1 tel que = . Comme D est un demi-groupe 
n+1 n 

de type (R) à droite vérifiant la condition N , 
ê 

d x e L = 4 Bue iKD 1 ) d A - ud . n+1 d n+1 n n 

Alors : d n - P n + 1

d

n + 1

 = p

n+l
u dn 5 P u i s c* u e ^ n ^ 2 ' q u e D e s t d e 

type (R) et vérifie la condition N 
ê 

contradictoire• 

Rema/ique : Ce théorème est une généralisation du résultat sui­

vant (DUBREIL Algèbre-Gauthier-Villars th. 6 P. 217) : "Si D 

est un demi-groupe commutatif, unitaire, simplifiable, si D/^ 

vérifie la condition minimale, tout élément de D qui n'est 

pas une unité est le produit d'un nombre fini d'éléments irré­

ductibles. 

Exempte* : 1) - Tout demi-groupe fini, de type (R) à droite e t 

vérifiant la condition N est un demi-groupe atomique à gauche. 

2) - D={xCZ ; |x| ¿1} muni de la loi x*y = x|y| 
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est un demi-groupe de type (R) à gauche vérifiant la condition 
N, ; D/3L et D/56 vérifient la condition minimale donc D est un d 
demi-groupe atomique à droite. 

La notion de demi-groupe atomique d'un coté est 
latéralisée : on peut construire un demi-groupe atomique à 
gauche qui n'est pas atomique à droite. Voir "BOUVIER A. Demi-
groupes avec bases - Séminaire P. LEFEBVRE 69/70 Exposés 14 et 
15 Dep. Math. Univ. Lyon 1." 

[l-l)TkéoKeme : Роил qu'un demi-дкоире atomique à gauche hoiZ 
un TA-denU-длоире à gauche, II bu^lt que Vune 
du conditions AuLvantu boit кеаНьее : 

z = D ; Z = о ; Z = 0 g g g 
¿1 en outre n - 0, tout 6y6tème reprlbentatl^ 

g 

d'elfanentà 1плЫис£1Ь1и à gauche, de D ut une 

TA-baôe à gauche de D . 

VbnOYU>tKa£Lon : + Si N ф 0, D est un TA-demi-groupe à gauche ; g 
supposons donc ф 0. 

+ Nous avons déjà vu que lorsque = D, D est 

un TA-demi-groupe à gauche. 

+ Si Z = 0 , soit I un système représentatif 
g 

d'éléments irréductibles à gauche. I est libre à gauche. Soit 

d CD ; deux cas sont possibles : 

Si d€Z^, si l'on désigne par В un complexe de D formé d'élé­
ments irréductibles à gauche, pour tout élément b€B on a R^R^. 

Si d€D*, il existe Ь е в tel que R ^ 1 ^ * Comme I est un 
système représentatif d'éléments irréductibles à gauche, il 
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existe p £1 tel que - ̂ R ^ . D'après le lemme 1-4-2, cela 

montre que I est une TA-base à gauche de D. 

+ Si Z • {0} » on voit de même que si d€D*, il existe 

p cl tel que R p ^ ^ > comme pour tout p £1 on a R^R^, I est 

une TA-base à gauche de D. 

Un TA-demi-groupe à gauche n'est pas nécessairement 

atomique à gauche ; en effet, soit D un demi-groupe de carré 

nul (c'est à dire un demi-groupe avec zéro bilatère w tel que 

pour tout couple d'éléments xy = yx » w ; D est un TA-demi-

groupe à gauche. Soient D^et deux demi-groupes isomorphes 

au TA-demi-groupe à gauche précédent. On note e^ et leur 

élément neutre respectif, et w 2 leur zéro bilatère. On pose 

E = D J U D J U [o] . B * [e1, e 2 j est une TA-base à gauche de E ; 

mais E n'est pas atomique à gauche car ses éléments irréducti­

bles à gauche sont e x et e 2 > et ^ e ^ e^> = {e^ e2» oj c E*. 

Toutefois, on peut donner une condition suffisante 

pour qu'un TA-demi-groupe à gauche soit atomique à gauche : 

(1-3) Lemme : Pour qu'un TA-demi-groupe à gauche sans élément 

neutre à gauche soit atomique à gauche* il suf­

fit qu'il soit de type fa) à étroite et que D/££ 

vérifie la condition minimale. 

Démonstration : Il est facile de voir que dans un TA-demi-

groupe à gauche sans élément neutre à gauche, tout élément de 

D admet un diviseur à gauche irréductible à gauche ; on peut 

alors refaire la même démonstration que pour le théorème 1-1. 
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Remarques : Soit D un demi-groupe atomique à gauche, P l'ensem­

ble des éléments de D irréductibles à gauche et non nuls. Sup­

posons P ̂  0. Alors 

^ = {B ; 0 C B C P et <B> = if- U,} * 0 

a 
On peut au sujet des éléments de poser les questions suivantes : 

possède-t-il des éléments minimaux pour l'inclusion ? Un élé­

ment minimal de est-il un système représentatif d'éléments iiré-

ductibles à gauche non nuls ? Un système représentatif ^éléments 

irréductibles à gauche non nuls est-il un élément minimal de ? 

Nous connaissons quelques réponses à ces questions : 

+ Tout élément A de contient un système représenta­

tif d'éléments irréductibles à gauche non nuls. Car si I est un 

tel système, si p 6 I alors p = a^a^-.-a^ avec a^e A donc p^>a^. 

+ Lorsque D est commutatif, les éléments minimaux de 

<X sont les systèmes représentatifs d'éléments irréductibles non 

nuls. 

+ Dans é(p> q)>{q} est un système représentatif d'élé­

ments irréductibles à gauche non nuls ; ce n'est pas un élément 

dec/Ccar <{q}> D-U,. 

+ Toujours dans ê(p, q), {q, qp2} est un élément mi­

nimal de Jamais ce n'est pas un système représentatif d'éléments 
2 

irréductibles à gauche non nuls de D puisque q et qp sont asso­

ciés à gauche. 
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§2 - Demi-groupes atomiques 

Définition : On dit qu'un demi-groupe est atomique s'il est 

atomique à gauche et à droite. 

Dans un tel demi-groupe, tout élément de D*-(U,V>U ) 
d 8 

possède une factorisation en éléments irréductibles à gauche 

(appelée factorisation complète à gauche)et une factorisation 

en éléments irréductibles à droite. Mais on n'exige pas qu'une 

factorisation complète à gauche soit une factorisation complète 

à droite, ni l'inverse. 

On sait que tout demi-groupe D est immersible dans 

un demi-groupe simple rS(D) : Théorème de BRUCK (5) . <<£(D) est 

appelé demi-groupe de BRUCK associé à D. Tout élément de £(D) 

s'écrit de façon unique q mxp n avec m, n^IN et x^D. La loi de 
^ ( D ) et soumise aux règles suivantes : 

i n n - O O - - -
p q = l ; p q = 1 ; p = q = 1 ; px = p ; xq = q. 

On démontre également que si P = I P I 1 } N > 0

 a l ° r s • 

R(q1xqj) = q LRÛTP et U d( &(D)) = U ^ D V 

(2-1) Théorème : Atomicité du demi-groupe de BRUCK 

Le dmi-groupe de BRUCK fë[V) est un demi-

groupe atomique ¿1 et seulement si D est 

un groupe. 

^Démonstration : a) - Cherchons les diviseurs à gauche de 

a = q nxp n. On pose n = q(a). Il est facile de vérifier que l'on 

a toujours : q(ab)£ q(a). 
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Par conséquent, si b divise a à gauche, alors : 

q(a)^q(b). D'après ce que nous avons dit plus haut sur les 

classes à gauche modulo & et les éléments inversibles à droite 

dans ̂ (D), les diviseurs à gauche de a = q1xp"', non inversibles 

à droite et non associés à gauche à a sont de l'un des trois 

types suivants : - qXyp^ avec y^R(x) 
n- k 

- q yp avec o<n<i 
- ypk avec y^-U,(D^). 

a 
b) - Si n>l alors q nx p m est réductible à gauche car 

n- m n-1- m m+1 - m 
q x p = q x p q x p 

avec q11"1 x p m^R(q nx p m) et q11"1 x p ^ U ^ ^ C D ) ) puisque n-l>o. 

c) - Condition suffisante : supposons que D soit un 

groupe et montrons que £(D) est atomique. D'après ce que nous 

venons de voir, si ê(D) possède des éléments irréductibles à 

gauche ils ne peuvent être que de la force qyp^ (car xpm£U^(é(D))) . 

- k 

D'après (a), un diviseur à gauche de qyp est soit de la forme 

qxpmcqR(y)P • R(qypm) puisque D est un groupe, soit de la forme 

qxpmcUd(é(D)) . Donc tout élément de la forme qxp
k est irréduc­

tible à gauche. 

é(D) est atomique à gauche puisque 

q nxp m = (qx)(qx)...(qxpm) 

On verrait de la même façon que fëÇD) est atomique à 

droite. 

d) - Condition nécessaire : Supposons que D ne soit pas 

un groupe, et montrons que dans ce cas £(D) n'est pas atomique. 

Puisque D n'est pas un groupe : U, (D 1)cD 1. D'après (b) , les élé-
d 
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ments de %(D) éventuellement irréductibles à gauche sont de la 
. - m - m 
forme qxp ou xp : 

* Soit y^U-(D^) ; les éléments de la forme qxpm sont réducti-
— 2 3~ m — — m —m 

bles à gauche car : yp q x p = yqxp = qxp avec 

yp 2^Ud( (D)) puisque yf U^D 1) et yp 2^R(qxp m). 

$ Par conséquent, l'ensemble E des éléments irréducti­

bles à gauche de É?(D) est un sous-ensemble de ^ xp m^ X£j)l
 = ^ * 

Comme <E> Ç<F> cê(D) - Ud(^»(D)), on voit que D n'est pas ato­

mique à gauche donc n'est pas atomique. 

(2-2) Corotiaire : Le demi-groupe bicyclique ut atomique. 

Car Ê(p, q) -&({e\). 
2 3 3 

Remarque ; Dans fé(p, q) l'élément q p admet q(qp ) pour fac— 
2 

torisation complète à gauche et (q p)pp pour factorisation com­

plète à droite. 

finition : On dit que D est un demi-groupe atomique fort si 
U, = U = U et si tout élément de D*-U possède une factorisa-
d g 

tion en éléments irréductibles (éléments qui sont à la fois 

irréductibles à droite et à gauche). Une factorisation en élé­

ments irréductibles est appelée factorisation complète. 

Tout demi-groupe atomique fort est atomique ; la réci­

proque est inexacte : ^(p, q) est atomique mais n'est pas ato­

mique fort. Le résultat suivant permet de donner des exemples 

de demi-groupes atomiques forts : 

(2-3) Théorème : Si D ut un demi-groupe de type (R) , 4>cJD/§k 

et D/iê vérifient ta condition minimale, oZoju 

D Ut un demi-groupe atomique fort. 
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VemOYl&tACutLon : Dans un demi-groupe de type (R) , U, « U , les 
o 

notions d'irréductibilité à droite et à gauche sont confondues 

(3), les conditions N et N, sont satisfaites. Il suffit donc 
g d 

d'appliquer (1-1). 

[2-4) Thzotième. : St/imcXuAz du demi-gioupu ^irU* de typa (R) 

6i D ut un demi-gioupz £ini de type. (R), 

deux co6 6 ont poà&iblu : 

- D ut un groupa 

- D ut atomique ^oKt avec zVio. 

VêmonàtSiation : Dans un demi-groupe de type (R) , deux cas sont 

possibles : Z = Z, = 0 ou Z = Z, = {o} . 
* g d g d 

+ Si Z = Z, « 0, si xCD, x est d'ordre fini, donc 
g d n m 

il existe deux entiers n>m tels que x = x . Comme D est de 

type (R)sans zéro, cela entraine x n m = 1 avec n-m>l. 

+ Si Z = Z„ = {o}, d'après (2-3), D est un demi-
g d 

groupe atomique fort avec zéro. 

Remarques. 1) - Ce théorème redonne le résultat classique : tout 

demi-groupe fini simplifiable est un groupe. 

2) - Un demi-groupe de type (R) fini avec zéro a b o 

n'est pas nécessairement la réunion d'un a b o o 

groupe et d'un zéro comme le montre b o o o 

l'exemple ci-contre. o o o o 

(2-5) Théorème : Tout KSK-demi-groupa ut un demi-gKoupe. atomi­

que. lonX. 

VêmonAtMLtion : Soit D un KSK-demi-groupe et B la KSK-base. On 

dit que D est sans élément neutre (Lemme 1-2-3), que les élé-
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ments de В sont irréductibles (Théorème 1-2-4) et que <B> = D. 

La réciproque de ce théorème est inexacte ; 

est un demi-groupe atomique fort mais n'est pas un KSK-demi-

groupe. 

(2-6) Théorème : Si D ut un demi-groupe de type. (R) sans idem-

patent tel que D/<& vérifie la condition mini­

male lu assertions suivantu sont equivalentu 

a) - D ut atomique fort 

b) - D ut atomique 

c) - D ut atomique à gauche 

d) - D ut un TA-demi-groupe 

e) - D ut un TA-demi-groupe à gauche 

f) - D ut un KSK-demi-groupe 

VemonStration : Les implications suivantes sont triviales : 

(a) > (b) = > ( c ) et (d)—>(e) 

(c)=^>(a) car dans un demi-gorupe D de type 

(R), l'irréductibilité à droite est équivalente à l'irréductibi­

lité à gauche, et D est sans idempotent, donc U, =U = 0. 
d g 

(a) ^(d) d'après (1-2) (e)=>(c) d'après (i-y 

(f)=>(a) d'après (2-5) (c)=>(f) conséquence du lemme (2-7) 

suivant : 

(2-7) lemme : Pour qu'un demi-groupe atomique à gauche soit un 

KSK-demi-groupe, il suffit qu'il soit de type (R) 

sans idempotent. 

Soit В l'ensemble des éléments de D irréductibles 
à gauche. Comme D est atomique à gauche, on est assuré que В 
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nfest pas vide. Pour la même raison, puisque D est sans idempo-

tents <B> 55 D. Il nous reste à prouver que si n>2 alors B fiBN=0. 

Supposons le contraire ; si b ^ B O B n avec n>2, on peut écrire 

b = b.bn ... b avec b.£B 
12 n i 

On a donc bjjjb. Comme b est irréductible à gauche et que 

U D = 0 

b^jb b±%b 

Comme D est de type (R) R^ = |bu ; u e i U D 1 ^ = {b} ; par con­

séquent b- • b et b = bb0b0...b . 

i z J n 

Or dans un demi-groupe de type (R) sans idempotent, on a néces­

sairement pour tout d et d1 de D : dd1 ¿ 0 . D'où une contradic­

tion. 

Définition : On appelle demi-groupe à factorisation unique à  

gauche tout demi-groupe D qui vérifie les conditions suivantes : 

# D est atomique 

# Dans D, les notions d'irréductibilité à gauche 

et à droite sont confondues. 

# Deux factorisations complètes d'un élément de 

D*-U^ sont isomorphes à gauche (§1-1). 

^X e t s o n t à factorisation unique à gauche. 

Mais un demi-groupe à factorisation unique à gauche n'est pas 

nécessairement un demi-groupe libre. On peut remarquer que tout 

demi-groupe à factorisation unique à gauche est atomique fort. 

VîfiniXion : On appelle demi-groupe prééauidivisible à gauche 

tout demi-groupe D tel que deux factorisations d'un élément 

de tf*"^ possèdent des raffinements isomorphes à gauche dans D̂ ". 
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Il est clair que tout demi-groupe équidivisible est 

prééquidivisible à ̂ gauche et à droite. 

(2-S) ThionJerne : Tout demi-groupe à factorisation unique à gau­

che est preequidiviàibte à gauche. 

Démonstration : Supposons que d€D*-Ud possède deux factorisa­

tions • (a^, ..., a^) et w 2 = (b^, b^) . Puisque Z est un 

idéal bilatère de D : d^Z ^^a^ f Z et b^f Z. Puisque D est à 

factorisation unique à gauche, on peut raffiner et en rem­

plaçant les a^ et les b. par l'une de leurs factorisations com­

plètes. On obtient : 

W'l = ( ci»*"'» c

m^i
 e t w'2 = ( di»"-» d

q)<
w2* 

Dans w'^ et w'2» "absorbons" les unités (on peut le faire à 

droite ou à gauche, car les notions d'irréductibilité à gauche 

et à droite sont confondues). On obtient ainsi deux factorisa­

tions w"^ et w"2 telles que w'^w
1^ w f !

2^w' 2 et dont tous les 

termes sont irréductibles, w11^ et w"2 sont donc deux factorisa­

tions complètes de d ; par hypothèse,elles sont isomorphes à 

gauche. Comme les éléments qui les composent sont les éléments 

non inversibles à droite de w f et w' 2f
 n°us voyons que les 

éléments non inversibles de ces deux mots sont associés à gauche 

(à une permutation près). 

Si m • q, il est clair que w 1 ^ w 1 

Supposons par exemple m>q ; alors, si 

v'' ' * (dn, •.., d , 1, 1) où 1 figure m-q fois, w' " raf-
£ 1 q 2 

fine w' 2 donc w 2 ; comme ses termes non inversibles sont ceux 
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de w"2» e s t clair que 

La réciproque de ce théorème est inexacte : un 

demi-groupe prééquidivisible à gauche n'est pas nécessairement 

à factorisation unique à gauche. En effet, le demi-groupe bi-

cyclique est équidivisible (7) donc prééquidivisible à gauche ; 

mais il n'est pas à factorisation unique à gauche. 

Rema/ique. : On a donc la situation suivante : 

^^^-sfFactorisation unique à gauche 

Libre ̂  ^^prééquidivisi-
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