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DEMI-GROUPES AVEC BASE ET DEMI-GROUPES ATOMIQUES.

Alain BOUVIER

Ce travail est une &fude comparative de différentes notions
de demi~groupes avec bases, d'ume part entre elles d'autre part

avec la notion de demi-groupes atomiques que nous avons intro-
duits dans [3].

Dans la premiére partie, nous comparons entre eux les
travaux de Tamura, Kasahara, Aubert, Knight et Storey. Nous mon-
trons l'identité des demi-groupes avec base au sens de Tamura

et au sens de Aubert (nous les appelons TA-demi-groupes) ainsi

que l'identité des demi-groupes avec base au sens de Knight

et Storey et au sens de Kasahara (nous les appelons KSK-demi-
groupes) .

Nous introduisons la notion de demi-groupes a longueur ma-
ximum de factorisation (demi-groupes vérifiant la condition (¥)
de Kasahara) et les demi-groupes équidivisibles présentés par
Knight et Storey comme généralisation des demi-groupes libres.

Nous montrons que tout demi-groupe libre est équidivisible et
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Demi-groupes avec base et demi-groupes atomiques

3 longueur maximum de factorisation, que ces derniers sont des
KSK-demi-groupes et que les KSK-demi-groupes sont des TA-demi-
groupes. Nous donnons des exemples montrant que les réciproques
sont inexactes et des conditions suffisantes pour que certains

des demi-groupes présentés soient des demi-groupes libres.

Dans la seconde partie, nous commengons par &tudier les
demi-gnoupes atomiques a4 gauche et i préciser leurs liens avec
les TA-demi-groupes & gauche. Nous appelons demi-ghoupe atomi-
que tout demi-groupe atomique 3 gauche et 3 droite. Nous dé-
montrons que le demi-groupe simple de BRUCK B(D) est atomique
si et seulement si D est un groupe, ce qui prouve, en particu-

lier, l'atomicité& du demi-groupe bicyclique.

Nous examinons ensuite les demi-groupes atomiques forts,
Nous montrons que tout demi~greupe de type (R) fini est soit uyp
groupe soit un demi-groupe atomique fort avec zé&ro, puisque
tout KSK-demi~-groupe est atomique fort, nous donnons des condji-
tions suffisantes pour que les notions des KSK-demi-groupes, de
TA-demi-groupes, de demi~groupes atomiques & gauche, de demi-
groupes atomiques et de demi-groupes atomiques forts soient &quj-

valentes.

PREMIERE PARTIE : Demi-groupes avec bases

§1 - Demi-groupes Libres - Demi-ghoupes Equidivisibles

Soit X un ensemble non vide ; on appelle demi-groupe £{-
bre sun £'ensemble X tout couple (D, d), ol D est un demi-groupe

et d : X— D une application, tel que si (D', d') est un couple
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Demi-groupes avec base et demi-groupes atomiques

formé d'un demi-groupe D' et d'une application d' : X~ D', il
existe un unique homomorphisme de demi-groupes f : D— D' tel
que d' = fod. Par abus de language, on dit que D est un demi-
groupe libre sur X. Le demi-groupe libre sur un ensemble X est

~

unique 3 un isomorphisme prés.

On note $X 1l'ensemble des suites finies d'éléments de X.
C'est un demi-groupe sur X pour la loi définie par juxtaposition :

(xls x2’ seey xn) (}'1’ )'2, ceey yp)=(x1,°'°9xn,y1:'°'syp)

On identifie X 3 une partie de %'ox au moyen de l'injection :
dx : X+3 (x). On dit qu'un demi-groupe D est un dem{-groupe
Libre s'il existe un ensemble X tel que D soit isomorphe 3 3:)('

Les éléments d'un demi-groupe libre sont appelés des mois.

(I-1) Lemme : Un demi-ghoupe D est Libre s4 et seulement &'iL
contient un complexe B tel que :
- B engendre Don Ecrnit <B> = D)
- S4 Les a; et Les bj sont des éféments de B
alorns aja,...a = b1b2“‘bp entrhaine n=p et

44 1€i<n a. = b.
i i

Démonstrhation
- 81D =?x il suffit de prendre B = X.

=~ Soit B un complexe de D vérifiant les deux conditions de

1'énoncé, et soit i : B—> D l'injection canonique. /D
Par définition du demi-groupe libre sur B, £
il existe un unique homomorphisme de demi- \
groupes f :3?3—>D tel que fodB =i, dB y13

Puisque f est un homomorphisme de demi-groupes :
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f((bl, ceey bn))=f((b1)...(bn)) = fodB(bl)...fodB(bn)=b1...bn.

Comme B engendre D, f est surjective. f est injective, car
f((bl’ ceey bn)) = f((cl, cees cp)) entraine bl...bn=cl...cp
d'oli n = p et si lgig¢n bi =c.

Soit D un demi-groupe. On note 7 1'homomorphisme surjec-

tif de ¥_ sur D défini par m : (a,s «+.» @ —> a,...a . Il
D 1 n n

1

vérifie "odD = 1.. Lorsque n(w) = d, on dit que le mot w est

D
une factorisation de d. Si w = (al, e an) n=1(w)eN* est

appelé Longueur du mot w. 1 :?fD———éw*(+) est un homomorphisme

de demi-groupes.
Définition : On dit que le mot w' = (bl,...,bm)€f¢D naggine
le mot w = (al, ceny an)€ S?D (on écrit w'¢w) s'il existe des

entiers naturels i i ooy 1 tels que i =0<i <i, ...<i i
0’ 1’ ) n q 0 1 2 ln_1<nF‘|

et tels que

a,=b.b,....b, ; a, = b, b. vesb. 3 e,
1 172 11 2 11+1 11+2 i,

On remarque que :
(#+) w'sw entraine w(w') = m(w) et 1(w')>1(w).

(I~2) Lemme
La nelation ¢ est un ondre partiel compatible sur 37]).

Dé#monstration : Cette relation est réflexive et transitive. Elje

est antisymétigue car si w' = (b,, ..., bm) raffine w=(a1,...,a ¥

13
avec les notations introduites plus haut, compte tenu de (+), op
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-~ Cet ordre n'est pas nécessairement total : dams
%fn‘(.), w= (2, 3) et w' = (1 ; 4) sont incomparables puisque
T (w) # w(w').
- I1 est compatible ; vérifions le i gauche. Si

L 1 = i f= .
w (bl’ cees bm) raffine w (al, cees an), si w (cl,.. ,cp),

avec les notations introduites plus haut :
c,=C.3...3¢c =c_ } a.=b.b....b. ;... a =b. b. «a:b .
11 1 172 ’ ?
P P 3 n 1n_1+1 1n_1+2 m
Ce qui montre que le mot w"w' raffine le mot w'w.
Remarque : On verrait de la méme fagon que si (al,...,an) raf-

fine (bl""’bp)’ alors (al, ...,an,x) raffine (bl,...,bPX)-(++)-

Notations. Si le demi-groupe D posséde un élément neutre bilatére,
on le note ep* Dans ce cas, Ud(D), -respectivement Ug(D)-désigne

1'ensemble des &léments de D inversibles 3 droite, -respective-

d=Ug=¢'

Si vrcs%, on note u(w) le nombre de lettres de w apparte-

ment 3 gauche- Sinon, on pose : U

nants & U . L'application u :‘}GD-—>N(+) est un homomorphisme
de demi-groupes. On pose a(w) =1(w) - u(w).
(I-3) Lemme
a) - L'application a :ET"D—AN(+) est un homomorphisme de
demi-groupes.
b) - S{ w' naffine w alorns a(w')za(w).

Démonstration. a) -a, différence de deux homomorphismes 3 valeurs

dans un demi-groupe commutatif est un homomorphisme de demi-groupe.
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b) - Siw' = (b ceey bm) raffine w = (al, caey an), il existe

1’

des entiers naturels io = 1<i1<...<in = m, tels que si 1lgj¢n

alors :
8 7 bij_l+1 by, 42 *rr by
Comme Ud est stable, si ajfihv 1'un au moins des termes de sa

factorisation n'appartient pas 3 Ud' Dans ce cas, on a donc :

a(aj) =1 et a((bi. +1° bi FUTIRTED bi.)))l

i-1 j-1 3

3 droite, si aj appartient 3 Vit

soit : a((bi‘ IOTREEER bi.)))a(aj)

i-1 ]
Si a.€U,, alors a(a.) = o ;
j d h]
Dans ce cas, on a encore a((b. ITIEREY bi ))> a(aj). Comme g
i-1 h|

est homomorphisme, finalement : a(w')> a(w).

Notations. H. et & désignent les &quivalences de Green (5), défj-

nies sur D par aﬁ.b<=>aD1 = bD1 et a£b<='>Dla = le. X est

1'équivalence associée au préordre D
aD|b<===>bD1 < aDl, appelé relation de divisibilité a gauche (2),

défini sur D par

On note Sn le groupe symétrique de {1, 2, ..., n} .

Déginition.: On dit que deux mots w = (a5 35 «oes an) et

2’
w' = (bl, bp) de C&; sont {somorphes & gauche (on éonit

wvw') s4L o

-n=1W) =p=1(Ww'"') et m(w) =7m(w').
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- Il existe z¢ S tel que pour tout i si lg¢i<«n alors aiab

ri’
La relation "W'" est une congruence sur 3? . Ud est vide ou
est une classe modulo& donc a, EUd<§b eZUd 3
(I-4) Lemme : Si w et w' sont deux mots isomorphes & gauche,

alons
u(w) = u(w') eta(w) = a(w').
Définition : Soient a, b, c,d quatre &Léments d'un demi-groupe D.

On dit que s<D est solution de £'2quation ab=cd 44 as=c oL
8d =b ou 44 a = cs et sb =

Lorsque w est un raffinement connu i w' et w", on écrit :
wvew'A W',
(I-5) Lemme (?7):Dans un demi-groupe D, £Les deux asserntiond sui-
vantes sont 2quivalentes :
a)- Deux factorisations de tout éLément de D
possedent un nafginement commun.
b)- Toute équation ab = cd possede une sofution

dans Dl.

Définition : On appelle demi-groupe équidivisible (7} tout demi-
groupe qui virnifie fLes assentions équivalentes du Lemme I-5

On remarque que si D est équidivisible, il en est de méme de Dl
et D°.
(I-6) Théoreme : (Knight et Storey)

Tout demi-groupe Libre est Equidivisible

Demonstration :

Soit wv = w'v' une équation dans <§X avec w = (xl, vesy X )
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v = (yl, cees ym), w' = (zl, ceny zp) et v' = (tl, cees tq). On
a donc :

(xl, se gy Xn, yl, Y ym) = (21,-0-’ Zp, t1’ sesey tq),
n + m = p+tq, les lettres correspondantes des deux mots sont deux

[ 1)

deux égales.

+ sin=palorsm=qetl 63:}1( est solution.
+ si n<p alors (zn+1""’ zp) est solution.

+ si n>p alors (x

41 ...,xn) est solution.

La réciproque de ce théoréme est inexacte.

§2-Demi-groupes de Knight-Storey-Kasahara.

(2- 1) Lemme : S{ B est un complexe d'un demi-groupe D, 84
<B> = D, fes assertions suivantes sont équiva-

Lentes :
(a) - B = p-D?
(6) - B D-D°

(e} - n>1 entraine B NB = ¢
Démonstration :
I1 est clair que (a)== (b) == (c) montrons (c)=>(a). D'une part

si bEB et si b = dd', comme D = (B> on aurait

n+p
b(ble“'bn) (clcz...cp) avec bi et c:i dans B, donc b€B avec

n+p 22 ce qui est contradictoire ; par conséquent
BCD - p?
D'autre part, si x€D-D2, comme <(B> = D, on peut é&crire
X = b1b2"'bn avec bi€B, et d'aprés (¢), n =1, donc x = ble B.

D-D2 CB
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Definition. On appelle demi-groupe de Knight-Storey-Kasahara
ou KSKedemi-groupe tout demi-groupe D tel que <-D%> =D .
On dit alons que (D-D> est £a KSK-base de D .

(2-2) Thioaeme : Tout demi-groupe Libre est un KSK-demi-groupe

Démonstnation : Conséquence immédiate du lemme 1-1.

La réciproque est inexacte ; le demi-groupe 1

ci-contre est un KSK-demi-groupe de base

= {a} , mais n'est pas libre.

o o o |m
o o o |¢
o O O |o

o o »

Cet exemple montre qu'un KSK-demi-groupe peut posséder des zéros

3 gauche ou i droite ; par contre :

(2-3) Lenme : Dans un KSK-Demi-groupe, <i£ n'existe ni éLiment
neutre & droite, ni &Lément neutre a gauche.

Démonstrnation : Si e est un élément neutre i gauche d'un KSK-demi-

groupe D, e peut s'écrire e = blhz"’b avec b.€B ; donc :
1

+
b_=b,b,...b.b €B" " avec b €B et n+l > 2 ce qui est absurde.
n 172 nn

On peut remarquer que si D est un KSK-demi-groupe
sans zéro alors D° n'est pas un KSK-demi-groupe ; en particulier

‘5; n'est pas un KSK-demi-groupe.

Définition : Soit p un demi-groupe ; on dit que deux éLéments x
et y de D sont indépendants d gauche 84 R et R sont deux 2Lé-
ments {incomparables de £'ensemble ordonné D/& Tou,te partie A

de D dont Les &féments sont deux d deux indépendants a gauche
est appeliée partie Libre & gauche.
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-~

est irréductible 3 gauche si :
4 °v acﬁp

On dit que p est irréductible s'il est irréductible 3 droite

On dit que pt:-:D-Ud

aIJ p entraine a €U

et a gauche.

(2-4) Théoneme : Dans un KSK-demi-groupe, La base est une parntie
Libre maximale ; c'est L£'ensemble des Eléments
Aveductibles.

Démonstnation : + Soit B la base d'un KSK-demi-groupe D ; puig-

que BQD-DZ,les éléments de B sont irréductibles d droite et J
gauche.

+ B est une partie libre & droite et 3 gauche :
si par exemple b et b' sont deux éléments distincts de B et si
bD\b', alors il existe x dans D tel que b' = bx. Comme <B> = D

= ! - n+}l
alors x blb2 bn avec bi B et b bblbz"'bn donc b'eB
ce qui est absurde.

+ C'est une partie libre maximale, car si L
est une partie libre contenant strictement B, si y € L-B, comme
(B =D, y = bl...bn avec bi€B cL, donc le[y ce qui contredit¢
la liberté de L.

+ Soit P l'ensemble des Eléments irréductibleg
de D, on 2 BCP ; montrons l'inclusion opposée. Soit p€P ; Comm
<B> =D = «sob .
s P b1 e donc le\p Comme p et b

sont irréductj-
bles, ~b1D|p entraine bla’p. »

1

En particulier, leb » c'est-3-dire : il existe ch1 tel que

b1 = px. Comme blfD on a nécessairement x = 1 et p = blfB.
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(2-5) Lemme : Soit D un KSK-Demi-gnoupe de base B et m : & —>D
L' homomorphisme canonique swrfectif.m est un
Lsomonphisme 84 et seulement 84 D est Equidi-
visible.

Démonstration : + Si 1v est un isomorphisme, D est un demi-groupe

libre, donc est équidivisible (2-2).

+ Si D est équidivisible, |t est injectif :
Supposons que b1b2'°'bn = CyCpeeec = d avec bi et cj &léments
de B. Ces deux factorisations de d possédent un raffinement com-

mun (el, cees ep). On peut supposer que chaque e € B. Alors,

k

(el, ooy ep) = (bl’ ey bn)’ sinon au moins 1'un des bi ad-
mettrait une factorisation ce qui est absurde. On a donc :
(bl’ crey bn) = (el, ceey ep) = (bl’ e cuP.
[2-6) Théoneme : (Knight et Storey)

Tout KSK-demi-groupe équidivisible est Libre.

§3-Demi-groupes a Longueur maximum de factorisation.

Notation. On note Zg(D) ou Zg 1'ensemble des zéros i gauche

du demi-groupe D, et Nd(D) ou Nd, l'ensemble de ses éléments
neutres a droite.

Déginitions. 1) - On dit que D est un demi-groupe de type (R)
d gauche (2) si : (YdeD)(Nd'€D)(dd' = dgdezg ou d'€Nd)-

On appelle demi-groupe de type (R) tout demi-groupe de
type (R) 3 gauche et i droite.

2) - On dit qu'un demi-groupe D est un demi-groupe
d longueur maximum de factorisation si :
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(¥deD)(Anen® (v w eiwD)( m(w) = d&=>1(w)¢n).

(3-1) Lemme : a) - Zout demi-ghoupe Libre est un demi-groupe
a Longuewr maximum de factorisation.
b) - Un demi-groupe & Longueur maximum de gacto-
nisation est de Zype (R} sans idempotent.

Par contre, un demi—-groupe 3 longueur maximum de factorisation
(m€me simplifiable) n'est pas nécessairement un demi-groupe :
D ={x€t ; lxl 22} est, pour la multiplication usuelle, un
demi~groupe 3 longueur maximum de factorisation ; il n'est pas
libre puisque 2.2 = (-2)(-2). De méme, un demi-groupe de
type (R) sans idempotent n'est pas nécessairement 3 longueur
maximum de factorisation (6). On remarque encore qu'un demi-
groupe 3 longueur maximum de factorisation est nécessairement
infini mais pas nécessairement simplifiable.
(3-2) Théoneme: (Kasahanra)
Tout demi-ghroupe a Longueur maximum de facto-
nisation est un KSK-demi-ghoupe.

Démonstrnation : + Soit D un demi-groupe i longueur maximale

de factorisation ; posons B = D—D2 et montrons que <B> = D,
+ Soit d€D ; il existe neN*tel que

= ~ — ¥, 3_
d = d1d2"°dn entraine m¢n. donc M = {ne€lN™; d_dldz"'dm==>m*n}#'

Soit kel¥ 1e plus petit &lément de M.
+ I1 existe bl’bZ""’bk dans B tels que

d=b1b2---bks car si d€:Dk alors l'entier k-1 serait un &lément

de M. Donc il existe dl’ coey dk tels que d = dldz"'dk° Pour

1Lk k, di B car si 1'un des di n'est pas un élément de B, il
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peut se factoriser, et d possé&de une factorisation de longueur

supérieure 3 k+1 ce qui est absurde. D'ol le résultat.

La réciproque de ce théoréme est inexacte (6). De
3-2 et 2-6, on déduit :
(3=3)Theonéme (Knight et Stonrey)
Tout demi-ghoupe Equidivisible & Longuewr maxi-
mum de factonisation est un demi-groupe Libnre.

§4-Demi-groupes de Tamura-Aubert.

{(4-7) Lemme : Soit B un complexe d'un demi)groupe D tel que
B0 = D ; Les assentions suivantes sont Equiva-
Lentes :
al - B est minimal (pour £'inclusion) dans £'en-
semble des complexes X de D tels que x0'= D

b} - B est un complexe Libre.

Démonstrnation : + Supposons que B soit un complexe minimal
dans 1'ensemble des complexes X de D tels que XD1 = D et ne soit

pas libre. Par définition, il existe deux &léments a et b dis-—

tincts de B tels que, par exemple, bD|a. Posons X = B-{a} ; on

ab X donc : bD|a===>aDlng1§XD1.

Alors : D = BD]' = (XU{a})Dl = XDlU aD1 = ){Dl avec XCB ce qui

est absure.
+ Soit B un complexe libre tel que BD1 = D.
Si B n'est pas minimal dans 1'ensemble des complexes X tels que

XD1 =D, il existe un complexe Y tel que YCB et tel que YD1=D.
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Soit b€ B-Y ; comme b€YD1, il existe y €Y tel que yD\b.

Puisque y€Y et b ¢Y, on ay#b ce qui contredit la liberté

de B.

Déginition : On dit qu'un demi-groupe D est un demi-groupe de
Tamura-Aubert a gauche, ou un TA-demi-groupe &

gauche 8'iL possede un complexe £ibre B tel que
BD =B ;B est alons appelé une base & gauche
au sens de Tamuwra-Aubent ou TA-base 4 gauche.

On appelle TA-demi-groupe tout TA-demi-groupe 3 droite et 3

gauche et TA-demi-groupe fort tout TA-demi-groupe tel que toute

TA-base 3 droite est une TA-base i gauche et réciproquement.
I1 est évident que :
(4-2) Lemme : Pour un complexe B d'un demi-ghoupe D , Les deux
assentions sulvantes sont gquivalentes :
a) - Bp! =D

b) - Pour tout deDil existe b€B tel que R ¢ Rd‘

{4-3)Theoneme : Tout KSK-demi-groupe D est un TA-demi-groupe
gort et La KSK-base de D est une TA-base de D.

Démonsination : Soit D un KSK-demi-groupe de base B ; d'une

part, B est libre (2-4) ; d'autre part, puisque <B> = D, pour

tout d€D, il existe b €B tel que R.bé R,, donc BD1 = D(4-2).
de

Remarque : La réciproque¥4-3 est inexacte ; (&'; est un TA-

demi-groupe fort mais n'est pas une KSK-demi-groupe

(4-4) Theoreme (Tamunra)

Dans un TA-demi-aroupe & gauche D, deux TA-bases

a gauche sont Zquipotentes.Si D est une TA-base a gauche de D,
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si,D posséde un éLément neutne, B = {u} avec u €U, ; Sinon B
est un systime neprisentatid d'éLements wvBductibles

Démonsiration : + Notons )6 (D/9L) 1'ensemble des &léments mi-
nimaux de D/¥,; et soit B une TA-base 3 gauche de D. Si b€B
alors R.b€ JED/R) ; sinon il existe d€D tel que Rd <Rb. Comme

-~

B est une TA-base a gauche de D, il existe b'€ B tel que

Rb' <Rd (4-2) ; on a donc Rb'< Rb ce qui est absurde puisque

B est libre i gauche.

L'application b +—> Rb de B dans %(D/&) est injective car B
est libre a gauche ; elle est gurjective car si Rxﬁ)G(D/a),
d'aprés (4-2), il existe b €B tel que Rb‘< Rx ; comme Rx est

minimal dans D/R, on a R.b = Rx‘: C)G(D/&) .
Card B = Cardc)'C(D/ ﬁ).

+ S1 D est unitaire, alors JG(D/&)-‘{Ud} .
Comme {1} est une TA~base 3 gauche, on a Card B = 1 et B = {u}

avec uéUd.

Si D n'est pas unitaire, dire que Rb€JC(D/Q;) équivaut 3 dire
que b est irréductible a gauche. Comme B est libre i gauche et
que Card B = CardJ6(D/R.), B est un systéme représentatif d'élé-
ments irréductibles 3 gauche.
(4-5) Conollaire (Aubenrt)

Un TA-demi-groupe a gauche est réunion de ses

idZaux principaux & drodite maximaux.

En effet, xDlg.,yDlﬁ= Ry&Rx ; donc le est un idéal

a droite maximal si et seulement si RdEJG(D/Q). Si d€D, d'aprés
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(4-2), il existe bEB tel que RbQRd donc tel que dEbD1 ol bDl

est un idéal 3 droite maximal.

Remarque. Soit D un demi-groupe non unitaire ; si JC(D/Q\)n'eSt_
pas vide, un systéme représentatif d'&léments irréductibles 3
gauche n'est pas nécessairement une TA-base 3 gauche, méme si
D n'est pas unitaire. Par exemple, soit D1 un demi-groupe de

carré nul, D, = {ezl on pose D =D UD,U {o} ; on définit sur

1

D une loi prolongeant celles de D, et D2’ tous les autres pro-—

1
duits étant nuls. &ezﬁ est un systéme représentatif d'éléments
irréductibles 3 gauche. Ce n'est pas une TA-base i gauche car
"= e 0}
= CD.
e2D eys 0 D
On peut préciser ceci en remarquant que lorsque D
n'est pas unitaire et que JC(D/@) n'est pas vide, un systéme
représentatif d'éléments irréductibles i@ gauche est une TA-
base 3 gauche si et seulement si pour tout x €D, il existe
€ £LR .
b€B tel que R.b "

Déginition : On dit qu'un complexe B d'un demi-groupe D est
une pseudo-base a gauche de D 84 B est une partie Libre a
gauche maximale

(4-6) Lemme : Toute TA-base a gauche est une pseudo-base &
gauche.

Démonstration : Soit B une TA-base i gauche de D ; par défini-

tion, B est libre i gauche. Si B n'est pas maximal, il existe
boéB tel que BU{bo} est libre. Comme bo €D, d'aprés (4-2),

il existe b€ B tel que Rb < 1%0. Puisque boéB s On a en fait
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¢ i i i & u .
Rb Rbo, ce qui contredit la liberté de B {bo
Le lemme suivant montre que la réciproque de (4-6) est

inexacte : toute pseudo-base a gauche n'est pas nécessairement

une TA-base 3 gauche.

.

{(4-7) Lemme : Dans tout demi-groupe, {L existe une pseudo-base

a gauche contenant une partie Libre a gauche
donnée.

On peut faire un classement des demi-groupes de la fagon
suivante :
lére classe : les demi-groupes sans TA-base & gauche ; par

exemple N muni de la loi x#y = min(x, y)

2éme classe : Les TA~demi~-groupes agauche possédant des
pseudo-bases 3 gauche qui ne sont pas des bases 3 gauche. C'est
le cas par exemple de tout demi-groupe commutatif unitaire prin-
cipal qui n'est pas un groupe.(il existe de tels demi-groupes :
le demi-groupe multiplicatif de tout anneau 3 valuation dont le
groupe de valuation n'est pas discret) Un tel demi-groupe est
avec TA-base ; par contre si aD est un idéal principal propre

{a} est une pseudo-base a gauche et n'est pas une TA-base &

gauche de D

-~

3éme classe : Les TA-demi-groupes 3 gauche tels que toute
pseudo-base 3 gauche est une TA-base a gauche. Concernants ces
derniers, on peut énoncer le théoréme suivant qui étend au cas

non commytatif un résultat de AUBERT (1).

(4-8) Théoneme : Si D est un demi-groupe unitaire, fes assertions
sudvantes sont equivalentes :
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a) Tout pseudo-base a gauche est une TA-base a4 gau-
che.
b) D est un groupe.

Démonstration : (b)==> (a). Si D est un groupe, une pseudo-

- -~

base 3 gauche est nécessairement réduite 3 un élément x et

xD = D.

(a)==(b) . Soit e 1'élément neutre de D ; B = &g} est une

TA-base 3 gauche de D. Soit d€D ; d'apérs (4-6) comme d est

libre 3 gauche, il existe une pseudo-base & gauche M contenant

[d}. Par hypothése, M est une TA-base & gauche ; d'aprés (4-4)
 Card M = Card B=1 donc M={d}

Comme M est une TA-base 3 gauche dD = D, donc il existe y€D

tel que dy = e ; d est inversible & droite dans D. D est un

groupe.

Remarque. On démontre (8) que dans un TA-demi-groupe 3 gauche,

si B est une TA-base 3 gauche, les translations i gauche sont

entidrement déterminées par les applications £ : B—— D

telles que

(V (b, b') €B B)(V (x, y) €D _D)(bx = b'y= £(b)x = £(b")y)

DEUXIEME PARTIE : Atomicité

§1-Demi-groupes atomiques 4 gauche.

On pose Z = ZgUZd (c'est un idéal bilatére) et D¥* = D-Z. On

appelle &léments non nuls les &léments de D¥

Définitions : 1)0n dit qu'un demi-groupe D est atomique & gauche
8'4L possede un complexe B, formé d'éléments g
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ductibles a gauche et tel que

-
<B> =D Ud

2) On dit qu'un demi-groupe vérnigie La condition
84 Ng = @ ou AL Ng = {eD}.

Exempfe : Tout demi-groupe simple a droite est atomigue d gauche,
car dans un tel demi-groupe, tout élément est irréductible 2
gauche.

(1-1) permet de comnstruire de nombreux demi-groupes

atomiques 3 gauche.

(I-1) Théondme : S D est un demi-groupe de type (R) & droite
virnigiant La condition Ng , 44 D/Ret D/ véni-
§ient La condition minimale alors D est un demi-
ghoupe atomique & gauche.

Démonstrhation : a)-Tout élément de D - U admet un diviseur i

gauche irréductible & gauche.

On sait (2) que dans un demi-groupe de type (R) d'un

~ . . = = . - . : ]
coté on a : Ud Ug U. Soit d€D-U tel que Rd1<Rd Si d1 n'est
pas irréductible 3 gauche, il existe d2€.D—U tel que Rd <Rd .

2 1

Ce raisonnement est fini ; sinon, il permettrait de construire,
par récurrence, une suite strictement décroissante de D/®R, ce
qui est absurde puisque D/®R, vérifie la condition minimale.

b) - Soit d€D*-U ; si d n'est pas irréductible
3 gauche, d'aprés (a), il existe P, irréductible 3 gauche tel
que d = pldl' Comme d n'est pas irréductible i gauche, on est

assuré que d1¢ U. Puisque Z est un idéal bilatére de D
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¥ _ . ' e .
p1d1¢ Z—— d1¢Z donc d1€ D"-U. S1 d1 n'est pas irréductible

a gauche, on peut refaire avec d1 le raisonnement tenu pour d.
Ce procédé est fini ; sinon, par récurrence, il permet de cong-

truire deux suites (pn)n>,1 et (dn)n>,1 ol p_ est irréductible

- * _ . .
3 gauche, dneD -U et telles que dn = pn+1dn+1' En particulier,

d d donc L
n

L
n+1l D £L4

n+l n

4 . Comme D/ vérifie la condition minimale,

la suite décroissante (Ld )n est stationnaire. Il existe done
n

y1

un entier n 1 tel que Ld = Ld . Comme D est un demi-groupe
n+l n

de type (R) i droite vérifiant la condition Ng'

1 -
dn+1€ Ldt=1=-—> Jueu(d) d 41 = udn.

Alors : d_=1p

n n+1dn+1 =P

n+1ucln 5 puisque dn¢z, que D est de

type (R) et vérifie la condition Ng

dn+1 = Pn+1udn ipn-ru = eD='\’ pn+1€U ce qul est
contradictoire.

Remarque : Ce théoréme est une généralisation du résultat sui-
vant (DUBREIL Algébre-Gauthier-Villars th. 6 P. 217) : "Si D

est un demi-groupe commutatif, unitaire, simplifiable, si D/R,

vérifie la condition minimale, tout &lément de D qui n'est

pas une unité est le produit d'un nombre fini d'éléments irra—
ductibles.

Exemples : 1) - Tout demi-groupe fini, de type (R) i droite et

vérifiant la condition Ng est un demi-groupe atomique 3 gauche,

2) -D={x€Z ; |x| # 1} muni de la loi x*y

x|y|
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est un demi~groupe de type (R) a gauche vérifiant 1la condition
Nd ; D/R et D/® vérifient la condition minimale donc D est un

demi-groupe atomique 3 droite.

La notion de demi-groupe atomique d'un coté est
latéralisée : on peut construire un demi-groupe atomique 3
gauche qui n'est pas atomique 3 droite. Voir "BOUVIER A. Demi-
groupes avec bases — Séminaire P. LEFEBVRE 69/70 Exposés 14 et
15 Dep. Math. Univ. Lyon 1."

(I-2)Théoneme : Pour qu'un demi-groupe atomique a gauche s04it
un TA-demi-groupe & gauche, 4L sufgit que £'une
des conditions sudlvantes s0it néalisée :

2, * D ; Zg =0 ; Zg =0
A4 en outhe Ng = @, tout systeme rneprisentatif
d'éléments inéductibles a gauche de D est une
TA-base a gauche de D .

Démonstrhation : + Si Ng # @, D est un TA-demi-groupe 3 gauche ;

supposons donc Ng # 0.

+ Nous avons déjd vu que lorsque Zg =D, D est

un TA-demi-groupe & gauche.

+ Si Zg = @, soit I un systdme représentatif
d'éléments irréductibles 3 gauche. I est libre 3 gauche. Soit

d €D ; deux cas sont possibles :

Si de Zd’ si 1'on désigne par B un complexe de D formé d'élé-
ments irréductibles 3 gauche, pour tout &lément b€B on a Rb<Rd.
Si d €D*, il existe b€B tel que R <R;. Comme I est un

systéme représentatif d'éléments irréductibles a gauche, il
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existe p €I tel que Rp = Rb‘ Rd. D'aprés le lemme 1-4-2, cela

-

montre que I est une TA-base & gauche de D.

+ 8i 2 = {0}, on voit de méme que si d €D*, il existe

€I tel e R ; comme pour tout p €I R ¢R
P el qu p$Rb ; pou ut p on a e Roo I est

une TA-base & gauche de D.

-~

Un TA-demi-groupe & gauche n'est pas nécessairement
atomique 3 gauche ; en effet, soit D un demi-groupe de carré
nul (c'est 3 dire un demi-groupe avec zéro bilatére w tel que
pour tout couple d'éléments xy = yx = w ; D1 est un TA-demi-~
groupe a gauche. Soient Dlet D2 deux demi-groupes isomorphes

-

au TA-demi-groupe 3 gauche précédent. On note e, et e, leur

1
€lément neutre respectif, w, et w2 leur zéro bilatére. On pose

E=DUD,uf} .B-= 1e1, ez} est une TA-base 3 gauche de E
mais E n'est pas atomique 3 gauche car ses éléments irréducti-

bles a gauche sont e, et e,, et (Slel, e2}> = {el, e, o} C E%,

Toutefois, on peut donner une condition suffisante

pour qu'un TA-demi-groupe & gauche soit atomique a gauche :

(1-3) Lemme : Pour qu'un TA-demi-groupe d gauche sans élément
neutre d gauche soit atomique d gauche, il suf-
fit qu'il soit de type (R) & droite et que D/

vérifie la condition minimale.

Démonstration : Il est facile de voir que dans un TA-demi-

groupe 3 gauche sans élément neutre & gauche, tout élément de
D admet un diviseur 3 gauche irréductible 3 gauche ; on peut

alors refaire la méme démonstration que pour le théoréme 1-1.



Demi-groupes avec base et demi-groupes atomiques

Remarques : Soit D un demi-groupe atomique & gauche, P 1'ensem-
ble des éléments de D irréductibles 3 gauche et non nuls. Sup-
posons P # . Alors

@ = {B; $cBCP et <B> = D& Ul #0

On peut au sujet des &€léments de poser les questions suivantes :

4 posséde~t-il des éléments minimaux pour 1l'inclusion ? Un é&lé-
ment minimal de est-il un systéme représentatif d'éléments iiré-
ductibles 3 gauche non nuls ? Un systéme représentatif d'éléments
irréductibles a gauche non nuls est-il un élément minimal de ?
Nous connaissons quelques réponses 3 ces questions :

+ Tout &lément A de JEcontient un systéme représenta-

tif d'éléments irréductibles 3 gauche non nuls. Car si I est un

tel systéme, si p€1I alors p aja,...a avec a.€ A donc pﬁ;al.

+ Lorsque D est commutatif, les éléments minimaux de
J€ sont les systémes représentatifs d'éléments irréductibles non
nuls.

+ Dans @(p, q),{q} est un systéme représentatif d'élé-

ments irréductibles i gauche non nuls ; ce n'est pas un élément

de J€ car <{q}> D-U,.

+ Toujours dans &(p, q), {q, qu} est un élément mi-
nimal de J6 mais ce n'est pas un systéme représentatif d'éléments

S . - . 2
irréductibles i gauche non nuls de D puisque q et qp~ sont asso-
ciés 3 gauche.
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§2 - Demi-groupes atomiques

Définition : On dit qu'un demi-groupe est atomique s'il est
atomigue & gauche et d droite.

Dans un tel demi-groupe, tout &lément de D'—(Ud\JU )
. 1z I . g
posséde une factorisation en &léments irréductibles d gauche

(appelée factorisation compléte 3 gauche)et une factorisation

en éléments irréductibles a droite. Mais on n'exige pas qu'une
factorisation compléte a gauche soit une factorisation compléte

i droite, ni l'inverse.

On sait que tout demi-groupe D est immersible dans
un demi-groupe simple () : Théorsme de BRUCK (5). €(D) est
appelé demi-groupe de BRUCK associé & D. Tout &lément de € (D)

P . n ;
s'écrit de fagon unique qup avec m, n€N et x€D. La loi de

& (D) et soumise aux régles suivantes :

nn o] - -
pg=1;pq =1;p"=q°=1;px=p; xq = q.

On démontre également que si P = &pn} alors
nyo

R(a'kq?) = ¢'EGOP et U,( €0) = v, 0HP

(2-1) Théoréme : Atomicit? du demi-groupe de BRUCK
Le demi-groupe de BRUCK E(D) est un demi-
groupe atomique 84 et seulement s( D est
un groupe.

Démonstration : a) - Cherchons les diviseurs i gauche de

a-= qn:-:pn. On pose n = q(a). Il est facile de vérifier que 1'qp

a toujours : q(ab)> q(a).
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-

Par conséquent, si b divise a & gauche, alors
q(a)>q(b). D'aprés ce que nous avons dit plus haut sur les
classes 3 gauche modulo ® et les élément§ ir'wersibles 3 droite
dans g(D), les diviseurs 3 gauche de a = ql;cp , non inversibles

- -

3 droite et non associés 3 gauche 3 a sont de 1'un des trois

types suivants : - q]'§pk avec y¢R(x)

n- k .
- q yp avec o<n<i
- §pk avec ycf.Ud(Dl) .
b) - Si n>1 alors qn; pm est réductible 3 gauche car

n- m n~-1- m mtl - m
q9xXp =4 XpP 4q XPp

1

avec qn_1 x pm¢R(qn; pm) et qn- x pmfod(@(D)) puisque n-1l>o0.

¢) - Condition suffisante : supposons que D soit un
groupe et montrons que EM) est atomique. D'aprés ce que nous
venons de voir, si € (D) posséde des é€léments irréductibles 3

gauche ils ne peuvent etre que de la force q;'pk (car :—cpméud(&'(D)))-

D'aprés (a), un diviseur 3 gauche de q;'pk est soit de la forme
q;:pme qu)-P = R(q§pm) puisque D est un groupe, soit de la forme
q:-zpmeUd(e(D)). Donc tout €lément de la forme q:-cpk est irréduc-
tible 3 gauche.
£ (D) est atomique 3 gauche puisque
%" = (9% (g¥) ... (qxp™)

On verrait de la méme fagon que (D) est atomique 2
droite.

d) - Condition nécessaire : Supposons que D ne soit pas
un groupe, et montrons que dans ce cas &(D) n'est pas atomique.

1

Puisque D n'est pas un groupe : Ud(Dl)cD . D'aprés (b), les élé-
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ments de %(D) éventuellement irréductibles & gauche sont de 1la

forme q;pm ou §p

% Soit y¢Ud (Dl) ; les éléments de la forme q;cpm sont réducti-
s - 23- m_==m - m

bles & gauche car : yp ¢ X p = yqXp = qXp avec

= . 1 -2 -

yp2¢ Ud( (D)) puisque y¢Ud(D ) et yp ¢R(qxpm).

% Par conséquent, l'ensemble E des éléments irréducti-

bles 3 gauche de g(D) est un sous~ensemble de F{pm} x€D1 =F .

Comme {E)» C{(F) C&(D) - Ud(%(D)), on voit que D n'est pas ato-

mique 3 gauche donc n'est pas atomique.

(2-2) Corollaire : Le demi-groupe bicyclique est atomique.

car B(p, @) = E(fe}).

Remarque : Dans @(p, q) 1'élément qu3 admet q(qp3) pour fac-
torisation compléte 3 gauche et (q2p)pp pour factorisation com~
pléte i droite.

Dé{inition : On dit que D est un demi-groupe atomique fort si

Ud = Ug = U et si tout &lément de D¥-U posséde une factorisa-~
tion en éléments irréductibles (&léments qui sont i la fois
irréductibles a3 droite et & gauche). Une factorisation en él&é-

ments irréductibles est appelée factorisation compléte.

Tout demi-groupe atomique fort est atomique ; la récji-
proque est inexacte : €(p, q) est atomique mais n'est pas ato-
mique fort. Le résultat suivant permet de donner des exemples
de demi-groupes atomiques forts :

(2-3) Théoreme : SL{ D est un demi-groupe de type (R) , s4iID/Q,
et D/& virifient La condition minimale, alony
D est un demi-groupe atomique gort.
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Démonstration : Dans un demi~groupe de type (R), U

d = Ug’ les

notions d'irréductibilité 3 droite et @ gauche sont confondues

(3), les conditions Ng et Nd sont satisfaites. Il suffit donc
d'appliquer (1-1).

(2-4) Théorneme : Structure des demi-groupes finis de type (R)

44 D est un demi-groupe gini de type (R),
deux cas sont possibles :
- D est un ghoupe

- D est atomique font avec zéro.

Démonsthation : Dans un demi-groupe de type (R), deux cas sont

possibles : Zg =2,= ® ou Zg =2Z,= {o} .

+ Si Zg = Zd =@, si x€D, x est d'ordre fini, donc
. . . 0
il existe deux entiers n>m tels que x = x". Comme D est de

- . n-—m
type (R)sans zéro, cela entraine x = 1 avec n-m3l.

+ Si Zg =z = {0}, d'aprés (2-3), D est un demi-
groupe atomique fort avec zéro.
Remarques. 1) - Ce théoréme redonne le résultat classique : tout

demi-groupe fini simplifiable est un groupe.

2) - Un demi-groupe de type (R) fini avec zéro a b
n'est pas nécessairement la réunion d'un a o
groupe et d'un zéro comme le montre b o o

1l'exemple ci~contre. o c o

{2-5) Théoreme : Tout KSK-demi-graupe est un demi-groupe atomd-
que fort.

Démonstration : Soit D un KSK-demi-groupe et B la KSK-base. On

dit que D est sans él&ment neutre (Lemme 1-2-3), que les é&lé-
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ments de B sont irréductibles (Ihéoréme 1-2-4) et que <B> = D,

La réciproque de ce théoréme est inexacte ;:ﬁ;
est un demi-groupe atomique fort mais n'est pas un KSK-demi-
groupe.

(2-6) Théoneme : SL D est un demi-groupe de type (R) sans idem-
potent tel que D/R vérnifie La condition mini-
male Les assentions suivantes sont equivalentes
a) - D est atomique fornt

b) - D est atomique
c) - D est atomique a gauche
d) - D est un TA-demi-groupe
e) - D est un TA-demi-groupe & gauche
§) - D est un KSK-demi-groupe
Démonstration : Les implications suivantes sont triviales :

(a) > (b) >(c) et (d)==(e)
(¢)==(a) car dans un demi-gorupe D de type
(R), 1'irréductibilité & droite est équivalente 3 1'irréductibi-

lité 3 gauche, et D est sans idempotent, donc Ud =Ug = 0.

(a)==(d) d'aprés (1-2) (e)==(c) d'aprés (1-}
(f)==>(a) d'aprés (2-5) (c)==>(f) conséquence du lemme (2-7)
suivant :
(2-7) Lemme : Pour qu'un demi-groupe atomique & gauche 804t un
KSK-demi-ghoupe, <€ suffit qu'il s0it de type (R)
sans idempotent.

Soit B 1'ensemble des éléments de D irréductibleg

d gauche. Comme D est atomique & gauche, on est assuré que B
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n'est pas vide. Pour la méme raison, puisque D est sans idempo-
~ . n

tents <B> = D. Il nous reste A prouver que si n»2 alors BAB =@.

Supposons le contraire ; si b€ BAB" avec n32, on peut écrire

= s . €
b b1b2 bn avec b1 B

On a donc b1D|b. Comme b est irréductible & gauche et que
U, = ?
by lb=— b ®b
Comme D est de type (R) Rb = {bu s u eU(Dl)} = {b} ; par con-

séquent b1 =betb-= bb2b3...b

Or dans un demi-groupe de type (R) sans idempotent, on a néces—

~

sairement pour tout d et d' de D : dd' # 0. D'ol une contradic-
tion.
Définition : On appelle demi-groupe i factorisation unique a

gauche tout demi-groupe D qui vérifie les conditions suivantes :

¥ D est atomique

¥ Dans D, les notions d'irréductibilité a gauche
et a droite sont confondues.

% Deux factorisations complétes d'un élément de

D*-Ud sont isomorphes & gauche (§I-1).

o - . . . -

37& et %Fx sont a4 factorisation unique 3 gauche.
Mais un demi-groupe 3 factorisation unique & gauche n'est pas
nécessairement un demi-groupe libre. On peut remarquer que tout

demi-groupe 3 factorisation unique 3 gauche est atomique fort.

Déginition : On appelle demi-groupe prééquidivisible 3 gauche
tout demi-groupe D tel que deux factorisatinns d'un &lément

de D‘-Ud possédent des raffinements isomorphes 3@ gauche dans Dl.
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I1 est clair que tout demi-greupe équidivisible est

- -~

prééquidivisible 3 .gauche et & droite.

(2-8) Théoreme : Tout demi-groupe a factorisation unique & gau-
che est prééquidivisible a gauche.

Démonstration : Supposons que dﬁD"‘-Ucl posséde deux factorisa-

tions w, = (al, ey an) et w, = (bl’ cees bp). Puisque Z est un

idéal bilatére de D : d§ 2 =>aif—Z et bj‘f-Z. Puisque D est &

factorisation unique 3 gauche, on peut raffiner Wy et W, en rem-

plagant les a, et les bj par l'une de leurs factorisations com—

plétes. On obtient :

w', = (°1"°"cn9$w1 et w 9 = (d1’°"’dq)<w2'

Dans w'l et w'z, "absorbons" les unités (on peut le faire a
droite ou 3 gauche, car les notions d'irréductibilité 3 gauche
et 3 droite sont confondues). On obtient ainsi deux factorisa-

tioms w"1 et w"2 telles que w"law'l, w"Z;w'2 et dont tous les

termes sont irréductibles. w"

1 et w"2 sont donc deux factorisa-
tions complétes de d ; par hypothése,elles sont isomorphes &
gauche. Comme les éléments qui les composent sont les éléments
non inversibles 3 droite de w'1 et w'z, nous voyons que les
éléments non inversibles de ces deux mots sont associés i gauche
(2 une permutation prés).

Sim=gq, il est clair que w'lm w'2

Supposons par exemple m>q ; alors, si

wor oo

AP (dl, ceey dq’ 1, ..., 1) ot 1 figure mq fois, w'z" raf-

fine w'2 donc W, i comme ses termes non inversibles sont ceux
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de w"z, il est clair que

L I | 1
w'2 nw 1

La réciproque de ce théor&me est inexacte : un
demi-groupe prééquidivisible a gauche n'est pas nécessairement
3 factorisation unique 3 gauche. En effet, le demi-groupe bi-

cyclique est équidivisible (7) donc prééquidivisible 3 gauche ;

mais il n'est pas 3 factorisation unique 3 gauche.

Remarque : On a donc la situation suivante :

‘—”"—”’,.JvFactorisation unique 3 gauQEE\\\\*

Libre prééquidivisi-

\ / ble
Equidivisible
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