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FORMULES EXPLICITES INTERVENANT
DANS LA DIVISION EUCLIDIENNE
DES POLYNOMES A COEFFICIENTS

DANS UN ANNEAU UNITAIRE
ET APPLICATIONS DIVERSES

S. AGOU
PREMIERE PARTIE.

Soit A un anneau unitaire.

Soit £ = Xn—olxn-l crem0, = (X—Xl)...(X-Xn) un polynOme
de degré n»! de A[X,X1 se e .,Xn] . Enfin soit keN™ un entier.
n-l .
On désigne par E o jXJ le reste de la division euclidienne
=0 ™
n-1

du mondme X' par le polyndme f dans A[Xl,...,xn] [X].
On se propose dans cette partie de donner les expressions
explicites des ak,j s j=0,...,n-1, Il est immédiat que pour
j=0,...,0-1 , ak’jEA [xl,...,xn] . Les formules de Cramer,
montrent que les coefficients ak,j pour j=0,...,n-1, sont
des polynOmes symétriques homogénes en les Xi , 1=1,...,n,

et par conséquent s'expriment 3 1'aide des coefficients

o5 » j=l,...,n  de f.
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

De fagon précise posons pour alléger les notations :

1 r r

(r,+...+r )! 1
1 n) 9, cee 0 M si u€éN
, rl!...r ! n

u r +2r t...tnr =u
1 2 n

riel‘l i=1,...,n

i =0 si -n+l £u<o
u

7

et

(si nyl)

en convenant que 0° = 1.

Cecl étant on a :

(rl+...+rn-—1)! ;:| r, r
. = n
%%,j ; . ( rl!...r ! rn_t)cl..on
r1+2r2+...+n r =k+n-})-1 n
r. €N, i=

i

n
1

avec également :
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

PREUVES.

Etablissons tout d'abord que :

(1) O ey = Z kenN

k
) AL
i
el
on a : = L
: ak,n—l n—1
X ......'.'ll
1
LTS
n
mais : inm“l E Xn-1+k_l+...+o Xk_1 (mod. f) pour k)i.

|
—

Procédons par récurrence sur k. Pour k = 1 la formule (1)
est vérifiée. Supposons la &tablie pour tous les entiers au
plus égaux 3 k. Alors elle est vraie pour k+l , en effet,

-

cela revient a vérifier que l'on a :

\ ]

Ve ) tewo )

k+1 k k-n+l

les deux membres sont des polyndmes symétriques homogénes en
xl,...,xn de degrésk+l. Il n'y a donc qu'a vérifier 1'égalité
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

r r

. . - n
des coefficients des mondOmes cl . on dans chacune des

expressions, ce qui résulte aisément de 1'identité :

-1)! -
(rl+...+rnn i (r1+...+rn 1! R . (rl+...+rn D!
1 T " - eeosl ! [ -1
r il ! (r] nt r ) (rn DY
en convenant que (_})' =0

Etablissons maintenant les expressions des @ ; pour 0€j<n—1
(si n>1). ?

k+n k+n-1 _ n
On a : X = X.X = ak,n-lx + o0t ak,OX (mod. f£)

d'ol pour k30,

(1) OLk-‘-l,O = c’n- OLk,n-l
(ii) Yerl,j " on-j % .n-1 + %, 51 si  jl
L
de (i) on déduit que ak,O =0 - E .
k=1
On déduit de (ii) que :
“kr1,3 T %amj %konm1 T Tnmiel Cketgner Tt O o o

-~

ce qui conduit a l'expression :

1
- X .
ak,j = 5 (cn-j'*t kE_.t_l ) pour k€N~ et jyl

t=0

On tire de la relation & :
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Formules explicites intervanant dans Ia division euclidienne ...

t v

et donc %, " E <9 : TeetT it ;

k+n—-j=-1 k+n-3j-2

ainsi (t +...4r _1)! rn
*,j § r]!...'r ! ; Tnt)° "n
rl+2r +...+nrn=k+n-j-1 t=0

2
ri€lN y 1=l,...,n

pour k>l.

c.q.f.d.

Complétons les résultats qui précédent, en donmnant
1'expressum du quotient x(X) de la division Euclidienne
du mondme XKk+n-! par le polyndme £ = X0 - ¢ X0~ 1....0 .

1
k-1 '
On a : x(X)=Y (y_
t=0 k-l-t

En effet, posons o, = -1.

Il suffit de montrer que

n k-1 1
deg(xX* ™! 4 (Y °n-jXJ)(§- (2 ) x5 ¢ ol
3=0 t=0 k-1-t

k-1 k+n-1

n . .
: J ty o u
Ecrivons que (E Gn—jx )(_5 E X) E cux J

j=0 t=0 k-1-t u=0
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

Considérons les coefficients c d'indices u, ngugk+n-1.

avec 0<€j€n , O0£tsk~-1.

On voit alors aisément que ¢ =g = -1, et que si

k+n-1 o

néuck+n-1 (si k32) ¢, = 0, en vertu de la relation u .

Par consé&quent on peut &crire :

k=1
xk+“"'=(xn—olx“'l...—o ).(E (
b 0

t=0 r +2r +...+nr =k-1-t
i 2 n

rl 5o rnélN

+'..+
(r rn)! r r

1

r,!...r !
1 n

n-1
(r +...4r =i)!
1 n
o O T
3= rl+2r +...+nrn=k+n—J-l 1 n’
rl,.,rnetN

~~
=

r r .
1 J

) o ...0 ")x .

=0 © t 1 n

DEUXIEME PARTIE.

APPLICATIONS.

1. Identitésdans les corps finis.

Prenons pour A le corps fini F .
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

. 2
a/. Soit f = X" - olx- ozequ [X] .

x? 1
' q
) x2 1
. 8l cl+402# 0 alors = o—_—
q-1 % 1
X, 1
en désignant par x, et x, les racines de f dans Iﬁ’qz
! ot
par suite : } = (of + 402) 2

q-1

. 2 1z
. 81 0, + 402 = (), considérons la congruence.

' 1

y—.x+02E (mod. f£)

q-1 q-2

x4

si on la dérive il vient
]

- 5 = yf' + x'f, en désignant par x le quotient de la
q-1

division Euclidienne de X% par £.
1

et donc E =0

q-1
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

Ainsi dans tout corps fini Fq on a 1'identité :

-1 (r +r,)! r r
(02+4o)iz—= § ——1|2 o' o2
1 2 r,!lr,! 1
rl+2r2=q—l 1°72
rl,r2€N
b/. On peut établir de méme d'autres identités dans F
par le méme procédé.

Par exemple prenons f = X3 -0 X2 -0.X = 0361Fq [X] et

1 2
désignons par x, X,, X, ses racines dans [F 6 . On asiles racines
sont distinctes : 9
qz 2
x1 x] 1 xl x] 1
12 '
q' = . = 2
%, X, 1 Ez § avec § X, X, 1
-2
2
X X 1 x2 X 1
3 3 3
mais
q2 q2 q6 q4
x1 xl 1 xl x] k xl Xl 1] g
q2 q2 q6 q4
X, X, 1 = % %, 1 =~ % x, 1
2 q2 q6 q4
X X, 1 X4 N 1 Xq X, 1
1] ] 2
Ainsi } § = (- 8. E )q
q -2 q4-2
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For Formuies explicites intervenant dans la division euclidienne ...

] 2 2 \}
et comme § # 0 E = (-l)‘:l 64 _1-;. .
2

q -2 q4-2
Si donc on désigne par D le discriminant de £ (D = 62)
on a : Z = (-l)q D 2 . Z
q2_2 q4_2

Supposons désormais la caractéristique de Fq différente de 2.

Supposons qu'il y ait une racine triple.
2
Ona:Xq—ot2 Xz—az X-a2 =x £
q°-2,2 q°-2,1 q°-2,0

En dérivant deux fois il vient « 9 =0 .
q -2,2

Un calcul é€lémentaire montre que,

2 2 3 3 2
D= 0,0, * 402 - 401 aq = 2703 - 18010203

finalement :

si D # O on a dans tout corps fini IFq la relation :

v ___:1_ '
) Byt qu )

q2-2 q4-2

si f a une racine triple, 1'identité précédente subsiste

dans les corps finis dont la caractéristique est différente
de 2.
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

2. Conditions suffisantes d'irréductibilité d'un polyndme
i coefficients dans un corps de nombres algébriques.

Soient K un corps de nombres algébriques, A 1l'anneau
des entiers de K et f un polyndme de K [X] de degré myi.
Pour étudier l'irréductibilité de f sur K, il est laisible
de supposer que f est monique et qu'il appartient & A [X] .

Soit P un idéal premier non nul de A de norme q.
Pour tout entier s, l¢s¢n , on désigne par Es 1l'ensemble
des suites strictement décroissantes de s entiers de 1'in-

tervaltle [O,n—ﬂ . 81 v = (il,.,.,is)_est une telle suite,

1 1 1
on dénotera par q[V 1l'entier q ', q 2, cee + g 5.

vl

. v
Enfin 1'ensemble des veES tels que @ {n-l sera noté E;

Si § est le morphisme : Alxl = A/f) {x1, une condition
suffisante pour que f soit irr&ductible sur K est que ¢(f)
soit irréductible dans A/§ [X] . En utilisant des résultats
établis dans [l] et [2-\ on a donc, avec les notations pré-
cédentes la :

PROPOSITION. Soit £ = X" = o, X" ' ... un polynime monique
de A [X} , de degré nyl. Si1 pour tout entier

sefl,...,rﬂ on a :

(r,+...+r -4)!
1 n
YO 2
— e vl . toor !
j=0 veEs ES rl~i-2r2+...+nrn q j 1 n
r],...,rné‘_’\N
Ty Ta 3 s
(5_ r_)o o™ - S e ) XD 0 e plx]
t=0 veEs a
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

alors le polyndme £ est irréductible sur K.
(6 vl . désigne le symbole de Kronecker, et, par convention,
q »]

on a =0 siE' =@ pour un entier s).
7 s
veEs

3. Suites définies par certaines relations de récurrence

linéaires.

Soit A un anneau commutatif unitaire, n un entier 21

et 250053 m éléments de A.

Soit la suite (um)me définie par la relation de

N
é = + ..
récurrence Ueen a; uk+n-l + an u pour k>0,

et les valeurs initiales U seees U €A.

Nous allons dans ce paragraphe établir l'expression

explicite de Wopn a4 l'aide des coefficients 3 5eees @,

seeey U .

et des valeurs initiales u -1

Pour ce faire, considérons une infinité d'indéterminées

(xi)ie N et soit <L 1'idéal propre de A fxil engendré

i€l
par les polyndmes :

Xern ~ Cr¥iam-1 oot 350 k0.
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

, alxl; o
Désignons par B le A-module —%c——— et par uj la

classe de Xj dans B. On identifiera les éléments de A

et leurs classes modulo ¢ . Dans A [X] ,» la division
e ge k+n n n=-1
Euclidienne de X par X© —~ a]X -+. ~ a permet

d'écrire : -1
gk (xn_a]xn-l“__an) x(X) + E %t
0 3

avec «a . =
k+1,) r, +2r +...+nr_=k+n-j

rielN i=?’,2, ceesll

(r1+...+rn-i)! 5-J— r, r
( LU RN veed
t=0

1
rl....rn!

en désignant par x(X) le quotient. On fait de B une algébre

sur A en posant u..u., = u. . pour O(1<n—l. On vérifi

% i'%y i+ p 0% i3 -4 e alors
aisément que u..u. = u, . pou i € .

q 1Y i4] pour (i,j)€IN xN

Soit alors y le morphisme d'algébre A [X] B, défini par
q;(XJ) = uj pour JEN.

On déduit, en appliquant 3 1'identité précédente le

morphisme ¢ que : W, =
= 5 — (T, +...4r_-1)!
= Z ( [ rl' ‘ nr -
3=0 rl+2r2+...+nrn=k+n—j A
r],...,rn€1N ‘
r
(g rn—t) cee @ ™ u,.
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

Donnons une conséquence immédiate de cette formule .

Soit maintenant © 1'endomorphisme du A module libre
n-!

E Au, , défini par 0{u.) = u, pour i 0. La matrice
1=0 i 1 1+1

-~

de © par rapport 3 la base uo,...,un_l est @

0 0 a
n
1 0
M = 0 1, .

Cette matrice a pour polyndme minimal le polyndme :
X" - a Xn-l !
1 n
Désignons par (um) la matrice unicolonne, dont les &léments
sont les composantes de u sur la base uo""’un-l' On a
les relations
Ve -
(u)) (

un+k)
W) =

un+k+1)

n+k
M (.un-l ) = (u2n+k-l )
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Formules explicites intervenant dans la division euclidienne ...

il en résulte pour k>0 que :

%p+1,0 %+2,0 " %k+n,0
TR I S 2,0 U Yeen,
%+1,n-1 %+2,n-1 """ %k+n,n-1] -
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