MAURICE POUZET
Sur des conjectures de R. Fraisse

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1970,

tome 7, fascicule 3
,p-55-104

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1970__7_3 55 0>

© Université de Lyon, 1970, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de
mathématiques de Lyon » implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Numbam
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1970__7_3_55_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR DES CONJECTURES DE R. FRAISSE

Maurice POUZET

INTRODUCTION.

Pour la comparaison des chaines (une chalne ou ensemble
totalement ordonné est dite inférieure i une autre chaine si
elle est isomorphe 3 une partie de cette derniére),R.FRAISSE
conjecturait dé&s 1948 que dans la classe des chalnes disper-
sées (chalnes ne contenant aucune partie isomorphe 3 la chal-

ne des rationnels) :

(1) Toute suite strictement décroissante est finie ;
(ii) Tout ensemble de chaines deux 3 deux incomparables
est fini ;
(iii) Toute chaine 3 une partition en un nombre fini d'in-
tervalles, chacun étant une chaine indé&composable
(une chalne est indécomposable si pour toute par-
tition en deux intervalles, elle est inférieure a

1'un d'eux).
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

Ces hypothé&ses ont &té récemment prouvées par Messieurs
E. COROMINAS et R. LAVER ; leurs méthodes sont trés différen-

tes, mais aucune n'est banale.

Ayant montré que ces trois hypothéses sont équivalentes
(Journées de Logique, Marseille 1968), ceci par des techmi-
ques &lémentaires ne faisant évidemment intervenir en rien
les résultats de E. COROMINAS et R. LAVER, nous avons voulu
mettre en évidence l'indépendance d'une telle équivalence

avec l'exactitude de ces hypothéses.

Pour cela nous considérons une classe préordonnée arbi-
traire et toutes les chaines dont les &léments sont &tiquetés
par des éléments de cette classe. Une chaine ainsi étiquetée

-

est alors inférieure 3 une autre chalne étiquet&e lorsqu'elle

-

est igomorphe 3 une restriction de l'autre, l'étiquette de
n'importe lequel de ses éléments &tant inférieure 3 celle de
1'élément correspondant. Nous montrons que l'équivalence en-
tre les trois propriétés citées subsiste pour les chaines
dispersées ou bien ordonnées ainsi &tiquetées. Bien entendu,
une de ces propriétés peut etre fausse, mais alors toutes

les autres le sont.

Ce résultat nous a permis de montrer d'une part que la
notion de prémeilleur ordre introduite par NASH-WILLIAMS
(1965) et utilisée depuis par R. LAVER dans sa preuve des
conjectures de R. FRAISSE, est identique 3 celle de P.JULLIEN

(1969), d'autre part qu'un prémeilleur ordre n'est autre qu'unm
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

ensemble préordonné pour lequel la classe des ordinaux éti-
quetés par cet ensemble vérifie 1'une quelconque de ces trois
propriétés.

Dans cet article nous exposons essentiellement 1'équi-
valence entre les trois propriétés ; un article concernant

les prémeilleur-ordres paraitra prochainement.

Ces nésultats ont ete annoncés dans une notfe aux
Comptes Rendus et exposés dans Le premier chapitre de notre
these de 3° cycle ; ils ont &té nepnis dans une fonme dif4é-
nente par R. FRAISSE (Abritement entre "nelations et spécia-
Lement entre chaines" 1970).
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

I - DEFINITIONS - NOTATIONS -

I-1-~

Ensembles ordonnés.

I-1.1 Dans ce qui suit, un graphe est une classe dont les

I-1.2

1_103

€léments sont des couples.

Pour un graphe £, on note Domf ou Df, resp. Imf,
la classe ayant pour €léments les x pour lesquels
il existe un y tel que (x,y) €f, resp. (y,x) € f ;
et pour toute classe X, f | X désigne la classe des
couples (x,y) tels que x€X et (x,y) €f. On utili-
sera, sans préciser davantage, les notions de gra-
phe opposé, de graphe symétrique, de composition

des graphes, etc., avec les notations de BOURBAKI{l}.

Une {onction est un graphe f tel que (x,y) €f et
(x,z) €f implique y = z ; on note alors y = f(x)

au lieu (x,y) €f. f est une gfonction de A vers B,
resp. une application de A dans B. Si Domf CA, resp.
Domf = A, et Imf CB. Ceci précisé, nous utiliserons,
avec la méme signification, les notions usuelles

sur les applications.

Une classe prnéondonnée, resp. ordonnée, est la don-
née d'une classe E et d'un graphe de préondre, resp.
d'ondne, E sur E, i.e.E est une partie de ExE telle
que la relation (x,y) € E soit réflexive (i.e.ap CE)

et transitive (i.e.£,EGE) resp... et de plus anti-
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I-1.4

Sur des conjectures de R. FRAISSE

symétrique (i.e.t (‘E-lQ;AE). E est appelé (pré)
ordne et <E,E> désigne la classe (pré)ondonnée.
Si E est un ensemble, l'ensemble préordonné est
alors le couplfe (E,E). Si E\JE—l = ExE, E est un
(pré)orndre total et <E,E> une classe fotalement
(pré)ondonnée ou (pré)chaine.
si E= Aes c'est L'ondrne discnet et <E,A;> est une
classe Libre ou antichaine. Enfin si ACE, on note
EA au lieu de ENaxa s c'est le (pré)ordre induilt
sur A par E. Si <E,E> et <E',E'> sont deux classes
(pré)ordonnées et f une application de E dans E',
on dit que f est une application croissante de
<E,E> dans <E',E'> si :

Vx Vy ((x,y) €E > (£(x), £(y)) €E)
Autant que possible, on désigne une classe (pré)
ordonnée par une seule lettre :
Si, par exemple, E' désigne <E,E>, alors E'-1 dési-
gne <E,E-1> et x€E' signifie x €E. Si aucune con-
fusion n'est i craindre, on note E au lieu de <E,E>;
x<y, lu x {nférieun a y, pour (x,y)€E ; x { y sa
négation ; x < y, lu x stuictement ingénieur a vy,
pPour x < yety f x et enfin x // y, lu x {ncom-

parable i y, pour x £ y et y £ x.

La classe des ensembles ordonnés est notée @; elle
est érigée en catégorie en prenant pour morphismes

les applications croissantes.
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

Un monomonphisme font dans cette catégorie {4} est
alors une application f de X dans Y, €léments de

@ telle que :

Vx Wy (xEXAyEXAxgy < £(x) § £(y)) i.e f est
un isomorphisme de X sur son image ; aussi, au lieu
de monomorphisme fort, on dit que f est un {s0omon-
phisme de X dans Y.

En accord avec R. FRAISSE {6},0 est préordonnée
par la relation : "if existe un {somorphisme de

X dans Y, éLéments de 0." qu'on note X ¢ Y. La re-
lation d'équivalence associée 3 ce préordre s'ap-

pelle Zquimonrphie.

Si deux ensembles ordonnés sont &quimorphes, resp.
{somonphes ont dit qu'ils ont méme genre, resp.
méme type d'ondre.De la méme fagon que KURATOWSKI-
MOSTOWSKI {11} page 86, on appelle gente, resp.
type d'ondne de 1'ensemble ordonné X, un objet mno-
té vy(X), resp. 1(X) tel que X &quimorphe & Y, resp.
X,isomorphe 3 Y, &quivaut 3 y(X) = y(Y), resp.

1(X) = 1(Y). La classe des genres, resp. des types,
d'ordres est notée I', resp. t ; elle est ordonnée,
resp. préordonnée, par : v(X) < v(Y), resp.

1(X) € 1(¥), si X £ Y. Les genres, comme les tyﬁes
d'ordres seront désignés par des lettres, o, Bes.
Si o est le genre ou le type, d'ordre de X, alors

a* est le genre ou le type d'ordre de X 1.
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

I-1.5 Dans la classe des ensembfes Libres, comme dans
celle des ensembles bien ordonnés, 1'équimorphie
coincide avec 1'isomorphie ; on peut donc considé-
rer les candinaux, ou les ordinaux, aussi bien com-
me genre que comme types d'ordres des ensembles 1li-
bres ou des ensembles bien ordonnés. La classe des
cardinaux Card, et la classe des ordinaux B sont

alors bien ordonnées.

L'ensemble des ordinaux strictement inférieurs a
1l'ordinal u, noté par exemple 0u est bien ordonné
et de type u, il sera souvent commode de l'identi-
fier 3 1 (cela revient 3 la définition des ordinaux
par VON NEUMANN). Si u est le plus petit ordinal
strictement supérieur 3 un certain ordinal, il est
dit {s80L&, non 48088 ou Lumite sinon ; si c'est le
plus petit des types de bon ordres ayant méme cardi-
nal, il est alors nitial. Rappelons qu'une partie
C d'un ensemble ordonné X est cof«nale dans X si
tout élément de X est majoré par un élément de C ;
e type cofinal d'une chaine X, noté cf(X) est le
plus petit ordinal pour lequel il existe une partie
de ce type, cofinale dans X. (On défini€ dualement
les parties coinitiales et le type cownitial d'une
chaine X, noté ci(X). Un ordinal est régulien s'il
est &gal 3 son type cofinal et singulien sinon.
Enfin, on dit que j est un antiordinal si u* est
un ordinal.
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

Dans la suite les notations concernant les cardi-

naux et ordinaux, sont celles de KURATOWSKI-MOSTOWSKI

{11}. Rappelons que pour tout ensemble E on note ?
son cardinal (au lieu de y((E,AE))) ; Xo et w sont
respectivement le cardinal et le type de bon ordre
de l'ensemble des entiers, lesquels sont identifiés
aux ordinaux, ainsi O et 1 sont respectivement le
genre de la chalne vide et le genre des chalnes 3

un élément.

Si (X ) est une famille d'ensembles ordonnés
deux & leébux disjoints, indexée par l'ensemble or-
donné J, on appelle 3—somme lexicographique des X.
notée z Xi, la réunion des X1 dont les elements,
déé«cgn& par les couples (i,x) pour ied et x€X
seront ordonnés par la régle de la premiére dlffe-
rence : i.e. (i,x) s (j,y) si "i < j dans:]ou i=3
et x < y dans Xi"'

Sidest l'ordinal u, resp.]'antiordinal u¥, la
u-somme, resp. la d*—somme du X est notée ZX

resp. t*x s et on dit somme ordlnale, resp. somme
i<y antlordlnale.1<u si c'est 1l'ordinal fini n on
dit somme finie notée X + Xl + ... Xn—l'

Avec notre définition, cette "opération" n'est pas
toujours définie (elle engendre néanmoins toutes
les chaines dispersées voir II-1.2). En général,

on considére la réunion disfointe de la famille X.,
i
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Sur des conjectures de R. FF AISSE

"les E€léments étant alors exactement les couples
(i,x) ordonnés d'apré&s la régle précédente ; ceci
permettant, lorsque tous les Xi sont é€gaux a un
méme X de retrouver le produit ordinal, noté dans
ce cas par X.ﬂ.

Ce distinguo est sans intérét dés qu'il s'agit de
types ou de genres d'ordres, la somme lexicogra-
phique étant "compatible" avec le préordre de

R. FRAISSE on peut la définir sur foufe la classe
des types comme des genres d'ordre. Par exemple,
si (ui)i.Ej est une famille de genres d'ordres imn-
dexée par 1'ensemble ordonné g; telle que XKAi)=ai,
alors ? ai est par définition égale 3 Y(? Ai)’
(les A; pouvant &tre pris tous disjoints de ‘maniére

évidente).

Les propriétés de la classe des ensembles ordonnés,
relativement au préordre de FRAISSE et 3 la somme
lexicographique, se généralisent 3 celle des A-ordres.

I - 2 A-ORDRES -

3 2%+ 3+ 1+ 13
A est une classe préordonnée fixée dans ce qui suit.

I-2.1 On appelle A-ondre, tout couple (X,f) dans lequel £
est une application de l'ensemble ordonné X dans A.
Si k désigne le A-ordre (X,f), X est son domaine,
noté Dk, pour x€X k(x) désigne f(x) et par suite

Imk dé&signe Imf ; enfin k-l est le A-ordre (X-l, £).
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I-2.3

Sur des conjectures de R. FRAISSE

Autant que possible on identifie (X,f) avec f ; en
particulier si X est un certain Ou, car il est

alors déterminé par f. Dans ce cas on dit u-4Zquence
ou 42quence au lieu de A-ordre, que 1l'on note
(E@); -

Si C est une classe d'ensemble ordonnés, C. A est
la classe des A-ordres dont le domaine appartient
a2 C. Si les éléments sont des chalnes resp. des
chalnes bien ordonnés, etc... ceux de C . A sont
des A-chaines, resp. des A-chaines bien ondonnées,
etc ... Par contre, si les é€léments de C sont des
ordinaux (ou plutdt des Ou, pour u ordinal) ceux
de C. A sont appelés déquences. Si C est érigée en
catégorie, il en est de méme de C . A, un morphis-
me de k dans k', éléments de C . A &tant un mor-
phisme h de Dk dans Dk' tel que i €Dk implique
k(i) € k'«h (i). C . A est préordonnée et on note
ksk' pour "Il existe un isomorphisme h de Dk sur
une partie de k' appartenant 3 C tel que i €Dk im-
plique k(i) s kth(i).

De la méme fagon que dans @, on définit dans C . A

les notions de genres et types d'ordres.

0. A est préordonnée au moyen des isomorphismes dé-
finis dans I-1.4. Les sous-classes considérées dans
la suite sont munies du préordre induit ; il en est

ainsi de la classe des A-chaines dispersées D, A
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(voir II), des A-chaines bien ordonnées B . A, des
A-chaines bien ordonnées dénombrables wy A ou des
A-chatnes finies w . A, comme de celles des séquen-

ces B . A, des séquences dénombrables w,. A ou des

1
séquences finies, encore appelé@es complexes, w . A
Par exemple w . A est préordonné par :

(xi{ < yj{
14n Jjiw
"si il existe un isomorphisme h de [0, n[ dans

2 11}
LO, m[_tel que xi < yh(j) pour 1 < n'.

Comme dans I-1.4 y(k) est le genre du A-ordre k,
les lettres a, B, ... désignent des genres de
A-ordres. Si o est le genre de k alors o*est le
genre de k-l; 0 est le A-ordre ou son genre de do-
maine vide.

Tout A-ordre dont le domaine a un seul &lément est
une unitié ; 1, est le genre des unités dont 1'image
dans A est x (Remarquer que 1lx = ly &quivaut 3

X<y et ygx).

0 .A admet des produits directs si et seulement si
tout sous—ensemble de A admet une borne inférieure
(pour l'ordre quotient); en particulier A est com-
plet dés que c'est un ensemble ordonné. Par contre,
il admet toujours des sommes directes, ce qui per-

met de définir f£a sdomme Lexicographique :
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

A toute famille (k,) de A-ordres indexée par 1l'en-
semble ordonné J, o% agsocie la J-somme lexicogra-
phique des k » notée L kl, ayant pour domaine la
J-somme lexlcographlque &ans 0 des Dk,, P Dki et

i€J

k (x). Les deflnltlons concernant la somme ordi-

-

comme application 11 k , qui 3 xEDk associe
nale ou antiordinale la somme lexicographique de

genres etc... seront analogues 3 celles du I-1.6.

Il est clair que @ est un cas particulier de @ . A;
les propriétés de la somme lexicographique dans
0 . A sont semblables 3 celles définie dans @, 1les
unités jouant le méme rdle que les chalnes a un
élément. En fait nous n'aurons besoin que des pro-
priétés de la somme ordinale et antiordinale on les
trouvera en {15} sous forme d'une "axiomatique'

définissant ces opérationms.

I - 3 - INDECOMPOSABILITE ~

I-3.1 On dit qu'une A-chaine k est :

a) - Indécomposable, si k = k, + k, implique
kskl ou kskz.

b) - Strictement indécomposable & droite si

k =k +k,etk, # 0 implique k <k et kgk,.
-1

c) - Strnictement indécomposable & gauche si k

1'est a droite.
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Ces notions sont compatibles avec celle de genre
d'ordre, i.e. si k et k' ont méme genre et k indé-
composable, resp. strictement indé&composable 3
droite - ou 3 gauche, alors k' aussi ; on les dé-
finit donc pour les genres. On vérifie facilement

qu'un genre o est indécomposable si a = a, + a

1 2
implique a = a, oua =a, et strictement indécom-
posable 3 droite, par exemple, si a = ay +a, im-
plique o = a,, ou 0, = 0 la condition o <a gtant

alors satisfaite, aussi on dit plus simplement que

o est indécomposable 3 droite.

Remarquons que si k vérifie b et différe de O et
des unités pour lesquelles a, b, ¢ sont satisfaits,
alors il ne vérifie pas c ; par suite, dé&s qu'un
A-ordre k est isomorphe & k-l, il ne vérifie ni b

ni ¢, par exemple l'ensemble des rationnels Q.

Soit (k;)  une famille de A-~chaines indexées par
1'ordinal™*" régulien p.

On dit qu'une telle famille est quasi monotone,
(en abrégé : q.m.) si elle vérifie :

Yi Vj 32(i<j<u+jsl<uetkisk2)

ce qui revient 3 dire que pour i < u, l'ensemble
des j tels que k, ¢ kj est de type u. ‘

* .
T k., et £ k. sont alors des dommes ondinales
iyt i<y *

et antiordinales quasi-monotones négulidres. On
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montre aisément qu'elles sont {ndécomposables.

Notons que si (ki) est artinien d'incomparabi-
i<y

lité finie (voir I-4.3), alors il existe un ordi-

nal § tel que § < p et la famille (ki)d <<y

est q.m.

Remarque : Soit (ki). une famille de A-chalnes
indexges 1<% par le cardinal 41égulien
K, telle que pour i€ K, 1'ensemble des
je K pour lesquels ki < kj est le car-
dinal K ; alors pour tout bon ordre K de
type régulier p sur K, la v (K,K ) som-
me ordinale des ki est quasi-monotone
et ne dépend que de v (i.e. pour tout
autre bon ordre K' de type n sur K, les
(K, K') et (K, K) sommes ordinales des

ki sont équimorphes).

I-3.3. Une classe de A-ordres C, est 4table pan sommes :

a) - finles ;

b) - ondinales et antiondinales ;

c) - ondinales et antiorndinales quasi-monotones
négulienes ;
si elle contient toutes les sommes

-~ finies

- ordinales et antiordinales

-~ ordinales et antiordinales quasi-monotones ré-

gulidres d'éléments de C.
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

Pour toute classe X, on peut construire effecti-
vement (par induction dans les deux derniers cas)
la plus petite classe contenant X, stable pour

l'une de ces propriétés.

I - 4 - CLASSES ARTINIENNES D'INCOMPARABILITE FINIE -

On dit qu'une classe préordonnée X est :

I-4.1 Artinienne :
si toute suite strictement décroissante d'é&léments
de X est finie (i.e. Il n'existe pas d'applica-
tion f de w dans X telle que i < j < w implique
£(3) < £(1).

1-4.2 D'incomparabilit? ginie (ou abrégé i.f)
Si elle ne contient pas d'ensemble infini domnt

les éléments sont deux 3 deux incomparables.

I-4.3 Antinienne d'incomparabilité ginie (en abrégé a.i.f.)

Si elle vérifie les deux conditions ci-dessus.

11 revient alors au méme de dire que pour toute
application f de w dans X, il existe i et j avec
i<j<wet £f(i) < £(j), ou encore, il existe une
partie infinie de w telle que la restriction de £

d cette partie est croissante.
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Sur des conjectures de R. FRAISSE

IT - CHAINES et A-CHAINES DISPERSEES -

II -1

1 - Déginitions : - Une chalne X est dense si elle vérifie :

Vx Vy 3z (xeX,yeX et x<y>zeXAx < zAz <y)

i.e. Tout intervalle ouvert déterminé par deux

points distincts de X n'est pas vide.
Ainsi la chaine des rationnels § est dense.

- Une chalne est dispersée, si elle ne contient

aucune sous~chaine dense pour 1l'ordre induit.

Par suite, une chalne dispersée X ne contient pas
de partie isomorphe 3  (i.e. 9 < X) ; la récipro-

que est vraie moyennant 1'axiome du choix.

Les principales propriétés des chalnes dispersées
sont exposées dans {2}, notons que si X est dis-
persé et Y < X alors Y et X--1 sont dispersés, par
suite si X et X' sont isomorphes et X dispersés,

X' est aussi dispersé.

Un gente, ou un type d'ordre dispersé est alors

le genre, ou le type, d'ordre d'une chaine dis-
persée. En outre, si (Xi). est une famille de
chalnes dispersées indexée epgr la chaine disper-

sée Y, I X, est encore une chalne dispersée ;
ieY
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donc une somme lexicographique de genres d'ordres
dispersés indexée par une chalne dispersée est un

genre d'ordre dispersé.

En accord avec I-2 une A-chaine dispersée est un
A-ordre dont le domaine est une chaine dispersée.
Si D est la classe des chaines dispersées, P . A
est donc la classe des A-chalnes dispersées ; elle

est caractérisée par :

Proposition : {Moyennant 1'axiome du choix} La
plus petite classe de A-ordre, sta-
ble par sommes ordinales et antior-
dinales, contenant O et les unités,
est la classe des A-chalnes disper-

sées.

Ou encore :
-1 -0 et les unités sont des
A-chaines dispersées.

-2 -5i (ki) est une famille de
i<p
A-chalnes dispersées indexée

par l'ordinal u, alors

I k,etI k,

. 1 . 1

i<y i<y

sont des A-chaines dispersées.
- 3 - Toute A-chaine dispersée est

obtenue i partir de - 1 - et

-2 -
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Preuve :
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Elle est analogye 3 celle du théoréme 4-a- de
A. GLEYZAL {8}.

La plus petite classe S de A-ordres stable par
sommes ordinales et antiordinales, contenant O et
les unités, est évidemment contenue dans ) . A.
Pour une A-chalne (X,f), disons que les &éléments
x et y de X sont &quivalents si pour toute sec-
tion moyenne(x) I contenue dans l'intervalle dé&fi-
ni par x et y, (I, fII) S ; cela définit une re-
lation d'équivalence sur X, et toute classe 4'é-
quivalence C est une section moyenne de X telle
que (C, f,C) S. (X,f) est alors la somme lexico-
graphique de ces (C, flc) indexée par un ensemble
dense. Par suite, d&s que X est dispersé, il exis-

te une seule classe Q.E.D. .

Remarque :Nous ne savons pas obtenir ce résultat sans 1l'a-

(x) H

xiome du choix.

Ce résultat est encore valable pour les genres ou
les types d'ordres des A-chalnes dispersées. Si

A est réduit 3 un élément, on retrouve la carac-
térisation classique des chalnes dispersées.
Toute partie I de l'ensemble ordonné X pour la-
quelle, dés que les éléments y et x <y appartien-
nent, il en est de méme de tout &lément z tel que

X <z Yy, est appelée $ection moyenne.
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I1-1.3 Proposition : {Moyennant 1l'axiome du choix}Toute

II-1.4

A-chalne dispersée indécomposable
est strictement indécomposable, 3

droite, ou 3 gauche.

Preuve : I1 suffit de remarquer que cette
propriété est vraie pour les chal-
nes dispersées P. JULLIEN {10}
p. 58 Théoréme 3.3.

Conollainre : Toute somme ordinale, -resp. anti-
ordinale, quasi monotone réguliére
de A-chalnes dispersées est stric-
tement indécomposable i droite,
(resp. & gauche).

-

Comme aucune confusion n'est 3 craindre, au lieu
de dire qu'une A-chalne est strictement indécom-
posable, & droite, -resp. 3 gauche-, on dit qu'elle

est dwdite -resp. gauche-.

Ainsi, dans la classe des types d'ordres, 0 et 1
sont 4 la fois drois et gauches ; w et (wd)w

sont droits ;

k
et (wtw)w

sont gauches.

I11-2 Nous allons maintenant énoncer quelques proprié-

tés des A-chalnes dispersées ou bien ordonnées,
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en relation avec des conjonctures de R. FRAISSE

{6} sur les chalnes dispersées.
Le résultat essentiel est le suivant :

Théoneme :
Dans la classe des A-chalnes et des gen-

res des A-chalnes :

bien ordonnées ;

bien ordonnées dénombrables ;

dispersées ;
- dispersées dénombrables ;

I1 y a équivalence entre :

(i) - Toute suite strictement décroissante est
finie ;
(11) - Toute famille d'éléments deux 3 deux in-

comparables est finie ;

(iii) - Tout &lément est une somme finie d'indé-
composables

(iv) - Tout élément différent de O est de la for-
me kl + £ avec £ indécomposable et hl stric-
tement inférieur 3 kl + 2

(v) - Tout indécomposable, on son opposé, diffé-
rent de O et des unités est une somme ordi-
nale quasi monotone réguliére d'ind&compo-—

sables strictement inférieurs.
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I1I-2.2 Remarques :

a - 51 A est réduit 3 un &lédment, il s'agit pratiquement,
soit des chalnes bien ordonnées pour lesquelles toutes
ces propositions sont vraies, soit des chaines disper-
sées ; (i), (ii), (iii) constituent alors £es conjec-
tunes de FRAISSE {6}, elles sont donc équivalentes.

b - Primitivement, nous avons prouvé, l'équivalence entre
les trois premiéres propositions dans la classe des

-~

chalnes dispersées, cela nous paraissant préalable i

-

toute autre &tude de ces conjectures ; nous avons été
amené 3 ajouter les deux suivantes quand s'est posée la
question de savoir si la caractérisation des extensibles
(ou SZPILRAJNIENS) par R. BONNET {5} nécessitait ou non
de telles conjectures. Son extension aux A-chaines dis-
persées nous a permis de dégager le caractére de ces

€équivalences, des travaux de R. LAVER et E. COROMINAS.

¢ -~ P. JULLIEN ayant introduit dans sa thése {10} la notion
de prémeilleun ondne 3 partir des A-chaines bien ordon-
nées vérifie (iv), nous avons &tendu les équivalences
3 cette derniére classe. Finalement par un moyen dé-
tourné, exposé dans la derniére partie de cet article,
ayant constaté que la notion de prémeilleur—ordre ne
faisait appel qu'aux propriétés des A-chaines bien or-
données dénombrables, nous avons prouvé que les équi-

valences subsistaient encore dans ce cas, (et montré
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que si une de ces propositions est vraie pour les A-
chaines bien ordonnées dénombrables, elle l'est encore
pour les A-chaines bien ordonnée, mais la raison d'une

telle propriété n'est pas élucidée 3 ce jour).

La traduction de ces équivalences dans la classe des
genres est d'autant plus naturelle que la notion de
genre est la mieux adaptée & cette sorte de probléme,
elle se révéle en outre d'un maniement plus commode,

par exemple pour 1'Btude des prémeilleurs-ordres.

II-3.1 Nous avons &té conduit 3 concevoir une démonstration
englobant le plus grand nombre de cas possible.
et obligé de distinguer nettement le cas des A-
chalnes bien ordonnées de celui des A-chaines
dispersées. Heureusement cette démonstration rend
compte aussi bien des A-chalnes dénombrables que
des A-chalnes quelconques, en outre, les quatre
premiéres propositions ne font intervenir en fait
que la notion de genre, seule la derniére néces-

site une distinction entre genre et chaine.

2- Le principe de cette démonstration consiste i se
ramener aux propriétés des indécomposables et &
raisonner par l'absurde en construisant des con-
tre exemples. Pour cela il est commode de noter
par C 1l'une des classes B . A, D. A, etec. du

théoréme ; I 1l'ensemble des indécomposables de C;
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Sqm la plus petite classe contenant O et les uni-
tés et stable par somme bien ordonnées, par som-
mes bien ordonnées et antibien-ordonnées, etc.. ;
et pour toute classe X contenue dans C, §, {x}

la classe des sommes finies d'éléments de X.

On suit alors le plan schématisé ainsi :
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(Les chiffres entourés indiquent la référence des démons-

trations correspondant aux fléches).

Poun tous Les cas :

I1 y a équivalence entre les propositions suivantes :

A A 1 I a.i.f.
&
A\
[ 2S{s }=CetC a.i.f.
° “gm
)
(1ii)
L
v
(iv)
|
¥ (v)
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Pour la classe des A-chafnes bien ordonnées ; bien ordon-

nées dénombrables et genres de ces A-chaines :

i §§§§§§i!!!!!r'
1- (1 a.i.f.)
>

Pour la classe des A-chalnes dispersées ; dispersées dénom-

brables et genres de ces A-chaines :

a-1 1i.f.

 /

b - 1 artinien
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Ces résultats admis, on vérifie sans peine 1'é&qui-

valence entre les cinq propositions du théoréme II-2.1.

Faisons maintenant ces démonstrations :

II - 4 ~ PROPRIETES PARTICULIERES -

II - 4.1 Lemme :

Preuve :

Soit E une classe de A~chaines contenant
toutes les sommes finies et les w—sommes
de ses éléments. Si L est un ensemble dé&-
nombrable de A-chaines indécomposables de
E, deux i deux incomparables ; E contient
une partie isomorphe 3 l'ensemble des

parties infinies de L.

L étant dénombrable, soit L un bon ordre
sur L tel que (L,L) est de type w ; &
toute partie X de L associoms I k

k e(x,Lx)

qui appartient naturellement a £ car
celui-ci contient les sommes finies et

w—-sommes de ses é&léments.

L'application ainsi définie, que nous
noterons g, est &videmment croissante de
P(L) dans E. Si o (X) ¢ 0 (Y) et X in~

finie, il est clair que XC€Y car tout
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€lément k€ X sera suivi dans o(X) d'un
autre &lément de X et par suite k sera
inférieur a& une somme finie d'é&léments
de Y et donc 3 un seul élément qui ne

peut &tre que lui-méme.

L étant dénombrable, P(L) contient des
parties libres non dénombrables et des
chaines dont le type est celui des nom-

bres réels formés des parties infinies
de L.

Par suite :

11 - 4.2 Proposition :
Dans les conditions du lemme, £ contient
des parties libres non dénombrables et
des & suites strictement décroissantes

pour tout ordinal & démombrable.

Si E est artinien alors 1l'ensemble des

indécomposables de E est a.i.f.
En particulier i) ~+ 1

Nous n'avons pu obtenir un résultat similaire en
supposant l'existence d'une suite infinie strictement dé-

croissante d'indécomposables.
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II - 4.3 Proposition : Si la classe des A-chalnes bien
ordonnées ( bien ordonnées dénom-
brables , des genres de ces A-chai-
nes ) est d'incomparabilité finie,
alors la classe de ses indécomposa-

bles est a.i.f. (i.e. (1ii) - 1).

Preuve : Soit (ki) une suite strictement
i<w

décroissante de A-chaines bien or-
données indécomposables. La classe
des ordinaux étant bien ordonnées,
on peut supposer que les domaines
sont tous équimorphes (au moins a
partir d'un certain rang, auquel

cas on élimine les termes de rang
précédent et on renumérote la suite)
alors la famille des ki' i pour

i<w est libre.

en effet si ki' i<k.. j on en dé-
duit ki < kj d'oli j < i et par suite
Dki étant équimorphe i ij :

Dk, - i< ij . j ce qui entraine
i<jdoii=j~i.e. la famille

est libre.
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Cette démonstration est encore valable pour les
A-chalnes bien ordonnées dénombrables et les genres de ces
A-chaines d'oli le résultat.

Remanque : S'il existe une suite (k.? strictement
décroissante de A-chainesl<w indécomposa-
bles dont les domaines ne sont pas bien
ordonnés, alors la famille des ki+m

£+i

pour i < w, dans laquelle w, est le premier

£
ordinal régulier non inférieur a k_ , est

libre. On peut donc montrer (ii) + 1 pour
les A-chalnes dispersées, mais en fait on

a mieux :

11 - 4.4. Proposition :
Dans la classe des :
- A chalnes dispersées ;
- A chalnes dénombrables ;

- genre de ces A-chalnes.
11 y a équivalence entre :
-a:1i.f.

-~ b : 1 artinien.

Preuve : Il est clair que si une telle propriété
est vraie pour les deux premiéres clas-~

ses, elle 1'est encore pour leurs clas-
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ses de genres respectives, aussi nous consi-
dérons seulement celle des A-chaines.
b+ Ta : soit (ki) une suite strictement dé-
1<w
croissante d'éléments de I que nous supposerons
tous gauches (Ils le sont, au moins & partir d'un
certain rang, sinon on considére (k;l) » et on

. . i<w
renumérote la suite).

Définissons par récurrence la suite (ki . ui) :

1<w

1) -k,. u, =k

o -]

2) - pour tout p, {ki . ui} est libre et
i<p

u_ est le plus petit des ordinaux

indécomposables tel que kp . up#ki.ui.

Notons tout d'abord que si k est gauche, £ est
une A-chalne quelconque et u un ordinal ; k<f .u implique
k<L,

Par constquent, si nous supposons la suite défi-
. ene - . . . . "o~
nie pour i<p+l, ki By € kp up implique k1 < kp d'otu
p<i ce qui est absurde. L'ensemble {ki . u.l est donc

i<p+l,

libre. Il est clair que pour tout i<p+l, il existe

toujours un ordinal indécomposable u tel que kp+iu<k..u.,
i1
on en déduit 1'existence d'ordinaux indécomposables u' tels

1 1 .
que k.. ¥ £k, . u, pour tout i<p+l ; M .y sera donc le
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plus petit de ces ordinaux.

I1 est facile de voir que les ki + W; sont indé-

composables, ils forment donc un ensemble libre.

Si les domaines des ki sont dénombrables, en re-
marquant qu'une chaine dénombrable contenant tous les ordi-
naux dénombrables n'est pas dispersée, on prouve que les
s définis précédemment sont ainsi dénombrables ; ce qui
achéve la preuve de -\b + -a.

-1a + b : Soit (ki). une famille infinie d'élé-
i<w
ments deux d deux incomposables de I, que nous supposerons
tous gauches pour la méme raison que précédemment : alors

la suite (Zi) définie par £, = (£ k.) . w est stricte-
i<w igj<w

ment décroissante dans 1.

En effet, les li sont indécomposables en tant que
sommes quasi-monotones, et i<j implique ljsli ; si £i<£i+1
alors ki étant gauche, il existe m avec i+l¢m<w tel que
ki<km ce qui absurde et la suite est bien strictement dé-

croissante.

Remarquons que si les domaines des ki sont dénom-~

brables il en est de méme des £i ; d'ou le résultat.

Nous ne savons pas si ce résultat est vrai pour
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les A-chalnes bien ordonnées.

II - 5 -PROPRIETES GENERALES -

II - 5.1 Lenme :

Preuve:

II - 5.2 Lemme :

Preuve:

Si une classe de A-chaines X est a.i.f.,

alors S_ {X} 1'est aussi.

D'aprés G. HIGMAN {9} si X est a.i.f., il
en est de méme de 1'ensemble des suites
finies d'éléments de X, w . X . L'appli-
cation I de w . X dans S_ {X} qui 2 la

suite (x.) assocle I X, étant
i€ fo,n] i<n

évidemment surjective et croissante, elle
conserve le caractére a.i.f. et donc S _{X}

est a.i.f. .

Si une classe de A-chalnes X est a.i.f.
et stable par sommes ordinales, -resp.
par sommes ordinales et antiordinales,
quasi-monotones réguliéres ; alors so{x}
est stable par sommes ordinales, -resp.

par sommes ordinales et antiordinales.

Par induction sur la propriété P(u) :
"Pour tout ordinal &§ inférieur i u,S.{X}

contient toutes les § sommes, -resp. tou-
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tes les §-sommes, de ses &léments".

P(n) est vraie pour tout entier n car
8 {X} est stable par sommes finies. Sup-
posons la vraie pour §<uy, et soit (ki)

une famille d'éléments de S_{X}. 1<u

len cas : u isolé, alors k = ¢ ki + ku-l’ comme
i<y~-1

L k., € S,{X} par hypothése inductive, k
i<p-1 1
y appartient aussi.

Zeme cas : u non isolé, soit alors w, = cf(u).

- 8i w£<u considérons un isomorphisme O

de w, dans u tel que Im © soit cofinal

£
dans u, alors k = I ki+2 z
i<6 (o) o<8w, Supo(u)€ig0(8)
3 L<s

par hypothése inductive chaque terme ap-

partient 3 S {X} et donc k aussi.

- Si wg = u, comme S,{X} est a.i.f., il
existe i tel que (k.) soit quasi-
i°$j<wE

monotone ; par hypothése inductive

z k.€S {X}.
. e 1 °
1<1
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Comme SO{X} est évidemment stable par
sommes ordinales quasi-monotones, il
contient I ) k. et par suite k.
1‘,€J<wE
Le méme raisonnement s'applique pour prouver
que si X est stable par sommes antiordinales quasi-mono-

tones réguliéres, alors :

k' = £¥ k1 appartient & S§_{X}. et donc P(n) est
viaie. L<u

d'ol le résultat annoncé :

(Bien entendu si X est seulement stable par w—sommes qua-

si-montones, S_{X} est encore stable par sommes ordinales

dénombrables.

II - 5.3 Proposition : Si 1 est a.i.f., alors So{Sqm}=C
et C a.i.f. .

Preuve : Par exemple dans le cas C = D . A :
1 étant stable par sommes quasi-
monotones, il contient Sqm qui, de
ce fait est a.i.f. ; par suite des
lemmes II-5.1 et II-5.2, S {S }

o qm
est a.i.f. et stable par sommes
ordinales et antiordinales, comme

il contient O et les unitds, il

88



Sur des conjectures de R. FRAISSE

II - 5.4 Proposition

Preuve :

contient la plus petite classe sta-
ble qui n'est autre que D . A d'a-
prés II-1.3, étant &videmment con-
tenu dans celle-ci, il lui est donc
égal ; on a donc S°{Sqm} =D . A

et D . A a.i.f. . Les autres cas

se traitent de la méme fagon en
remarquant que la caractérisation,
II-1.3 est valable dans tous les
cas.

Cela prouve 1) + 2).

8i s,{S 1} = C, alors § 1 et
qm qm

par suite S, {I} = C .

Si k€l, alors keso{Sqm} ; 11 exis-
te donc une famille finie d'éléments

de S , soit (k.) telle que
= *i € (0,n]
k=k, +k, + ... k , comme k est
1 n

indécomposable, il est égal 3 un
certain ki s'il s'agit de genre,

ce qui achéve la démonstration ;

et &quimorphe 3 ce ki s'il s'agit
de A-chaines, ce qui ne suffit plus
a assurer que ke Sqm car on ne sait

pas si Sqm contient toutes les

89



Sur des conjectures de R. FRAISSE

A-chaines équimorphes & un de ses &léments.

Pour prouver que ke,Sqm, on suppose qu'il est
droit et différent de zéro et des unités, (pour lesquelles
le résultat est é&vident) d'aprés II-1.3 k se met alors

sous la forme k = I ki avec mg = cf(k) et les ki stric-~

1<w

£

tement inférieurs 3 k.

On construit par induction une suite croissan-

' . . . . .
te d'ordinaux cofinale dans wes soit (16)6<w€ par :
—io=o
(15)6<u<w étant définie, i est le plus petit ordinal
tel que :
L ki < I k, si u est isolé et :
f{<i D cici
u-1 RS RE
T k, € I k. sinon.
. . i ..
1<Sup s Sup 16$J<l
§<u §<u

iu existe toujours car k est indécomposable i droite.

La suite (16) est évidemment strictement croissante
S<w

3

et donc cofinale dans we 3
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k =¢ £ avec £, = T k.
8 8 R S
0<6<mE Sup 1 $i<ig
u<é

comme lde C = So{Sqm}, il existe une famille finie d'élé-

ments de S : (£ ), dont la somme est £_ .
qm P §

Osp6<n6

k =T {Lp / Py €z

nu} est une somme quasi-monotone réguliére
§ u<w

3 d'éléments de S .
qm

car étant donné P, et u avec §<u, on a :

£ <£.<f &k -
Ps 6 isi it i gj<i kJ zu
u U u+l
et comme £ = £ + ... i i < .
y R zn-l il existe t, tel que £ <£t

u 8 u

ce qui prouve que ke S . S  étant contenu dans I, on a
qm qm

done Sqm =1 d'oi s, {I} = C - Q.E.D. .

Remarque : Sqm= 1 signifie que toute A-chalne indé-
composable de C est une somme quasi-mono-
tone réguliére de A-chalnes indécomposa-
bles de C strictement inférieures (sauf
pour O et les unitéds) et So{I} = C, que
toute A-chaine de C est une somme finie

de A-chalnes indécomposables ;
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On vient donc de prouver 2) - (v) et 2) »> (iii).

I1 faut se garder de croire que (iii) - (iv) est

évident ; on aura besoin des notions et résultats suivants

II - 5.5 Déginition :

II - 5.6 Lemme :

Preuve :

II - 5.7 Proposition:

soit une A-chalne k somme finie d'in-

décomposables, alors toute famille

k.) d'indécomposables telle
1 ie [o,n]

que

k =k, + kl SN kn est appelée

décomposition de k ; si elle vérifie

en outre ki + ki non indécomposable

+1
pour i€ [0,n-1] elle est dite mini-

male.

Toute A-chaine k, somme finie d'in-
décomposables, admet une décomposi-

tion minimale.

par récurrence sur le nombre d'élé-

ments d'une décomposition.

Si une A-chaine k est une somme fi-

nie d'indécomposable

a - il en est de méme de toute A~

chaine k' &quimorphe 3 k.
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b - et si (ki)i  (0,n] et (k'j
’ je[o,m]

sont des décompositions mini-

males de k et k' alors n = m

et pour i €[0,n] k, est équi-

morphe i k'i'

Preuve : a - Soit (ki) une décomposition
i€ 0,n
minimale de k, k' étant équimorphe

a k, il existe f isomorphisme de Dk'
dans Dktel que x€ Dk' implique
k'(x) s k, f£(x).

-

Notons k'i la restriction de k' 3
f-l < Dk2, il est clair que
i

A I R

prouvons que (k'.) est une
e (o,n]
décomposition de k' : Comme k' est

équimorphe 3 k, il existe aussi f'
isomorphisme de Dk dans Dk' tel que
x € Dk implique k(x) < k'of' (x).
Définissons une application crois-
sante ¢ de [O,n] dans [0,n] ainsi :
Vv (i) est le plus petit entier pour

lequel ki est équimorphe i la res-
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triction de ki a f'_1 (Dk'w(i)) :

si ¢ n'est pas bijective en vertu
d'un résultat connu (P. JULLIEN {10}
page 93 Lemme 3.4.1), il existe i
tel que i = y(i) = y(i+l), alors

k, + ki+lsk'iski et donc k. + k. .
est indécomposable ce qui contredit
la minimalité. donc ¢ est surjective
et par suite ki équimorphe 3 k'i le-

quel est donc indécomposable Q.E.D.

b - se traite de la méme maniére.

-

Ce résultat est tout A fait semblable 3 celui de

P. JULLIEN, transcrit en termes de genres il généralise la

décomposition cantorienne des ordinaux.

II - 5.8 Conollaine :

Si (k.) est une décomposi-
i€[0,n]

tion minimale de k alors

ke + k, + ... k est strictement
1 n-1

inférieur i k.

Par suite iii) - iv)

Nous venons de voir que la propriété d'étre une

somme finie d'indécomposables est compatible avec le genre

dans cet ordre d'idée, on obtient la :
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II - 5.9 Propos<tion : Si une A-chaine k se met sous la
forme kl + £ avec £ indécomposable
et k.,<k, il en est de méme de toute

1
A-chalne k' &quimorphe 3 k.

Preuve : k' étant &quimorphe 3 k, soient f
et f' isomorphismes de Dk' dans Dk
et de Dk' dans Dk tels que x €Dk’
implique k'(x)skof(x) et xe Dk im-
plique k(x)sk' f'(x). Notons k'1
la restriction de k' 2 f-1<DkI) et
£'1 la restriction de k' & f l<D,>,
alors k' = k'1 + L' et £'<l et

k'lsk comme k'lsk1<ksk' on a

1
k'1<k' la restriction de £ a f'-1<Dk'1>
ne peut etre équimorphe 3 £, donc

£<€' par suite il est indécomposa-

ble. Q.E.D.

Compte tenu de ce résultat, on se contente de
prouver (iv) + 1 pour les A-chaines. On remplace (v) par
(v') : Tout indécomposable est &quimorphe i une somme
quasi-monotone réguliére d'indécomposables strictement
inférieurs et on prouve (v') + 1 pour les A-chaines seu-

lement.
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II - 5.10 Lemme : Soit (ki) une suite de A-chaTnes in-

Preuve:

1<w
décomposables deux & deux incomparables.

-resp. une suite strictement décroissan-—
te de A-chalnes bien ordonnées indécom-
posables dont les domaines sont tous

équimorphes.

Pour toutes les A-chafnes k et £ diffé-

rents de O, dé&s que I ki =k + £,
i<w
£ ¢ k et £ n'est pas indécomposable.

I1 est commode de noter I k. par £.
jei<p JsP

a - Pour tout entier p tel que j<p<w

on a £ ¢ L, etl < 2. .
pyw J»P pyw Jw

En effet : Si £ < 2. , il existe
Pyw J»P

q avec j<q<p tel que kpskq ce qui ne
peut se produire si {ki}. est li~
bre ; Tew
Dfp,w < DLj,p, qui entraine, dans
le cas ol tous les Dki sont &qui-
morphes, que Dkp . w < Dkp . (p~j)
ceci étant absurde car Dkp est bien

ordonné et non vide.

96



Sur des

IT - 5.11 Corollaire :

conjectures de R. FRAISSE

Si £, s 2 , alors il existe q,
J,w P&

avec j<pg<q, tel que kj £ kq ce qui
est absurde dans les deux cas.

Par suite £ k. = £ =k +4, k
. 1 oW
1<w
et £ s'écrivent respectivement sous

la forme Zo’j + t1 et t2 + £j+

avec tl + t2 = kj.

Si £gk, alors £j

1l,w

+1l,uw s £°aj+1 ce

qui absurde d'apr@s a - et donc
L<k.

Si £ est indécomposable, alors :

. '~

soit Kstz + kj+1’ d'ol £j+l,w$£j,j+1
. - .

absurde d'aprés a. soit £$£j+2,w et

donc £. s 2 absurde aussi

j*l,w j*+2,w
d'aprés a : donc £ n'est pas indé-

composable.

On en déduit le :

a - Si toute A-chalne dispersée k
est égale 3a ky + £ avec k <k et
£ indécomposable, alors la clas-
se des A-chalnes dispersées in-

décomposables est d'incompara-
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bilité finie {i.e.(iv) - 1, en

tenant compte de II - 4.4.}

b -Si toute A-chaine bien ordon-
née k est égale a kl + £ avec
k,<k et £ indécomposable, alors

li classe des A-chaines bien
ordonnées indé&composables est
artinienne d'incomparabilité
finie
{i.e.(iv) » 1}
Soit k une A-chaine telle que pour tou-
tes A-chaines kl et £ différentes de O,
dés que k = k, + £, kal et £ n'est
pas indécomposable.
k . w n'est équimorphe & aucune somme
quasi monotone régulidre d'indécompo-

sables strictement inférieurs.

Si k . w est équimorphe & une somme
quasi monotone régulidre d'indécompo-
sables strictement inférieurs, celle-ci

est nécessairement de la forme I t,..
i<w !

{En effet : Si k . w équimorphe 3 ¥ t_,
iy T

comme il est indécomposable il existe i
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tel que k . w g t, ce qui est ab-

~

surde, si k . w équimorphe & I ti’
1<y
avec w<cf(u), I t.sk donc ce der-
i<y 1
nier est indécomposable, absurdel.

On a évidemment, pour tout i<uw,
tisk ; et il existe un entier n tel

que ksZ t, et par suite k = I 2
ig isn

avec v. < t.. Soit t. maximal par-

mi les t. pour lesquels ign et

=]

t st., i1l existe alors j tel que
n* i’ Ix q

< v, 3 11 est clair que v, est
X X
équimorphe i tx et donc indécompo-

t
X

sable.

Si jx = n, alors k s'écrit comme

une somme de termes dont le dernier
est indécomposable ce qui est exclu
par 1'hypothése ; donc jx # n, mais
alors v, o< vj ce qui est aussi ex-
clu. Par suite k . w n'est équimor-
phe 3 aucune somme quasi monotone

réguliére ...

On ne peut en déduire directement

v) + iv) ; par contre, en tenant
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1I - 5.13 Conollaine

compte de II-5.10 on obtient le

a -

Si toute A-chailne dispersée in-
décomposable est Zquimorphe i
une somme quasi monotone régu-
lidre d'indécomposables stric-
tement inférieurs, alors la
classe des A-chalnes dispersées
est d'incomparabllite ginie.
{i.e.(v) = 1 en tenant compte

de II - 4.4}.

Si toute A-chaine bien ordon-
née indécomposable est Zqui-
mosphe 3 une somme quasi mono-
tone réguliére d'indécomposa-
bles strictement inférieurs,
alors la classe des A-chalnes
bien ordonnées est artinienne
d' incomparabilité finie.
{i.e.(v) » 1}

ce qui achéve la démonstration du théo-

réme II - 2.1.
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Nous tenons a nemencier Monsieun Le Professeurn
COROMINAS, qui nous ayant proposé ce théme de réglLexdion,
nous a non seulement aidé pan ses consells, mals aussi
par une série d'exposis développés durant L'année 6§-69,
dans Lesquels nous avons puisé thes Langement.

---------------
oooooooo
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