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SUR LES FONCTIONS EXPONENTIELLES DES CORPS LOCAUX

Par Gérard GOUT

Tous les corps locaux (c'est-d-dire les corps localement com-
pacts, non discrets et commutatifs) sont connus : un tel corps
est le corps des nombres réels ou celui des nombres complexes,
8'il est connexe ; sinon il est une extension de degré fini d'un
corps de nombres p-adiques ou bien un corps de séries formelles i
coefficients dans un corps fini, (cf. par exemple [1], ouvrage

auquel on se référe pour la terminologie et les notatioms).

Cette étude a pour objet la description des fonctions exponen-
tielles définies dans un sous-groupe ouvert d'un corps local et
de donner la structure (algébrique et topologique) de 1'ensemble
de ces exponentielles, Enfin, on &tudie le probléme de leur pro-

longement, par une voie différente de celle d&j3 utilisée dans [2]
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Sur les fonctions exponentielles des corps locaux

1. Définitions et géntralitis,

Soit K un corps local. On appelle fonction exponentielle de
K un homomorphisme continu d'un sous groupe ouvert D du groupe
additif K dans le groupe multiplicatif Kx.

D étant fixé, leur ensemble E(D) = Hom(D,Kx) est un groupe
ab&lien, pour la loi (e,f)> e+f, oit 1'on pose (e+f)(x) = e(x)f(x)
pour x€ D, f, g € E(D). De plus, si D est muni d'une structure
de module sur un anneau A, E(D) est aussi muni d'une structure de
A-module, au moyen de (a,e) > ae, ol (ae)(x) = ae(x) pour a € A
et xe D et e € E(D).

Dans la proposition suivante, on munit E(D) de la Zfopologdie
de convergence compacte.

Proposition 1, - E(D) et un groupe topologique 88paré. De plus, 3L
D est un module topologique sur un anneau topologique A,
E(D) esi Zgalement un A-module topolLogique,

Soient C un compact de D et U un ouvert de K ; on note T(C,U M«
1'ensemble des e € E(D) tels que e(K) ¢ U ; lorsque C et U varient
T(C,U) décrit un systéme fondamental de voisinages de o (xt-) 1)
dans E(D) ; on vérifie immédiatement que E(D) est un groupe topo-

logique séparé.
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Sur l¢s fonetions exponehtielles des corps locaux

Sachant que D est un A-module topologique, monteotis que E(D)
1'est aussi, Soit T(C,U) un voisinage de O dans E(D) :

1) e ¢ T(aC,U) entraine (ae) € T(C,U), donc er>ae, pour a

fixé, est continue en e = O,

11) 11 existe un voisinage V de O dans D tel que e(V)c U
puisque e est continue ; l'ensemble des a € A tels que aC c V est
un ouvert W de A, contenant 0, (d'aprés le résultat suivant :
soient X, Y, Z des espaces topologiques séparés et £ : XxY-—>Z une
application continue ; pour tout compact C et Y et tout ouvert V
de Z, 1'ensemble des x € X tels que f(x,y) € V pour tout ye C est
un ouvert de X) ; ainsi, a € W entraine (ae) € T(C,U) : ceci montre

que pour e fixée, ar>ae est continue en a.= O,

i11) soit V' un voisinage ouvert et relativement compact de O
dans D : d'aprés le lemme précédent, il existe un ouvert W', conte-
nant O, dans A, tel que W'CC V' ; agW et ee T(V',U) entraine
(ae) € T(C,U) ; donc l'application (a,e)+> (ae) est continue en
(0,0).

Ces trois propri&tés prouvent que (a,e)+s (ae) est une appli-
cation continue de A x E(D) dans E(D).

Remarque : - Par définition de la topologie de la convergence com-
pacte, l'application (e,x)+—>e(x) de E(D) x D dans K* est continue.
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Sur les fonctions exponentielles des corps locaux
En particulier, pour tout x € D, erse(x) est continue sur E(D).

2, Cas connexe,

D est nécessairement &gal 3 K, c'est-i—dire 2R (resp, €).
EQR) (resp. E(C)) est alors un espace vectoriel topologique sur
R (resp. €), Le résultat suivant est bien connu :

Théor2me 1, - Toute fonction exponentielle de ER) (resp. E(C))
est de La forme xrsa™ ol a ER: (resp. ae €) et
L'application ewse(l) est un Lsomorphisme de
EGR) (resp. E(C)) sur [R: (resp. ).

3. Cas discontinu,

1°) Supposons d'abond gque K est un p-~corps (p premier) de
caractiristique p.

Théoréme 2, - Pour tout sous-groupe ouvert D de K, E(D) est néduit
a £'exponentielle trniviale,

- En effet, pour e € E(D) et x € D, on a px = O et [e(x)]p- 1
en posant e(x) = 1 + f(x), 11 vient 1 = 1 + ['f(x)]p soit e(x) = 1,

2°) Dans toute fa suite, K d&signe un p-corps de caractdnis-
tique O et on pose d = [K :Qp]. Soient R le plus grand sous—anneat*
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Sur les fonctions exponentielles des corps locewx

compact de K et P 1'idéal maximal de R, On sait que R est produit
direct de 1+P et du groupe M" des racines de 1'unité dont 1'ordre
est &tranger 3 p ; d'autre part, 14P contient le groupe T des

racines de 1'unité dont 1'ordre est une puissance de p.

On a alors les lemmes suivants :

Lemme 1. - Pour fout couple d'entiens positifs (m,n), on a
n
(1+p™P ¢ 140™" cood se démontre facilement par récurrence

dUN n,

Lemme 2, - Pour toul e € E(D), on a e(D) c 1+P,

- Si n tend vers 1'infini, pnx tend vers 0 dans D, donc

ne [e(x)lK = 1 c'est-3-dire e(x) @ R* ; posons e(x) = (1+£(x))xg(x)

n
[g(x)]p tend vers 1 ; la valuation de K &tant discréte ceci entrai-

n
avec f(x) € P et g(x) € M : le lemme 1 montre que (1+£(x))? tend
n
vers 1, donc [S(X)]p tend vers 1 dans le groupe discret M ; ses

€léments &tant d'ordre &tranger 3 p on a nécessairement g(x) = 1 ;
ainsi e(x) =1 + f(x) e 1 + P,

Lemme 3, - Toute exponentielle de E(D) est Zgale 2 1 dans tout sous
Qp-upace vectoriel contenu dans D.
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Sur les fonctions exponentielies des corps locaux

n
- Soit x €D : pour n >0 avec p-nx €D on a [e(pnx):]p = e(x)
donc, d'aprés le lemme 2, e(x) € l-t‘Pn+1 : 81 x appartient 3 un sous
Qp-espace vectoriel de D sur lequel e est définie, ceci a lieu

pour tout n, donc e(x) = 1,

Proposition 2, - Pour tout a e 1+P, {L existe un unique homomon-
phisme continu de z, dans 1+P qui prolonge L'application
na" définie dans 2,

- D'aprés le lemme 1, 1'application n+»a" est continue sur 2
muni de la topologie p-adique ; 1+P &tant compact, cet homomor-

phisme se prolonge de fagon unique 3 Z, en un homomorphisme continuv
Lemme 4, - Tout sous-groupe fermé de K est un zp-madwte topologique .

- 2 muni de la topologie p-adique opére contintment dans tout
sous-groupe D de K par l'application (n,x)+>nx : si D est fermé,
on peut prolonger cette application en une application continue de
zp x D dans D,

Lemme 5. - Tout dous-groupe ouvert D de K est de La fonme

T d
D= 12-21 vy 151 Qpv, ol (vi)lsisd est une base

de K sur Q et r Le nang du 2,-module D,
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Sur les fonctions exponentielles des corps locanx

- Soient W le sous Qp espace vectoriel maximal contenu dans D
et V son supplémentaire dans K ; le Zp—module L= (ov) + (Raw)
est ouvert dans K et comme il ne contient pas de sous-espace vecto-
riel autre que (0), c'est unQp réseau de K [1] ch, IT § 2, prop. 6,
cor, 1);d'autre part, D &tant dans K, le sous Q, espace vectoriel
qu'il engendre est &gal 3 K ; le lemme est alors conséquence d'un
résultat de [1] ¢ Ch, IT, § 2, th, 2, Cor. 1),

D'aprés la proposition 1, la structure de Ip module topologique
de D se transmet 3 E(D). On va comparer cette dernidre & celle de
1+4P qui, en notation additive, est isomorphe au produit direct

(zp)'d x zp/pm Zp ol pm est 1'ordre de T ( [1], Ch. II, § 3, Prop. 9).

Théoréme 3. - Avec fes notations du Lemme 5, toute exponentielfe

de E(D) est de La forme
Y d
X

Tr -
X aii, ouaie 14P (1¢icr) el x = v, €D,

1-21 3V
E(D) est produit direct de r Ip-modtdu topologiques

{somonphes & 1+P,
r d

- Soit x Z

. ]
| 1al 4 V4t ferm1 V1 Yy € D ; d'aprds les lemmes 2 et
3onae(v,) e l#P pour 1 = 1, 2, ..., ret e(vi) = 1 pour

i=r+ 1, ,.., d; avec la proposition 2, on peut alors &crire
r

x
e(x) = 113-1 [e(vi)] 1.
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Sur les fonctions exponentielles des corps locaux

Réciproquement, toute famille (ai)1£ fgr d'éléments de 1+P

r x
définit une exponentielle de E(D) : x~> 11:1 aii. On vérifie aisé-

ment que cette application est un isomorphisme de zp-module multi-
plicatif (1+P)T sur E(D).

En particulier, E(D) est de type fini ; comme Zp est compact,
E(D) 1'est également. D'autre part, d'aprés la remarque qui suit ls

proposition 1, 1'application ek—)(e(vi)) est continue ; E(D)

leigr
étant compact c¢'est un homéomorphisme de E(D) sur (1+p) %,

Proposition 3. - Pour que E(D) contienne des exponentielles injec-
tives, il faut et il suffit que D soit un Qp-réseau. Si
e est une telle exponentielle, la suite exacte
0 —Im(e) —» 14P — T 0 est scindée.

- La condition est nécessaire d'apr2s le lemme 3, Inversement,

d d
. T =
soient D = 1;1- zp vi un Qp-reseau de K et e(gr Xy vi) " a1 3

avec a, € 14P, une exponentielle de E(D) ; une telle application est:
injective 8i et seulement si la famille (ai)ls 1¢d ©8t libre dans
le Zp-module 14P ; celui-ci &tant de rang d, de telles familles
existent ; alors 1'image de e est un Z,-module libre de rang maxi-
mum, ¢'est donc un facteur direct de 1+P dont le quotient est le

sous-module de torsion T' de 1+P.
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Sur les fonctions exponentielles des corps locaux

4, Probl2mes de prolongement,

Les hypoth@ses et notations sont celles de 3, 2°), Le probléme se
pose de prolonger une fonction de E(D) en une de E(D'), ol D' est

un sous-groupe de K contenant D, On a le lemme suivant :

Lemme 6, - Sotent D et D' des sous-groupes ouverts de K tels que
D ¢ D', Il existe une base ("'1)1< {ed de K suer et des
entiers positifs r, r' et n, (1<i<r') tels que

d

= 2
Osrér'sdetquen-iz_izp +i_r+1pr
r'

D'-g“ix'.w Z;-;lqu

~ Soient w (resp. w') le sous-Qp—eSPace vectoriel maximal conte-

nu dans D (resp. D') et V(resp. V') son supplémentaire dans K ; on

adéjavuqueL=(DANAV)+ RAaW etL' = D'av')+ RaW")

sont des Qp-réseaux D c D' entraine Wc W', donc W' =W + W

1
avec K= W + wl + V' ; en décomposant L et L' sur ces sous-espaces

(compte tenu de [1], ch, II, § 3, th, 2), on obtient une base
(wi)ls 1¢d de K sur Qp telle que

d d d
" el GV W o- r'Z;i Q vy L= Z;zp vy et
L' = é o

T P Zp wys Comme D = (DAV) + W et D' = D'aV') + W', 1le
résultat s'en suit,
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Sur les fonctions exponentielles des corps locaux

Proposition &4, - Avec les notations du lemme 6, soit e € E(D)., Pour
que l'on puisse prolonger e en une fonction de E(D') il
faut et il suffit que :

1) e soit égale & 1 dans la trace sur D du plus grand

sous Qp-espace vectoriel contenu dans D',
n
1) pour 1 € 1 ¢ ¢, e(wi) posséde une racine p 1-éme

dans 1+4P,

- Si elle existe, la fonction prolongée est triviale sur W',

donc sur D 0N W' ; d'autre part, pour
r'
> i Yo v
X={5 P X we€ D' O V' avec X € Z’p on doit avoir

rl

ni n
e(x) = ;‘; [e(wi)]p * ; ainsi e(wi) posséde une racine p i-?éme

dans 1+P,

(1

Réciproquement, en prenant une telle racine a 1<r') et
)

'
r r
p 4 -n

en posant f(x) = 2:‘; aii pour x =

<
1 d
1
ISP X Wyt T YWy e D'
on obtient une exponentielle de E(D') qui prolonge e.

Par exemple, on sait que 1l'exponentielle usuelle de Qp, somme

n .
de la série Z, -::—,-, n'est définie que dans D = p Zp (si p # 2) ;
nzo :

soit D' = Zp = 1;1 D : (i) est vérifié car W = W' = (0), par contre
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Sur les fonctions exponentielles des torps focaux

(11) ne 1'est pas puisque e(p), qui n'appartient pas & 1+ p2 Zp,
n'a pas de racine p-&me dans 1+ p Z .

En général, le prolongement 4' exponentielles de E(D) 3 QP-téseau
contenant D dépend de 1l'existence de racines p "_2mes de 1'unité
dans 1+P (sans restreindre la généralité de cette &tude on peut
supposer que D est un Qp-reseau) Pour lever cette difficulté, on

peut procéder comme il suit. (comparer avec [2])

Soit 6p une cloture algébrique de QP t d est un corps ultramétri-
que (non complet) dont la valuation prolonge celle de toute exten-
sion K de Q de degré fini, Si 1l'on identifie K 3 un sous-corps de
Q on peut plonger E(D) dans le groupe Hom(D, Q ), muni de la topo-
logie de la convergence compacte, Cecl reste valable pour tout
Qp-reseau D = Bn'D de K (n entier naturel) : la groupe topologique
E(Dn) des exponentielles 3 valeurs dans Q , qui prolongent celles
de E(D) i D, s'identifie 3 un sous-groupe de Hom(Dn, Qp) muni de

la topologie de la convergence compacte.

La famille des Qp-réseaux Dn donne naissance 38 deux systémes

projectifs : (1) celui des zp-modules compacts E(Dn) avec des mor-
phismes restrictions évidents,

(11) celui des groupes séparés Hom(Dn, 5;) avec &ga-
lement des morphismes restrictions,
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Sur les fonctions exponentielles des corps locaux

Ces deux systémes sont reliés par le morphisme projectif d&fini
-
par les plongements o : E(D ) —»Hom (D_, Qp).

L'étude de leur limite fournit la structure de 1'ensemble E(D,K)
des homomorphismes continus de K dans a; qui prolongent les expo-
nentielles de E(D).

Proposition 5, - Pour tout Qp-réseau D de K, E(D,K) s'identifie Q
un sous—groupe compact de Hom (K, Q .

- En utilisant la propriété universelle de la limite projective,
on montre que les limites des systémes (i) et (ii) précédents sont
respectivement isomorphes 3 E(D,K) et Hom (K, 6;) ; faisons la
démonstration pour (ii) : &tant donnés un groupe topologique G et
un morphisme projectif constitué des £ : G—sHom (D , Q ), on peut
définir un homomorphisme g : G —yHom (K Qp) en associant 3ued
le morphisme g(u) ¢ Hom (K, Qp) défini par g(u)(x) = fn(u) (x) si
X € Dn ; 11 est &vident que g est 1'unique homomorphisme rendant
commutatifs les diagrammes voulus, De plus, soit T(C,u) un voisinage
de 1'élément neutre dans Hom (K, Q ) ol C est un compact de K et U
un voisinage de 1 dans Q s C etant compact, i1 est contenu dans
D pour n assez grand, donc pour h € Hom (K, Q )onah(C)cuy
si et seulement si (h/Dn) €)cu.

Comme f est continue, il existe un voisinage V de O dans G tel

116



Sur les fonctions exponentielles des corps locaux

que fn(V)(C) c U, ou encore, tel que g(V) <« T(C, U) ; g est donc

continue,

A la limite, on obtient pour (i) un groupe compact et pour (ii)
un groupe séparé., D'autre part, le morphisme projectif des o, donne
un morphisme injectif de E(D, K) dans Hom (K, fﬁ;), donc un plongement
puisque E(D, K) est compact.

En fait la limite projective de (i) donne zp-module compact, Le

théoréme suivant précise sa structure @

Théor2me 4. ~ Pour tout QP- régeau D de K, E(D,K) est un zp-module
compact tsomorphe au produit direct

)d+d

d
(Z x (Zp/pmzp) , o d est le degré de K su.rQP et

P l'ordre du growpe T.

- Chaque morphisme restriction d : E(Dn)—;E(D) a un noyau
isomorphe au produit direct (T, ) oﬁ T désigne le groupe des raci-
nes p ~2mes de 1'unité dans Qp’ cet isomorphisme &tant défini, avec
les notations de la proposition 4, par

d
e € Ker(d Y= (e (" v ))1‘ {¢d e (I‘n) .

On obtient un systéme projectif de suites exactes dans la caté-
gorie des zp-modules compacts :
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Sur lfesfonctionsexporentidies des corps tocaux

0— (I‘ ) -—7E(D 1)—9E(D)—)0

[k

0 — (rn)d—+ E(D_) —» E(D) —0

La premiére flédche verticale est x v <P,

A la limite, ce systéme donne la suite exacte :

0—s(lim I‘n)d—a E(D,K) — E(D) — 0,
-

Soit z_ une racine de 1'unité d'ordre P telle que (z ) L. 0-1°
Alors 1'application (z ) e T —>k+ P Zp 3 Z /p" Zp est un isomox’-

phisme des Zp-modules I et 2 /p Zp Le systéme projectif des r

est isomorphe 3 celui des Zp/pn Zp avec les surjections canoniques.

On en conclut que Lim I‘n est isomorphe 3 Zp.
“+

E(MD) et (1im T ) étant des Zp- modules de type fini, E(D,K) en

est egalement un, De plus, le second étant libre, d est un facteur

direct de E(D,K) : pour le voir on peut appliquer le théoréme de
structure de [11, ch, II, § 3, th, 2, cor. 2.

Ayant scindée la suite exacte précédente, le résultat s'en suit

connalssant la structure de E(D),

118



-Sur les fonctions exponentielles des corps locaux

BIBLIOGRAPHIE

(1] A. WEIL, Basic number theory, Berlin (Springer), 1967,

[2] M. C. SARMENT, Prolongement de la fonction exponentielle en
dehors de son cercle de convergence,
C. R, Acad. Sc. Paris, 269, 1969, p. 123-125,

Manuscrit remis en Juin 1971 G. GOUT

Ecole supéricure d’ingénieurs de Beyrouth
B.P.1314

BEYROUTH
(Liban)

119



