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PROPRIETES DES DEMI-GROUPES DE FRACTIONS

Alain BOUVIER - Alain FAISANT

MM. ZARISKY et SAMUEL, [10] ont &tudié 1'ensemble des &lé&-
ments d'un anneau A rendus inversibles dans 1'anneau de frac-
tions A[S—lj, lorsque A est commutatif, unitaire, et inté&gre,
et S une partie multiplicative de A. En partant de cette idée
on étudie pour un demi—gfoupe D 1'application S +——> J(S) ol
J(8) désigne précisément 1'ensemble des &léments de D rendus
inversibles dans D[ﬁ—l] demi-groupe des fractions de D par rap-
port & S, [7].0n montre comment cette application permet d'é-
tendre aux demi-groupes de fractions d'un demi-groupe quelcon-
que certains résultats connus pour les anneaux dans le cas
commutatif intégre : conditions de fermeture de diagrammes,
propriétés de transfert pour les homomorphismes, les idéaux,
la factorisation ; commutation avec 1'équivalence de Rees ;

condition suffisante pour que D[ST_IJ soi isomorphe i D[TS-l]

Les notations et la terminologie utilis@es sont celles de

[f] dont ce travail constitue une suite.
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Propriétés des demi-groupes de fractions

 §1. THEOREME FONDAMENTAL

Si S est un complexe d'un demi- groupe D, on note LPS

1'homomorphsime canonique de D dans D[S ]

(1-1) Théondme : Pour tout complexe S d'un demi-groupe D £'homo-
monphisme \$g ¢ D — D[S-H est un Epimon-
phisme de La catéigorie des demi-groupes.

Démonstnation : Supposons que U, Bg = Ve W et soit e 1'élément
neutre de D[_S-lj] .

%« u(e) = v(e) En effet, S n'étant pas vide, soit s€S ; on a :

d'une part : u(e)v(e)=u(e)v(qs(s))v(qs(s))-1=u(e)u(qs(s))v(\ps(s))-l
=u(\ps(8))-V(\vs(S))_1=v(ws(8))V(LpS(S))-1=V(e)

et d'autre part : u(e)v(e)=u(\ps(s))-1u(‘-\7$ (s))v(e)

84 (8) v (g (8))v(e)

u(ws(s))-lv(kps(s))=U(\Ps(s))_1u(tps(s))

u(e)

Vs, s€s: U(\?S(S)-l) v(n.ys(s)_l) En effet puisque u(e)=v(e) :

u(&ps(s)-l)u(\-vs(s))=V(LPS(S)-1)V(LPS(S)) donc “(\Ps(s)—l)u(\qs(s))

= (g () Dulyg(s))
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Propriétés des demi-groupes de fractions

soit encore : u(\.Ps(s)-l)

vigg(9) D ulgg() Hulpg() ™

vgg(9) Dule) = vigg(s) vie)

vigg(s) ™

« Vx, x€D[S_1] 2 u(x)
@ @
X = \PS(Xl) \ps(xn) avec @, =+ let a =1

v(x) En effet x s'écrit

seulement si xiCS. Donc :

o

(9o(x) b "y ! )
ulyg (x; u(gps(xn) )—v(LpS(xl) ) e ev(pg (%

u(x)

v{(x)

Remarque : Il est immédiat que \pg est simplifiable dans la sous-—
catégorie des demi-groupes avec &lément neutre, le

résultat ci-dessus est strictement plus fort.

§2. L'APPLICATION J

(2.1) Soit D un demi-groupe : 3 tout complexe S de D on associe
le complexe J(S) = {x, x€D, \_PS(x)e%(D[S_I])} et 1'on désigne

par J l'application ainsi définie.

Lorsque S = @ le probléme universel (D, S), [6] , ad-
met encore une solution : le couple (Dl, i) oii : D ——> D
est l'injection canonique. Ceci permet de prolonger J 3 l'en-

semble (D). (il est a remarquer que i n'est pas nécessairement

117



Propriétés des demi-groupes de fractions

un répimorphisme)

. Il est clair que J(D) = D, J(@) = U(D) et que J(S) = @ équi-
vaut 4 S =W(D) = @

. VS, S€ ¥ (D) : SCI(S) et J(S) est une partie stable de D.

(2.2) Proposition : Poun Zoute partie S de D J(S) est La plus
grande des parties T de D telles que
D[T—l] « p[s”Y] par un isomonphisme o tel
que Ce P = \-PS

Démonstration : . On a D[I(S) 1]

1

D[S_l] ; en effet @g rend

inversibles les éléments de J(S) et il existe donc un unique
1 - . 1

homomorphisme o tel que d, \PJ(S) =Yg 3 d'autre part SCJ(S)

donc pour la méme raison il existe T unique homomorphisme tel

que  Teo \§g = \P; (s)" On en déduit 0oTe Pg = ¥g et Tocowj(s)=LPJ(s)

donc, (d'aprés (1.1)) : CoT =1 et To0o = 1.

.si o[y

me tel que O, By = g

> D[S_l] est un isomorphis-

On a VEeT () = 0o 9o (L) = o(p(t)) € o(%(D[T—l]))c_.%(D[s'l]),
donc t €J(S). Ainsi T €J(S)

(2-3) Conoflaire : L'application J est une fermeture sur S(p).

. J est extensive car S €J(S).
. J est croissante : si SCT O rend inversibles les &lémentg

de S donc il existe un homomorphisme unique ¢ tel que Soxpsmp .
T
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Propriétés des demi-groupes de fractions

Comme ¢ conserve 1'élément neutre, [6] , si x €J(S)

Y g (x)e w([s"t]) d'on r(x) = 6o Lps(x)e%(D[T-l]) soit : x€J(T).

J est idempotente: d'aprés (2.2) D[S_1] =D[J(S)—1]= D[JZ(S)_ll;
il résulte alors de (2.2) que J2(S)C_-J(S) donc JZ(S) = J(S).
(2.4.)Théoreme : Les propriétés suivantes sont Equivalentes
1} J(S) = J(T)
2) D[S-l] = D[T-l] par un isomorphisme otel
que 0o Br = g

3) @ (Mewd[s]) et g (e W[ ])

Démonsthation

1)==>2). car d'apras (2.2) : b[s = p[a(s) ] = [y =[]
2)==3) car (D[S_l], L?S) et (D[_T-I], q)T) sont alors solutions

du méme probléme universel

3)=1) si y (D¢ W[ 1) on a T<JI(S) donc J(T)SI(S) d'aprés
(2.3). De méme J(S)< J(T).
(2.5) Pour tout complexe S de D : J(S. %(D1)=J(S).‘U.=(D1)=J(S)

. J(8) < J(S) ‘U-»(Dl) d'une part ; d'autre part si x = y.u€J(S) .%(Dl)
alors Lps(x)e %(D]:S_l]) donc x €J(S).

. On a J(S) €J(S. WD) car SCs. U(D}) et d'aprés (2.3). Ré-
ciproquement J(S. %(Dl)) C J(S)

car S. ‘U.(Dl) € J(S) et d'apras (2.3).
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Propriétés des demi-groupes de fractions

Déginitions : On dit qu'une partie S est un fermé 84 S = J(S).
Un ouvert est Le compfémentaire d'un fe/umk.

(2.6)U(D) est le plus petit ferms

En effet W(D) est fermé : si w(D) = @ on a J(P) =W(D) = @
si (D) # @ on a DBL(D)—]‘] =D, cf[6]
donc J(U(D)) = U(D)

% (D) est le plus petit fermé car pour toute partie S:%(D)SJ(S).

On ne connait pas encore la caractérisation des fermés
dans le cas général. Remarquons toutefois que si <S> est le
sous-demi-groupe engendré par S : {x, x€D, xDx n<S$> # @} c J(S)
car si xyx €xDx alors pg(xyx)€ ‘U.(D[S_l]) donc LPS(x)e‘Ua(D[S—l])
et x €J(8).

(2.7) Théoréme : Soit S un comptéxe d'un demi-ghoupe commutati4 p:
1) J(8) = {x, x D, xD <S> # ¢}
2) Les fenmés de D sont Les parties stables
consistantes et Les ouvents sont Les Ldéaux
premiens .

Démonstration : 1) Si xye<S> alors Lps(xy) est inversible donc

\ps(x) aussi car D est commutatif et 1l'on a

X €J(S). Si x€J(S) il existe (a, s)EDX <S>
-1

tel que : Lps(x) qJS(a) qs(s) = eD[S_l]

done il existe t<{S)>tel que xat = st < <S>
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Propriétés des demi-groupes de fractions

) J(@) = YD) est une partie consistante et stable ;
si S# @ : xy€J(S) entraine Lps(x) .qs(y)e%(D[S-l—_l)

donc x, y €J(S).
Si S est stable et consistant soit x €J(S) ; il
existe d'aprés 1) ye€D tel que xy €<S> = S d'ol

X €S d'aprés la consistance de S.

Remgrque’ : . La réunion de deux fermés n'est pas nécessaire-
ment un fermé car l'intersection de deux idéaux premiers n'est

pas nécessairement premier.

(2.8) Corollaine : Solent S et T deux complexes d'un demi-groupe
commutatif D. Les assentions sudvantes sont
équivalentes.

a) J(S) = J(T)
b) Pourn tout ouvert A : An<S> # P<>An<T> # @

a)==>b) Si x€A n<S> comme <S>C J(S) on a x€J(S) donc x€J(T)
soit, d'aprés (2.7) il existe ye€D tel que xye<T> et
comme A est un idéal : xy€AN<T> # @

b)=—>a) EJ(S) est un ouvert et [J(S)r\<S> =@ d'old [J(S)Q<T>= ®
c'est 3 dire que T&J(S) donc J(T) €J(S). De méme
J(S)c J(D).
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§3. PROPRIETES DE TRANSFERT POUR LES HOMOMORPHISMES.

Soient D et D' deux demi-groupes, S une partie de D,

T une partie de D' et £ : D —> D' un homomorphisme.

(3.1) Les assertions suivantes sont équivalentes

1) il existe un unique homomor- D — £ D
phisme f eonservant 1'élément neutre tel
} Y Goof Ys QY
que L] = ®
S T D[S 1] ______ -] [T 1]

2) £(S)cJ(T)
Dans ce cas on a £(J(S)) €J(D)

1)==2) Soit x = f(s) € £(8) :L?T(X) = LpTof(s)=EoLps(s)€‘\L(D' [T—lj)

~

car f congerve 1'élément neutre, donc X< J(T).

2)==>1) L?Tof rend inversibles les éléments de S donc il existe

£ conservant le neutre tel que fo L?S = LPTof. L'unicita

de f s¥en déduit aussitdt. Il est clair que £(J(8))Ca(T)

[3-2)Theoreme : a) &4 £ est un epimonphisme, i en est de méme

pout

b} Pourn toute partie S de D £(J(S))C J(£(8S))

e} 84 J(£(S)) = J(T) et a4 § est nétractable,
E L'est aussi

d) S4 de plus J(£(S)) = £(J(S)) et 54 § est sun-
fectif [resp. isomorphisme] il en est de
méme pour §

Démonstration :
a) Immédiat puisque \pg et @, sont des épimorphismes (1.1).
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b) On a f£(S)CJI(f(S)) donc d'aprés (3.1) £(J(S))I(£(S))
¢) On a toujours (dés que f existe) : £(J(S)) CJI(£(8)) < J(T).
Si de plus J(£f(S)) = J(T) et s'il existe r tel que r.f = lD

on a : r(T)cr(J(T)) r(J(£(S))) or d'aprés b)

r(J(£(8)) € IJ(x.£(S)) J(S) ;3 donc r(T) €J(S) et d'aprés (3.1)
. . : = 'ou = =

il existe T unique tel que ro LPT L{Jsor d'ol rof 1D[S 1]

d'aprés (1.1)
d) Si f est surjectif il suffit de montrer que les &léments de

la forme L?T(y) et L{)T(t)_1 sont atteints par f :

. LPT(y) = L{>T(f(x)) = ;:'(Lps(x)) car f est surjectif

. 81 t€TCI(T) = £(I)(8)) doBc t = f(s), s€;J(S). D'ol :
@p® " = fppef(] 7 = [Fe ()] ™ = £gg() 7]

Si f est un isomorphisme f est rétractable et surjectif donc

~

f aussi.

-~

Remarque : On a le transfert "f injectif===f injectif" dans

les cas suivants :

. S et T simplifiables dans D et D' respectivement, et
£(8) € J(T)

. D et D' commutatifs et £(J(S)) = J(T).

§4. PROPRIETES DE TRANSFERT POUR LES IDEAUX

Nous &tudions ici les relations entre les idéaux de D
et de D[S-l] : si I est un idéal de D[S_l], LP;I(I) peut étre
vide ; nous nous limiterons donc au cas ol D{S—ll est un demi-
groupe de fractions a droite ([6] et [8] ) ; dans ce cas tout
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Propriétés des demi-groupes de fractions

élément de .'D[S—l] peut s'écrire Lps(x) '-{’S(s)-1 avec x€D, s€ <S>,

On note PO (resp.c&)) 1'ensemble des idéaux 3 droite

(resp. bilatére) de D, et @S’ £S les ensembles analogues pour

D[S_l] - Lorsque Iegos ‘-F-S-l(l) n'est pas vide puisque :

LPS(X) t.vs(s)-1€ I ===>x¢€ LP;:[ (D).

Nous avons 3 utiliser les applications suivantes :

r :Q)S —> @) définie par r(I) =Lp;1(l) ; 6:31)—>be définie
par &(I) = \.PS(I).D[S-l:] ; et B : B — %S définie par

8(I) = p[s™}] @ (D .o[s7Y.

et que B(I) = D[s"!] « &(D).
Les applications r, §, B sont des applications croissantes d'en-
sembles ordonnés par inclusion. De plus :

(4.1) Ser = 13)8 et  Bor = 1$S

ce qui montre que r est injective,§ et B sont surjectives et que :

card ‘%S <card Q)S < card & ; en général ces applications ne sont

pas bijectives.

(4.2) Theorzme : Si D[S ] est un demi-ghoupe de fractions a
droite et 84 D vinifie L'une des conditions
sulvantes :

. D est noéthénien
. D est noéthénien & droite
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. D est antindien

. D est atinien a droite
. D est simple

. D est simple & drodite

alons D[s_l] venigie La meme propridits

La démonstration se déduit aisément de (4.1). I1 résulte
egalement de (4.1) que ro,8 et r.B sont des fermetures dansg)

et % D et %des1gnant les ensembles d'idéaux fermés pour

ro6 et ro.f on a :

(4.3) Theoneme : r et £a nestriction de § a L (resp. r et La
nestriction de B @ B ) sont des Lsomonphismes
hBciproques entre Les ensembles ordonnés D

et Dy (nesp. B et B!

(4.4) Si T est un sous-— deml—groupe de D[S ] contenant
et si R = s ('1‘) alors : D[R ] est isomorphe i D[S~ I]EI‘

(s)

h

Démonstrhation
: . . YR -1
Pre Yg rend inversibles les éléments D ——-——->D[R ' ]
]
de R car si X€R on a Lps(x)ET 3 il s E
: . -1 1 6
existe donc un homomorphisme o tel que D|S ] !
. t
Oc Up = Wr° Ys oA j
v
. . 1 SRt
P, rend inversibles les éléments de S, p[s “][r 7]

car si s €S LPS(S)E T donc s<R ; donc
il existe 0 tel que 6 o Yo =Yg
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. 6 rend inversibles les &léments de T : D D[S—I]——T— D[s‘%’ﬁ
s1 t€Tonat = k?S(x). Lps(s)_1 ; or 4
ws(s)c T donc L‘?S(X)ET ie x€R ; alors : y
- 7/

B(t) =\p(x). e[s(s) 1] inversible. “Yr ° A
Il existe donc A tel que Ao (p = 6. _f’

o . D[r 7]
I1 résulte alors de (1.1) que 0 = A ~ est un isomorphe.

Lorsque P est un idéal premier on note DP au lieu de

D [(D-P)- : demi-groupe localisé de D en P

(4-5) Thgordme : Soit P un idéal premier et propae de D[SV et
P' = r(P). Aloas D,, est isomorphe 4 p[s™] P

p[s™}-p

$ on a

Démonstration : P étant un idéal premier propre, T

est un sous—demi-groupe de D[S—l—_] ; comme anS(S)
q);l('l‘) = D-r(P) et 1'on applique (4.4)

On not:e%a 1'ensemble des idéaux bilatéres premiers de D ne cou-

pant pas <85>, et Sos 1'ensemble des idéaux bilatéres premiers

et propres de DIS-ll.

(4.6) Théoneme : Lonsque S est simplifiable dans D, ou Lonsque
D est commutatif, B et n sont des Lsomorphis-
mes entre Les ensembles ondonnés S et %"S.

Démonstration : a) Supposons S simplifiable dans D

. si PES P est fermé : soit x € roB (P), d'ol \'?S(x)“‘)s(a)t?s(s)-l'

- ‘5 (p) pg ()
avec p< P, soit L?S(xt) = L?S(a) L{?S(S) . Lps(p)=\ps(a)LPS(b)\?S(u)-1
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avec sb = pu€P donc bE€P. Alors :Lps(xtu) = U?S(ab) donc xtu=abeP
et X€P.

I1 suffit de montrer d'aprés (4.3) que Pe} —>B(P)€(S et que
Pecf '—>r(P)€Sa

- si PGQS r(P) est premier et r(P) A<S> = @ sinon
-1
Bor(P) = P =D[s ]
- si Pe® B(P) est propre sinon P =r.8 (P) =D ; R(P)
. . -1 -
est premier : si £&.n = k?s(a) \Ps(s) . q)s(b). \_PS(t) ! € B(P) alors
qs(ac)c B(P), avec sc = bt ; donc ac €r.f (P) = P et l'on a soit
a€P, d'ol £€B(P), soit cEP d'ol sc = bt EP et bEP, donc nep(P).
b) Supposons D commutatif et posons B = § = e
. si PEF P est fermé : soit xer.e(P), d'ou L()S(X)=‘-{>S(p)k.ps(s)-1

avec p€ P ; donc Lps(xs) = x.ps(p) et il existe t €<S> tel que
xst = pt€ P d'ol x €P.

. = si PG@S r(P)e® pour la méme raison qu'en a)

- si Pe® e(P) est propre (méme raison qu'en a) ; e(P) est
o -1 -1
premier : si &n = Lps(a). qs(s) . q;s(b). LPS(t) € e(P)
alors Lps(ab)ée(P) donc ab€ r,e(P) = P donc a€P ou bEP soit

E € e(P) ou nece(P).

§5. COMPOSITION DES DEMI-GROUPES DE FRACTIONS

Soit o €D un élément fixé ; on pose Y (D)= {seSW, Sna>#¢}
et 1'on munit CS (D) des deux lois (S,T) > S T et (S,TW—>ST
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qui font dec'ci3 (D) un demi-anneau. La loi U est idempotente et
o

2
admet 1'élément D pour zéro.(ﬂa(D) est préordonné par la rela-

tion < définie par S <T si J(S)C J(T).

-1
On pose D = {D[S 1, Sé@a(D)} et 1'on définit une
. . e -1
3 = .
application fa de u(D) dans Du par fa(S) D[S ] : fa

étant bijective on peut transporter sur D, la structure decb:l(n)
D[s'l]. D[T_l] = D[(S’I)_l]
p[s"}] [z '] =D[(s n Y

p[s™!] p[r '] si J(s)CID

Soit Eﬁal '@quivalence sur D associée au préordre ¢ :
D[S ]iD[T ] si J(8) = J(T) 11 resulte de (2.4) que

D[S :] D[:T ] si D[S ] D[T ] Posons A = D /giet notons
D[S ] la classe de D[S ] modulo

(5.1) Théoneme : Pour tout o €D on a Les propriltes sulvantes
a) R est compatible avec Les deux Lods de D
b) DanAA Les deux Lois . et U comudent

e) A A, ut une bande commutative ayant D[D ]
powr zéno et D [<a> '] pour éement

neutre.
Démonstrhation :
2 >p[s71
. Compatibilité avec la loi U: ]
-1 =1
su D{S “|= D|T t -
pposons D[S "]= D[T "] et mom Wrux % 6
trons que pour tout X9 e
p[(su® ™Y = p[(TUX) ] p il p[(tux) Ha————- [r}
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existe par hypothése un isomorphisme 6 tel que O, B = hPT, d'au-
tre part URTUX rend inversibles les &€léments de T, donc il existe

6 tel que 6o, = ‘?TUX' I1 s'ensuit que Prux rend inversibles

les éléments de SuX : c'est &vident pour les éléments de X, et

. - ¢ . . -
si s€8S \PTUx(s) o S L?S(s) est inversible. De méme LFSUX

rend inversibles les &léments de TUX d'ol 1'isomorphisme d'aprés
(2.4)

compatibilité avec la loi . : notoms d'abord que pour tout
se@d(n) on a « €J(S) car SE@G((D)z—) In€N* tel que «Pes
donc qu(o(n) est inversible dans D S-l:j et L?S(d) aussi,
ie o0 €J(S). Pour montrer la compatibilité de la loi. nous allons
prouver que VS, T €6§°((D) : DE[KZST)-l] ~ D [(SUT)_l} ce qui démon-
trera aussi b).

P

SuT rend inversibles les &léments de ST donc J(ST)CJ!SuT)

= Ygp rend inversibles les éléments de SUT : TE(E}:((D)=)}n6N*
o(nET
. n n, -1 . . -
€ 3
si s€S on a \pST(s) L?ST(so( ) L?ST(a( ) inversible. De meme

.

6P £ P ; - Pyl
S€ ¥, (D) donec 3peN*o~ €S et si t€T on a ¥ gp (8 =Yg p (%7)

\?ST(O(pt) imversibl
L'isomorphisme résulte alors de (2.4).

La propriété c) s'en déduit aisément. Notons la conséquence
suivante de b)

(5.2) Conoflainre : SL S et T sont deux complexes de D et 5'iL
existe @ dans D telf que S et T appartiennent

a ¥ (o) a,eol/u.szg D[(ST) ] est isomorphe a D[(TS)—B
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§6. DEMI-GROUPES DE FRACTIONS D'UN DEMI-GROUPE ATOMITQUE

Soit D un demi-groupe commutatif, S% 1'équivalence de Green

sur D, [5] ; on dit que p €D- U(D) est irréductible si alp

("a divise p") implique soit a€ W (D), soit a®p. On note
*

D" = D-{0} si D posséde un zéro, et D¥ = D sinon. D est atomique
si tout élément de D¥ admet uge factorisation compléte c'est—3-
. f e 1 n . .

dire peut s'écrire d = p1 p2 e P avec Vi pi 1rréduc-

d'éléments irréductibles, si B est une base d'un demi-groupe
atomique D tout élément d€D s'écrit u pq;‘(.B p P avec ue‘\L(Dl),
npe N presque tous m : S est un complexe de D on pose

M(S) = J(S)NB et P(S) = (M(S)> . Remarquons que M(S)CP(S)CJI(S).

(6.1) Soit D un demi-groupe atomique et S un complexe de D* |
on a : SCP(S) . amb) N
Soit 8 €S et B une base de D ; comme s €D* on a s = upll...t;’it
T

! *n -1 .
dome ¢ @g(s) = ¥ ()T ... ug ) "ewd[sT]) ec vi 9Py
inversible, soit P; € J(8) donc piE J(S)AB et
A «
s = u.pll e p Persl.awmb.
n
[6.2) Proposition : Soif D un demi-groupe atomique et S un com-
plexe de D¥. Les demi-groupes D[s°1] .
p[3($)™] , d[N() ], p[P(9)7] sont iso-
monphes.

Démonstrnation : :
d'aprés (2.2) D[s'l] = p[3(s) ]
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d'aprés (2.5) et (6.1) : SCP(S)L. wdY) ¢3!, )

= 3¢s). W) u WD) = J(s)
J étant croissante et idempotente : J(8) QJ(P(S)l. %(Dl)) cJ(S)
soit J(8) = J(2(5)L. womb).

Appliquons 3 nouveau (2.5) : J(S) = J(P(S)l. %(Dl))=J(P(S)1)
= J(P (S)) d'aprés [6] .

Par conséquent D[S—l] :D[P(S)_1] (d'aprés (2.4)). Comme

P(S) = <M(S)> on a : D[M(S) 1] = D[P(S) 1]

Notations : <5”’(B) =‘§(B) - {p} ; avec les notations du §5 :

si p |ab ==p|i ou p|b.

(6.3) Théoreme : Soit D un demi-groupe atomique simpligiable de
base B dans Lequel tout éLément iwilductible
est premion. Alons S ¥*(B) et F(D) sont dqui-
potents.

Démonstration : . On définit y : 3 (D)—>V¥(B) par
v @[aAY]) = JA) n B = M@)

C'est bien une application car D[A—ll = D[C-I]GJ(A) = J(C)
donc J(A) = J(C)A B ; J(A)~ BEXXB) car par défini%{on de
(D) : A-W(D) # P ; soit x€ A -wW(D) donc X = up S
et du moins 1'un des %, est distinct de zéro donc p; € J(A)NB
et J(A)nB # @.
. soit : @*(B) ——>%%(D) définie par

W (4) = D[A-ll. On a bien W(A)e $(D) car BnW(D) = @ donc

A-w(D) = A # @.
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. d'aprés (6.2) : woy §D|A_1]) = Y(J(A) B)
- -1 _ -1
=pM@) ] = oo 7]

w.\g(A) = w(D[A—]']) = J(A)nB. Montrons que A=J(A)nB :
il est immédiat que ACJ(A) AB ; soit p€J(A)NB donc peB et
d'aprés (2.7) il existe y €D tel que py €<A> . Donc py=q1q2...qu
avec qie A. p est irréductible donc premier. Par conséquent :

Ji plqi. D'ol p@oqi. Comme p€B et q;€B on a p = q, €A.

Donc o \p (A) = A.

§7. DEMI-GROUPES A FACTORISATION UNIQUE

Soit B une base d'un demi-groupe atomique D : on dit que

D est & factorisation unique si : Vd € D¥ : <1-'-uplI>2---Pm=Vqlqz.-qu
implique n = m et Vi pi&qi .
v_(d)
Dans ce cas tout élément d de D* peut s'@crire d = u p'TE(B p P
avec v_(d) € N et dans ce produit seul un nombre fini de v_(d)
n'est pas nul. [3] On démontre, cf [3], que : xy # 0 =>vp12xy)

= vp(x)+vp(y) .

{7..1)Théondme : Soit D un demi-groupe a factorisation unique.
Alons pour tout sous-demi-groupe S de D
p[s 1] est a gactorisation unique.

Démons tration
. d'aprés [3] il suffit de trouver un sous-ensemble A de D[s_l]

tel que tout élément de D[S_l] s'écrive de fagon unique 3

"une unité prés" comme produit fini d'éléments de A. Si card
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- . s -1
D[S 1] = 1 le résultat est évident. Supposons donc card D[S ] >1.
. Soit B une base de D, B, = {pc B, 3s€S ps = 0} et

B' = B-(BouJ(S))
7\( VP(S)
. définiti : e =
par définition de B et J(S) ¥s €S s upéBnJ(S)p
. Cherchons les unités de D[S_l] (on note % au lieu de
-1 . . . . .
(d)LQS(s) ). Sl% est inversible 1l existe % tel que
_ s 2 -1
=5 donc 10 €S tel que odbs = os't S. Comme card D[S ]>1
on a S¢D* donc oszt # O donc si p€3B : vp(d)+vp(b)=vp(s)+vp(t);
et si p¢J(S) : vp(d) = vp(b) = 0. Donc si % est une unité :

‘v’pyiJ(S) vp(d) = 0. Réciproquement si Vp#J(S) Vp(d) =0:

v (d)
t?s(d) = L(’S(u) b €BAJ(S) LPS(p) P donc S est inversible.

Les unités de D[S_l] sont donc les fractions de la forme

v _(d)-v_(s)
-‘-is- avec u € cuJ(Dl);

T P
®s(W S epnacs) P
. Soit %€D[S-1] donc d # O et s # O et 1'on peut écrire

v (d)-v (s)

= L?S(u) \fs(v)-l U ‘PS(P) P P avec u, ve%(Dl).

4
s peB

Puisque % # 0 et que s€S : YpeB, vp(d) = vp(s) =0 et 1'on

4 x vP(d)-vP(S)
peut crire — = @ pEB' "?S(p) avec
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u, V€ %(Dl). Puisque % # O et que s€8 :Yp €38, vp(d)=vp(s)=0
v_(d)-v (s)
et 1'on peut écrire % =‘0;Z;B, ‘?S(p) P P avec
v _{(d)-v (s)

u -1
W= 2 e nas Hs® €ew([s ])

d
P € B! = v (d)=-v (s8) = v (d)20 donc —
our p o p( ) P( ) p S

a
© T wg® P

. L'écriture précédente est unique & une unité prés : si

B
d_ .+ T P 1 sz v - 8
s =W pC B LQS(p) » &' unité, alors ¢ ¢ avec Vp ¢B NJ(s)

T P d d'
= $oal = P g _ad : :
vp(a) 0. Si1 d p€B' P on s t donc il existe

[

0€S tel que odt = cad's. Mais # 0 et ot € S==>gdt # 0, donc

wia

sipEB v (Drv (£) = v (a) + v (d)+v (s) 5 si p£J(S)
v (d) =v (d') = B, d'ol le résultat.
P P P

L
Rema/Lgu.e : On a démontré que % = %'_ = Vpe€B' vp(d) = vp(d')

§8. AUTRES PROPRIETES

(8.1) Proposition : Soit D un demi-groupe commutatif avec éLément

neutre e , et S un sous-demi-groupe de D¥,
S< (D,8) est de type (R)[2], Les propridtss
sucvantes sont equivalentes

a) S & (D)
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b) W, est un L5 0morphisme
c) $g est sunfectdiq

Démonstrnation : a)=>b) d'aprés |6]

b)=>¢) évident

c)—>a) eD€S car si s €S sep=s et comme SgD*Et(D,s

est de type (R) on em déduit e eg € S. Soit s€ S ; comme ¥ est

S
surjectif, Ix €D : \PS(X)=\PS(S) 1, donc il existe t €S tel que
txs = tey =t (D, S) &tant de type (R) on a xs=e_=e

p &g’ puisque
ScD* ; donc se wWD).

(§.2) Commutation avec £'équivalence de Rees

Soit D un demi-groupe commutatif, I un idéal et S un complexe

- -1

deD; a:D > D/I, : D > D[s 1], g' : D/I—> D/I[a(S) ]
. -1

les homomorphismes canoniques. Alors les demis—groupes D/I[a(S) ]

-1 .
et D[S ]/e(I) sont isomorphes.

Démonstration : B'aprés (3.2) il existe a p —2 > p/I
surjectif tel que &oq =¢'oa . Montrons que LPl @
1'équivalence d'homomorphisme de o est 1'é- -

-1 o T14
; “19 o D[sT] -—-- D/1[a(s) ]
quivalence de Rees dans D[S 1] modulo e(I): p[s ] >D/1[a(s) "]

. Siox = w(@ g(s) L, y
a(x) = a(y) on a y (a(at))

w(b) @(£) " et
LP'(a(bs)) donc il existe u € <q(S$)>=(<S3

tel que u. a(at) = uoa (bs) ; si u = g{o) avec c€<S> : a(pat)=

o ( gbs) donc ou bien gat

obs d'ol x =y

ou bien gat, obse€ I d'old x, ye e(I)

. De méme si x= y mod e(I) : a(x) = a(y) D'oli le résultat.
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