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LOCALISATIONS ET SCHEMAS AFFINES

Michel HACQUE

INTRODUCTION.

Cet article est consacré i la mise en évidence des pos—
sibilités qu'offre la théorie des localisations, en vue de
1'8tude des schémas affines.

Etant donnd un anneau commutatif A , si of= Mod A est la
catégorie des A-modules et si X = Spec(A) est le spectre pre-—
mier de A, muni de la topologie spectrale, tout ouvert U de X
determne une localisation a‘f dans A& (Proposu:lon 2-8). Les
foncteurs localisations LU de ces localisations ‘PU » permet-
tent la construction d'un foncteun préfaisceau P (Définition
3-4); tel que pour tout objet M de o4, le foncteur P(+,M) soit
un préfaisceau P(M) sur 1'espace topologique X et tel que tout
ouvert U de X vérifie P(U,M) = LUM .

Le foncteur préfaisceau P étant séparé (Théoréme 3-6), la
méthode de Cech détermine un foncteun faisceau ? (Définition

4-2) et le morphisme fonctoriel canonique 6 : P > P est un mo-
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nomosaphisme fonctoriel (Proposition 4-1).

L'intérét de ces constructions réside en ce que pour toﬁt
ouvert quasi-compact U de X , les morphismes canoniques
eﬁ : P(U,M) > P(U,M) sont des isomophismes (Théoréme 4-3).
Ce résultat, fondamental pour la suite, entraine que le fais-—
ceau d'anneaux f(A) sur X coIncide avec le faisceau structu-
ral @y = A du schéma affine (X, é&) assosié d 1'anneau A et
que pour tout objet M de <#, le faisceau P(M) sur X est un
E(A)—Module qui coincide avec le @k-Module quasi-cohérent M
associé de fagon classique au A-module M (Corollaire 4-4).
Ces résultats montrent donc que le Thé&oré&me 4-3 constitue une
généralisation du théoréme (1-3-7) de [7], qui établit le ré-
sultat analogue dans le cas particulier oid U est un ouvert

aggine spécial de la forme D(f) avec f€A

Il en résulte &galement des caractérisations simples des
sections du faisceau structural d'un schéma affine ou d'un
Module quasi-coh&rent, au-dessus d'un ouvert quasi-compact
(Corollaire 4-5). Un cas particulier (Corollaire 4-6) donne
une généralisation des premiers ré@sultats obtenus dans cette

voie dans [12].

Dans le cas ol 1'anneau A est noethénien, les résultats
obtenus prennent une forme simple (Corollaire 4-8) et il en

résulte en particulier que pour tout A-module {nfectif N , 1le

OX—Module quasi-cohérent N associ&, est un faisceau flasque

(Corollaire 4-9). A titre de curiosité, ce résultat permet

d'obtenir une démonstration élémentaire de la trivialité de
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la cohomologie des Modules quasi~-cohérents (Remarque (c)).

Etant donné un schéma affine (X, 6&) associé 3 un anneau
commutatif A, la suite est consacrée a4 1'étude du préschéma
(U, Gy induit sur un ouvert quasi-compact U , de X , par le
schéma affine (X, @X) .

Tout d'abord, 1'étude des localisations images directes,

~

donne une propriété trés utile des localisations du type éEU s
vis 3 vis des images directes (Lemme 5-8) et conduit i une
propriété intéressante liant le spectre de A au spectre de
1'anneau localisé A' =‘A§ de A pour une localisation du

~J

type &% (Théoréme 5-9).

Il est alors montré que la catégorie 056 des @h—Modules
quasi-cohérents est &quivalente 3 des sous—catégories locales
de catégories de modules (Théoréme 6-3 et Corollaire 6-4) et
il en résulte 1l'existence d'un "foncteur @h—Module quasi-

cohé&rent associé&'" (Corollaire 6-5).

Si (X',‘?i.) est le schéma affine associé i 1'anneau

A' = T(U, @X) des sections au-dessus d'un ouvert quasi-compact
U de X, si p est 1'homomorphisme canonique de A dans A' déter-
miné par la restriction 3 1'ouvert U de X et si ¢ est 1'appli-
cation continue de X' dans X déterminée par 1'homomorphisme p ,
alors 1'ouvert U’ =<P—‘(U) de X' est quasdi-compact, partout
dense dans X' et 1'homomorphisme canonique de restriction o'

de I"(X',@)'(,) dans P'(U',@;{,) est un L{somorphisme. De plus
si (U', G%,) est le préschéma induit sur l'ouvert U' =(P-1(U)

de X' par le schéma affine (X',<b§,) , 1'application continue ¢

3
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de X' dans X induit un homéomorphisme w de U' sur U , qui dé-
termine un {somorphisme de préschimmdW de (U', @I'J,) sur (U, ('9U)
(Théoréme 6-8).

Enfin, ces résultats conduisent 3 diverses caractérisa-—
tions des ouverts affines des schémas affines (Théoréme 7-1)
et en particulier 3 une caractérisation cohomologique (Corol-

laire 7-4) qui généralise le Théoréme (1-3-1) de [8].

Dans la suite, les principales références bibliographi-
ques sont indiquées dans le texte, mais de fagon générale,
la terminologie et les notations relatives aux localisations
sont celles de [3] et de [11] et la terminologie relative aux

schémas affines et aux préschémas est celle de [7].



Localisations et schémas affines

1 - PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES

Un espace topologique X est dit quasi-compact si, de
tout recouvrement ouvert de X , il est possible d'extraire
un recouvrement fini de X . Il revient au méme de dire que
toute famille filtrante décroissante d'ensembles fermés non
vides a une intersection non vide. Une partie Y d'un espace

topologique X est un ensemble quasi-compact si le sous—espace

Y est quasi-compact.

Un espace topologique X est .(rhdductibfe s'il est non
vide et s'il n'est pas réunion de deux sous—espaces fermés
distincts de X . Il revient au méme de dire que X # @ et que
1'intersection de deux ouverts non vides de X est non vide.
Une partie Y d'un espace topologique X est irréductible si
le sous—espace Y est irréductible. Pour qu'un sous-espace Y
d'un espace topologique X soit irréductible, il faut et il
suffit que son adhérence Y soit irréductible. En particulier,
tout sous-espace qui est 1'adhérence {x} d'un sous-espace ré-

duit 3 un point est irréductible.

Dans un espace topologique X , la relation y €{x} équi-
valente 3 {y} c{x} se traduit en disant que y est une ApZcia-
Lisation de x ou que x est une générisation de y . Dans un
espace topologique X , un podint générique d'une partie fermée

irréductible Y est un point x tel que Y = {x} .
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1-1. LEMME : Soit X un espace topologique quelconque.
Toute partie Y de X , qui admet un systime
fondamental de voisinages quasi-compacts,
est un sous-espace quasi-compact.

Soit {wi}iel un recouvrement ouvert du sous—espace Y

de X . Pour tout 1€l , il existe au moins un ouvert Ui de X
tel que W, = YNU, . La partie U = SZ{ U; est un voisinage
ouvert de Y dans X et par hypothéset il existe un voisinage
quasi-compact U' de Y tel que U'€ U . En posant U{ = U'F\Ui
pour tout i€l , ce qui entrafne Wi = YtWU{ ,» la famille
{Ui}iel constitue un recouvrement ouvert du sous—espace qua-
si-compact U' , Puisque U' est quasi-compact, il existe une
partie finie J de I telle que la famille {Uj}jeJ constitue
un recouvrement fini de U'. La relation :

Uw, = U Ynu =yn[UJUul] =Yau' =Y

jes J jeJ t jed J
montre que la famille {Wj}jeJ constitue un recouvrement ou-
vert fini du sous-espace Y , extrait du recouvrement ouvert
{wi}iel de Y , ce qui prouve que le sous-espace Y est quasi-

compact.

1-2, LEMME : Soit X un espace LopolLogique vérigiant La condi-
ion :
(a) Tout point de X admet un systéme fondamen-
tal de voisinages ouvernts quasdi-compacts.
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Alons, tout sous-espace quasi-compact Y de X ,
admet un systéme fondamental de voisinages ou-
vernts quasd-compacts.

Soit W un voisinage de Y dans X . Pour tout yeY , il

existe un voisinage ouvert quasi-compact Uy de y dans X
tel que Uy&:W . En posant U; = YXWUy pour tout yeY , la
famille {U}'r}er constitue un recouvrement ouvert du sous-
espace Y . Puisque Y est quasi-compact, il existe une fa-
mille finie {yj}jeJ de points de Y , telle que la famille
{u! 1} constitue un recouvrement fini de Y . Il en résulte

v. .

1 J€d
que la famille {U_ } constitue un recouvrement fini de Y

Yy jed
par les ouverts quasi-compacts U_ dans X . La partie
j [

U= }Eﬂ Uy est alors un voisinage ouvert et quasi-compact

]
de Y dans X , inclus dans W .

1-3. LEMME : Soit X un espace topologique vérniflant La

condition :

(8) Dans £'espace X , £'application x + {x} éta-
beit une cornrespondance biunivoque entre X
et L'ensemble des parties genmées irréduc-
tibles de X .
ALons, 84 W est un ensemble §ltrhant décrodis-
sant d'ouverts quasi-compacts, La partie

Y =/ U est quasi compacte et W constitue
yel

un sysieme fondamental de voisinages de Y .

7
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Soit F' un ensemble fermé dans X , tel que U induise une
base de filtre sur F', c'est-3i-dire tel que UNF' # @ pour tout
Ue W,

Soit S l'ensemble non vide des parties fermées F de F',
telles que?b induise une base de filtre sur F , c'est-d-dire
telles que UNF # @ pour tout U€ WU .

Dans l'ensemble S ordonné par l'inclusion, soit S' une
partie non vide et totalement ordonnée. Pour toute partie
quasi-compacte U€ U , 1'ensemble non vide, totalement ordon-~
né des parties ferm@es non vides UNF de U , pour FeS', a une
intersection non vide. Il en résulte que 1'ensemble fermé
F" = g;g, F vérifie UnF" # @ pour tout U€ U, ce qui prouve
que F" est un &lément de S . L'ensemble S posséde donc au

moins un élément minimal F0

Soient Fl et F2 deux parties fermées de X telles que

F = F]UF2 . Si F1¢S et si F2¢S » 11 existe U e WU tel que

U]F\F1 =@ et U,€ W tel que Uzr\Fz = @ . En choisissant

U € W avec UCU]ﬂU2 , 11 en résulte

UﬁFo = Uﬂ(F]UFZ) = (Uf\Fl)U (UﬂFz) =@

ce qui est absurde. Ainsi F1 ou F2 appartient 3 S et puisque
F_ est minimal dans S , il en résulte F, = F ou F. = F
o 1 o 2 o’
ce qui montre que Fo est un fermé irréductible.
La condition (B) entraine qu'il existe un point x de X
tel que F_ = {x} , ce qui entrafne en particulier xeF' . Pour

tout U€E U , la relation UnFo # @ entralne qu'il existe yeU
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avec y‘€{§} , ce qui implique xeU et par suite xeY .

Ainsi, tout ensemble fermé F' de X , tel que U induise
une base de filtre sur F', vérifie F'NY # @ .

Pour tout voisinage ouvert U' de Y , l'ensemble fermé
F' = X-U' vérifie F'NY = @ et par suite W n'induit pas une
base de filtre sur F', ce qui prouve qu'il existe U€ U
tel que UnF' = ¢ c'est-a-dire tel que UcU'

Ainsi, 9, constitue un systéme fondamental de voisinages

de Y et le lemme i-] montre que Y est quasi-compact.

1-4. DEFINITION : Dans un espace topologique X , une partie Y
eAt stable par générisation 44 fout point x de X
qui est une générisation d'un point y de Y , est
un eLément de Y

1-5. LEMME : Dans un espace topologique X, pouwr foute partie
Y de X , £'intensection des vodisinages de Y , no-
tie ¥ ot appelée Le ginérisé de Y , est La plus
petite partie de X stable parn générisation ek
contenant Y
En paticulien poun que Y 404i% stable parn géneri-
sation, il faut et L suffit que Y =¥

Une partie Z de X est stable par générisation si pour
tout xeX , la relation (x}az # ¢ implique xeZ , c'est-a-dire
si pour tout xe€X , la relation x¢Z implique {x}nz = ¢ . I1 est
immédiat que cette dernidre condition signifie que tout xe€X

qui n'appartient pas 3 Z , n'appartient pas 3 un voisinage ou-
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vert U de Z . Il en résulte que pour qu'une partie Z de X

soit stable par générisation, il faut et il suffit que Z = 7.

Pour tout partie Y de X , les parties Y et4§uadmettent
les mémes voisinages, de sorte que Y est 1'intersection de
ses voisinages, ce qui prouve que Y est stable par générisa-
tion. Enfin, pour toute partie Z stable par générisation, la

relation YCZ entraine YcZ = Z ce qui montre que Y est la plus

petite partie de X stable par générisation et contenant Y .

1-6. PROPOSITION : Soit X un espace topologique virifiant Les
conditions (a) et (B). ALons pourn toute partie Y
de X , i y a équivalence des conditions suivantes -

(a). Le sous-espace Y est stable par génénisation et
quasL-compact.

(b). La partie Y est stable par générnisation et ad-
met un systeme fondamental de voisinages ou-
verts quasi-compacts.

(e). 12 existe un ensemble W filtrant décroissant
d'ouvernts quasi-compacts, tel que Y = g;}b U .

De plus, un tel ensemble U constitue alons un sys-

teme gondamental de voisinages de Y .

Les lemmes 1-] et 1-2 entralnent 1'é@quivalence des con-
ditions {a] et (b).

Si Y vérifie la condition (b), en choisissant pour Usun
systéme fondamental de voisinages ouverts quasi-compacts de

Y , le lemme !-5 entraine Y = Y = Gethl. Ainsi, la condi-

10
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tion (b) entraine la condition (c]).

Si Y vérifie la condition (¢}, le lemme 1-3 montre que
Y est quasi-compact et que U constitue un systéme fondamen-
tal de voisinages de Y . Il en résulte en particulier Y =Y
et le lemme 1-5 montre alors que Y est stable par générisa-
tion et quasi-compact. Ainsi, la condition (c] entralne 1la

condition (a), ce qui achéve la démonstration.

1-7. COROLLAIRE : Soit X L'espace topologique sous-jacent a
un Achima affine ou & un préschéma.

ALons, pour foute parntie Y de X , L ¢y a équiva-

Lence des conditions sulvantes

(a). Le sous-espace Y est stable par générisation
et quasd-compact.

(b). La parntie Y est stable parn générisation et
admet un systéeme fondamental de voisinages
ouverts quasdi-compacts.

(e). T2 existe un ensemble W 4iLtrnant décroissant

d'ouvents quasi-compacts, tel que Y = 6;:&'U

De plus, un tel ensemble U constitue alors un sys-
teme fondamental de voisinages de Y

D'aprés la proposition 1-6, il suffit de montrer que
1'espace topologique X sous-jacent 3 un schéma affine ou 3
un préschéma vérifie les conditions (a) et (B) des lemmes

1-2 et 1-3.

11
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La proposition (1-1-10) de [7] montre que tout ouvert
affine est quasi-compact. La proposition (2-1-3) de [7],
qui assure que les ouverts affines forment une base de la
topologie de X , montre que tout point xeX admet un systé-
me fondamental de voisinages ouverts affines quasi-compacts,

c'est-d~dire que X vérifie (a).

Enfin, la proposition (2-1-5) de [7] montre que X vérifie

(B), ce qui aché&ve la démonstration.

2 - LOCALISATIONS STABLES.

2-1 - Rappels. Etant donné un anneau commutatif A , soit
X = Spec(A) l'ensemble des {dZaux premiers de A , appelé aussi
le spectre premiern de A . Pour un xeX = Spec(A) , il est sou-
vent commode d'é@crire P, au lieu de x , ou méme simplement
PeEX .

Pour toute partie E de A , la partie V(E) de X désigne
l'ensemble des x€X tels que E C Px .

Les ensembles de la forme V(E) , dans laquelle E parcourt
l'ensemble des parties de A , sont les ensembles femés d'une
topologie sur X , appelée la fLopologie spectrale ou la topolo-
gie de Zariski; sauf mention expresse du contraire, 1'ensemble

X = Spec(A) est toujours muni de la topologie spectrale.

Si r(E) désigne la racine de 1'id&al de A engendré par la
partie E de A , la relation V(E) = V(r(E)) montre que lorsque
Qparcourt l'ensemble des idéaux de A , les ensembles de 1la
forme :

12
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D(Q) = X-V(Q) = {x; xeX ,A¢p } = {(P; PeX ,0¢ p}
constituent les ensembfes ouvents de la topologie spectrale
de X .

En posant :

D(f) = D(Af) = {p; peX , £¢ P}

pour f€A , les ouverts de la forme D(f) sont les cuverts ag-
fines spéclaux de X [2].

En particulier :
D(0) =4 et D) =X.

De plus, pour toute famille (Cli)iel d'idéaux de A et

pour tout couple (Cll, Ca) d'idéaux de A , les relations
U D(Q) =0( 2 Q)
i€l i€l

et

D(Q,)ND(A,) = D(QN Q) =D(Q, 02)

montrent que l'application surjective D de 1'ensemble des
idéaux de A dans 1'ensemble des ouverts de X est compatible
avec les bornes supérieures et avec les bormes inférieures
finies.

Enfin, pour tout P € X , les ouverts affines spéciaux
D(f) associés aux éléments feA , tels que f ¢ p , consti-
tuent un systéme fondamental de voisinages ouverts et quasi-

compacts de p dans X .

13



Localisations et schémas affines

2-2. Notations. Etant donné un anneau commutatif A , soit
X = Spec(A) le spectne premien de A et soit &= Mod A 1la
catégorie des A-modules.

Tout Elément P € X détermine une localisation gp dans
caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent‘}?p
défini par :

$p={I;I¢P}-

Toute partie Y de X détermine une localisation 2Y s

définie par :

F A&

2y pey P
c'est-3-dire caractériséepar l'ensemble topologisant et idem-—
potent ‘c?Y défini par :

= N .
g, PEY%,

Il en résulte naturellement :

~ 3 - _
g{p} —2p et J{P} —?p

Inversement, toute localisation &£ dans c#, caractérisée

par un ensemble topologisant et idempotent ¥ , détermine une

artie Yo = Y de X , définie par :
P ¢ G P

.= = ()
Yo%t i 0@

2-3. LEMME : Avec Les notations pricédentes, L'application
Y > §Y de £'ensemble des parties de X , dans
L'ensemble des Localisations dans et £'applica-
tion £ - Ty de £'ensemble des Localisations
dans #, dans L'ensemble des parties de X , véni-

14
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glent Les proprniéies sulvantes :

{a) .

(a').

(b).

{(6').

(e).

Poun toute parntie Y de X , £'ensemble fopo-
Logisant et Ldempotent ‘§Y est L'image ré-

edproque, par L'application D,de £'ensemble
des voisinages ouverts de Y dans X . Autre-
ment dit :

WY = {1 ; YSD(I)} .

Powr toute Localisation & dans &, carac-
teniste pan un ensemble topologisant et Ldem-
potent & , La parntie Y$ = Yo de X est consiti-
tude pan Les Aidéaux premierns de A qui n'appar-
tiennent pas a F . Autnement dit :

Yo =Yg = {p; pji}?} -
La nefation Y cY, implique &’YZ < o‘f’Yl c'est-
a-dine

1%}FYzc g:Y]

La nelation i;] < fz dquivalente a fa rela-
ton &, < ‘32 , Amplique Y&?zc Y&r] , c'est-a-
dine <Y .

5, s,
Poun toute famille {Yj}jeJ de parnties de X ,
3 u -
en posant Y ) YJ. , alons :

~ _ /\ N
geY j€J gYJ. ’

1 _m-As =

c'est-a~-dine ‘EFY fed §Y

]

15
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(c'). Pour toute famille {JCJ.} de Localisations
dans &, en posant : & = /\ §a c'est-a-
3eJ
m : Y& = U
: ¥ = JGJ‘&_; , alons ‘f s ée‘] ,
VoxFodiedino - = W
c'est-a-dine : Yo e z&j
(d). Pour toute partie Y de X , 44 ¥ est Le géne-
st de Y, c'est-a-dine La plus petite par-
e de X stable par générnisation et contenant
Y , aloas :
:fY = g? >
U - ¢ . = p.
clest-a-dine : EFY ?Y.

(d'). Pour toute Localisation & dans # ; caractdri-
s¢e par un ensemble topologisant et idempotent
¥, La partie Yg = Yo est sitable par généni-
sation, c'est-a-dine vérnifie :

s -

Y‘r= g et YW=Y‘<?

La définition de gp montre que la condition I €§)0 équi-
vaut & P€D(I) , ce qui entralne la partie (a).

La condition PeYy = Yg se traduit alors par la condi-
tion F ¢ ‘?fp » qui est &quivalente & P ¢ & , ce qui entrai-
ne la partie (a').

Les parties (b), (b') et (c) sont immédiates.

Avec les notations de la partie (¢'), il est évident que
la partie U Yg; est contenue dans Yg et si P ng: s alors
P ¢ ¥ et par sulte il existe un indice jeJ tel que ¥ qf ?j

14
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c'est-3d~dire tel que P ngﬁ , ce qui entralne la partie (c¢']).

Pour toute partie Y de X , la partie‘? est 1l'intersection
des voisinages ouverts de Y dans X , d'aprés le lemme 1-5. Il
en résulte que Y et Y ont les mémes voisinages ouverts et la
partie (a) entraine la partie (d].

La définition de Yg = Yg montre que cette partie de X
est une intersection de parties ouvertes de X et par suite
elle est égale 3 l'intersection de ses voisinages dans X . Le
lemme 1-5 montre alors qu'elle est stable par générisation,

ce qui entrafne la partie (d').

2-4. DEFINITION : Avec Les notations pnécédentes, étant donnée
une Localisation & dans & caracténisée par un en-
semble topologisant et idempotent F , s04it F L'en-
semble topolLogisant et Lidempotent dé4ind parn :

Ef= EFZ avee Z =Yg .
La Localisation ¥ de fest dite stable 44 L'ensem-
ble topologisant et idempotent ¥ est stable, c'est-
a-dine vérnigfie :

~——

=7 .

2-5. PROPOSITION : Pour toute Localisation € dans o, carac-
tenisée pan un ensemble topologisant et idempotent
¥, L y a équivalence des conditions sulvantes
(a). La Locatisation & est stable, c'est-a-dine

vinifie : F=F

17
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(b). L'ensemble % vénifie :

= [ %
{pe X;Fc C&p}

(¢). Powr tout T¢F , L existe un idéal premien
pde A tel que Tcp et p ¢F.

(d). L'ensemble & vérnifie Les deux conditions
sutvantes :
(a). Les ouvernts dans X de La forme D(I) avec
1€F comstituent un systeme fondamental de
voisinages de La pantie :

Yg= Lo DD
(B). L'ensemble & est satuné pourn La relation
d'équivalence associée a L'application D . Au-
trement dit 1 €¥ et D(I) = D(1I') entrainent
I'e ¥
I1 est d'abord évident que ¥ vérifie toujours
FeF- MF
Pe Ygz
En remarquant que Y €& Yg &quivaut i PEY ou a ?C".'f-p
et que 1 ¢§‘a équivaut & Icp , 1'équivalence des conditions
(a), (b) et (c) est immédiate.

La partie [a] du lemme 2-3 entraine la relation :

~—-~

Y= (1, Yg € D(I")}
qui montre immédiatement que la condition (a) implique les

parties (a) et (B) de la condition (d).
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Réciproquement, lorsque la condition (d) est vérifiée,
pour tout I'€ @5 , vérifiant donc : Yg < D(I') , la condi-
tion (@) entralne qu'il existe T1€9W tel que Y@;CD(I)CD(I').
I1 en résulte D(I) = D(INI'), avec INI'CI' , et la condi-
tion (8) implique (INI')eF , ce qui entrafne I'edF . Ain-
si,gfcﬁF et d'aprés la remarque initiale, i1l en résulte :
=9 ,» ce qui montre que la condition {d) implique la condi-

tion {a).

2-6. LEMME : Pour tout ouvert U de X, fa Localisation éZU dans o
caracténisée parn L'ensemble topologisant et idem-
potent ?FU » VBnL4de Les propriétis sudlvantes :

(a). Pour tout idéal A de A , tel que U = D(QA),
£'ensemble fS'U est constitué par Les idéaux I de
A, dont La nacine r(I) contient Q.
Autrement dit :

7CEU
(b). S& L'ouvert U de X est quasi-compact, tout
Ldéal Q' de A tel que U = D( '), contient un
idéal de type §ini O, tel que U = D(QA) et L'en-
semble ‘ZSFU est comstitué parn Les idéaux 1 de A
qui contilennent une puissance de Q.. Autrement
dit, £'ensemble CJ?U admet pouwr ensemble co4inal,
£'ensemble :

{a® ; nelN}

={I ;A cr(l)}?
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(). S& L'ouvert U de X est quasi-compact et A4
Qest un L{déal de type fini de A , tel que

U = D(Q) toute Localisation Cfdan/s &, canac-
tenisée parn un ensemble topoLogisant et Ldem-
potent &, vérnifiant G €% est plus fine que
Qg . En paticulien, & est La moins gine de

U
ces Localisations.

U

La partie (a) du lemme 2-3 entraine :

‘FU = {I ; D(@) cD(I)}

La condition I € ‘?FU se traduit donc par la condition :
P¥¢ D(I) implique p¢D(Q,), c'est—d-dire par la condition :
Ic p implique acp. Puisque r(I) est 1l'intersection des
idéaux premiers p de A qui contiennent I , la partie (a) en
résulte immédiatement.

La famille d'ouverts {D(f)} constitue un recou-

fe Q'
vrement de l'ouvert quasi-compact U = D(Q'). Il existe donc
une famille finie {f.}.

J J€

1 £).1}.
mille {D( )J}Je

3 d'éléments de Q' telle que la fa-

constitue un recouvrement fini de U = D(Q@').

J
La relation U = D( Q') = JLJI D(fj) = D(EJ, Afj) montre que
1'idéal de type fini Q= S5~ Af, vérifie & c Q' et
jeJ

U =D(Q') = D(AA). Puisque le produit de deux id&aux appar-
tenant 4 un ensemble topologisant et idempotent est encore un

glément de cet ensemble, les puissances de QL appartiennent

7

‘.':FU puisque & €@U . Pour démontrer la partie (b), tout re-

vient i montrer que pour tout Ie€ 37U , 11 existe un entier n
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tel que Cflc‘l . Puisque Q < r(I) et que r(I) est l'ensem—
ble des Eléments aecA dont une puissance appartient 4 I ,
pour tout jeéJ , il existe un entier n, tel que f?Je I.En
particulier un entier n' majorant les n. pour jeJ , vérifie
f?'el pour tout j€J . Si p est le nombri d'éléments de J
soit n = n'p . Tout &lément a € Q. s'écrit sous la forme
a = ?ga aj fj et o se développe sous la forme d'une somme
de termes qui sont des "mondmes' par rapport aux p éléments
fj , de "degré total" égal 3 n =n'p , ce qui entraine que
1'un au moins des fj figure avec un exposant supérieur ou
égal @ n' . Ainsi chacun de ces termes appartient i I et
par suite el . I1 en résulte alors Q' cl , ce qui ache-
ve la démonstration de la partie (b).

La condition OLeF entratne Q' eWF pour tout entier
n et la partie {(b) entralne alors ﬁ%c:ﬁi, ce qui démontre

la partie (c¢) puisque CLGIG%

2-7. COROLLAIRE : Dans A, toute Localisation de type fini
£ [et en particulien toute Localisation plate]
est stable.

Si € est caractinisiée par un ensemble topologi-
sant et idempotent 9, tout Ldéal I n'apparte-
nant pas a4 & est contenu dans un Ldéal maximal
powr cette propriété et un tel Ldéal est prnemien.

La localisation &#est de type fini si 1'ensemble Y admet
un systéme cofinal d'idéaux de type fini et toute localisation

plate est de type fini [l]].
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Pour tout idéal Q. de type fini, admettant un famille
finie {fj }jeJ de générateurs, la relation D(Q) = JLe%J D(fj)
montre que l'ouvert U = D(Q) qui admet un recouvrement
fini par des ouverts affines spéciaux qui sont quasi-compacts
est quasi-compact. En résumé, ce qui précéde et la partie
{b) du lemme 2-6 montrent que pour qu'un ouvert U de X soit
quasi-compact, il faut et il suffit qu'il existe un idéal de
type fini A tel que U = D(QL). De plus, pour tout idéal Q'
tel que U =D(Q'), 1l est toujours possible de choisir Q de
sorte que A c Q' .

Pour tout I € ¥, il existe un idéal de type fini QU'e€%¥
tel que Q'cI , ce qui entraine U = D(Q')< D(I). Pour tout
idéal I' de A tel que D(I) = D(I'), il en résulte la rela=-
tion : U = D(Q') =D(A'NI'). Puisque 1'ouvert U de X est
quasi-compact, la partie (b) du lemme 2-6 montre qu'il exis-
te un 1déal Q de type fini tel que U = D(@Q) et aAca'al'el’
D'aprés la partie (¢) du lemme 2-6, la relation U = D(Q') =
D(@) dans laquelle Q'€ entraine "FUC? et coime QAeF , i1
en résulte QA €¥. La relation QCI' entraine alors I'e % , ce
qui montre que la localisation Pvérifie 1a condition (B) de
la condition (d) de la proposition 2-5.

D'autre part, pour tout I€% , il existe un idéal de type
fini QO €%, tel que G cI , ce qui entraine : Yg € D(@eD(T).
Il en résulte que l'ensemble U des ouverts quasi-compacts DQ)
associds aux idéaux de type fini (L€¥ est un ensemble filtrant
décroissant d'ouverts quasi-~compacts tels que Y@ =

)
UeW U - Le
corollaire 1-7 entrafne que % est un systéme fondamental de
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voisinages de Yg » ce qui montre en particulier que 1l'ensemble
% vérifie la condition (a) de la condition (d) de la proposi-
tion 2-5.

Cette proposition 2-5 entralne alors que la localisation
de type fini é?est stable, ce qui achéve la démonstration de
la premiére partie du corollaire 2-7.

I1 convient de remarquer au passage que le corollaire 1-7

entralne également que Yg est une partie de X stable par géné-
risation et quasi-compacte.

Lorsque la localisation grest de type fini, il est immé-
diat que l'ensemble des idéaux de A n'appartenant pas 3 & est
inductif. I1 en résulte que tout I¢% est contenu dans un
idéal 1'¢F et maximal pour cette propriété. Puisque la locali-
sation g?est stable, la condition (¢} de la proposition 2-5,
appliquée a4 I' montre que 1'idéal I' est premier.

I1 convient de remarquer qu'il est possible d'obtenir une
démonstration directe de ce rdsultat, de sorte que la proposi-
tion 2-5 fournit alors ume nouvelle démonstration de la premié-

re partie du corollaire 2-7.

2-8. PROPOSITION : Avec RLes notations pricédentes, £'applica-
ton Y > QY et L'application L Y caractendisent
des connespondances bijectives réciproques entre £'en-
semble des panties de X, stables par générisation et
L'ensemble des localisations stables dans k.

Ces conrespondances possédent Les propri@rtis sud-
vantes

(a). Pourn deux panties Y, et Y, stables pan géné-

]
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nisation, La netation Y €Y, implique : §!’Y <§,’Y R
¢'est-a-dine : ‘ZFY c¥ 2 1
2 Y

(b). Pourn toute gamille {Yj}j
par génénisation, La partie :
par générisation et véri4ie :

de panties stables

eJ
= J
Y b Yj est stable

=N g
gY T jed BYJ. ’
c'est-a-dine :
w o= ()

"~

Soit ¢ 1l'application caractérisée par $(Y) =£€Y pour toute
partie Y de X et soit s l'application caractérisée par
s(éa = Yé? pour toute localisation &?dans .

La partie (a) du lemme 2-3 montre que s o P(Y) est 1'inter-

section des voisinages ouverts de Y et le lemme 1-5 montre que

¥=s o @(Y)
Alors, la partie (d} du lemme 2-3 entralne la relation :
(1) P =CFosocP
et la partie (d') du lemme 2-3 entralne la relation :
(2) s=so0Pos

Les parties Y de X , stables par générisation sont carac-

térisées par :

(3) Y =s o PV
et les localisations stables‘grdans 6, sont caractérisées par :
(4) Z =%0 s

Pour toute partie Y de X , la relation (1) montre donc que
la localisation P(Y) dans c#, est stable et pour toute locali-

sation & dans c¢#, la relation (2) montre donc que la partie
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s(é5 de X , est stable par générisation.

Les relations (3) et (4) montrent enfin que ¢ et s carac-
térisent des correspondances bijectives réciproques entre 1'en-
semble des parties de X , stables par générisation et 1l'ensemble
des localisations stables dans ¢#.

Le lemme 1-5 montre que la réunion d'une famille de par-
ties stables par générisation est stable par générisation et les

propriétés {a) et (b) résultent alors du lemme 2-3.

2-9. PROPOSITION : Avec Les notations précédentes, L'applica-
ton : Y —>§Y et L'application ¢ > Yx“s,canac/téu-
sent des cornrnespondances bijectives réciprocues en-
the L'ensemble des panties de X , stables par généri-
sation ef quasi-compactes et £'ensembfe des locali-
sations de Zype findi dans ot .

Ces conrespondances possedent Les propri8lés Sud-
vantes

(a). Pour deux parnties Y,
sation et quasi-compactes, La relation Y, <Y, AmplAi-

que %2 < §Y] , ¢'est-a-dine ‘ES'-YZC WYI
(b). Poun toute famifle finie {Yj}jeJ de parties
stables parn générisation ekt quasi-compactes, La
partie Y = ;?j] Yj est stable parn générnisation et
quazsi-compacie, et vinigie

' aodl M
éﬁY JCJ YJ , clest-a-dire F, = ng;YJ

et v, stables parn généni-

(c). Pour deux parties Y, ety, stables pan géndri-
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sation et quasi-compactes, La partie Y = Y]ﬂY2 est
stable pan géneénisation et quasi-compacte, et vérni-
fae §€Y=§?‘YVS€Y , ¢'est-d-dire : % TN, .

R Ty T Yy,

(d) . Pourn tout ensemble U §iltrant décroissant d'ou-
ouverts quasi-compacts, La partie Y = [V U est

UEUs
stable pan générnisation et quasi-compacte, et vérni-
fle : & _ NV @ @ V
£y = ylap Ly » avee By = 00 F = UE‘U:;F .

Avec les données et les notations de la partie (d),
corollaire 1-7 monte que Y est stable par générisation et quasi-
compacte, et que de plus Uconstitue un systéme fondamental de
voisinages ouverts et quasi-compacts de Y .

La partie {(a) du lemme 2-3 donne la relatiom :

WY ={I ; YcD(D)}

et il en résulte que pour tout Ieﬁff , il existe Ue W tel que :
YcU<D(I). D'aprés la partie (b) du lemme 2-6, il existe un idé&al
Q' de type fini tel que U = D(Q'), ce qui entraine
U =D(@")ND(I) =D(A'NI), et il existe Egalement un idéal Q de
type fini tel que U = D(@W) avec Gc QA'NI<l . Cette relation
entraine donc I ¢ 5; et par suite :

FoelJ T,

Ue U
Pour tout U€ W, la relation Y cU implique E;UC WY et il

en résulte alors la relation:

57 = U9,
Ue U
Comme tout ensemble topologisant et idempotent g;vérifiant
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U
en résulte la relation :

F,=\V T,
UE W
ce qui ach&ve la démonstration de la partie (d}.

% <% pour tout U € U, vérifie naturellement ?ch&‘ , il

De plus, la partie (b} du lemme 2-6 montre que les loca-

~

lisations &h sont de type fini et la caractérisation de ﬁFY

entraine que la localisation ‘QY est de type fini.

Cette remarque entralne que pour toute partie Y de X ,
stable par générisation et quasi-compacte, la localisation
%; =P (Y) est de type fini. En effet, pour une telle partie,
le corollaire 1-7 montrequ'il existe un ensemble b filtrant

décroissant d'ouverts quasi-compacts, tel que Y = \ U .

Uel
Aussi, avec les notations précédentes, pour toute partie
Y de X, stable par générisation et quasi-compacte, la localisa-

tion ﬁ% = P(Y) est de type fini.

Inversement, d'aprés le corollaire 2-7, toute localisa-
tion de type fini & dans <f est stable et au cours de la démons-—
tration de ce corollaire 2-7, il a été montré que la partie

Y§?= s(¥) de X est stable par générisation et quasi-compacte.

La proposition 2-8 entralne alors la premiére partie de
la proposition 2-9, ainsi que les propriétés (a) et (b).

Avec les données et les notations de la partie (c], si%ﬁ
etzbz sont les ensembles constitués par les voisinages ouverts

et quasi-compacts de Y, et de ¥, , le corollaire 1-7 entraine :

2
S U\ € Usy Uy et Y, Ups Wy U2
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Si U> est 1l'ensemble filtrant décroissant des ouverts
quasi-compacts de la forme U = U]n U2 , avec U € Vo et

1 1
U, € W

2 5 s il en résulte la relation :

y=0(YuU

UeUs

et la partie (d) entraine alors :

= &
T yew U

ainsi que

% =L___} WU et 192 = (UJ 157
U.€ U

1 | 1 2 U.€ Vo Uz

Pour tout I ng , 11 existe donc U€ W tel que
[ (3?— . 1 = (a] WUo €

I y - Puisque U =100, avec U € | et U, UDZ
il existe des idéaux de type fini O.,l et (1.2 tels que
U] = D(CLl) et U2 = D(CL2) , ce qul entralne en particulier
ale WUIC WYI et 0-2 € ?FU2€ IZFYZ . L'idéal de type fini
a=-a érifi = = =

% vérifie U Ulf\U2 D(Cll)ﬂ D(O.z) D(AL)

b

D'aprés la partie (b} du lemme 2-6, les relations I € ‘&'U et
U = D(QL) entralnent l'existence d'un entier n tel que

alcr

Si Y est un ensemble topologisant et idempotent vérifiant

EFY c¥ et BFY ¢ % , les considérations précédentes impliquent
1 2
O.] €EF et 0«25"% , ce qui entraine Q@ = Cl] Q2€57 et par

suite QM e W . Puisque a"c1, il en résulte I €% , ce

28



Localisations et schémas affines

qui démontre la relation : ?F& c% .

Comme d'autre part les relations YCY1 et YC-Y2

impliquent 5?% < G%T et EFY c:f?Y , 11 en résulte la re-

1 2
lation :

T Cle
5. = % V ¥,

ce qui achéve la démonstratiom.

Remarques.

(a) La proposition 2-9 exprime en particulier que le treil-
lis des parties de X , stables par générisation et quasi-
compactes, ordonné par l'inverse de 1'inclusion est iso-

morphe au treillis des localisations de type fini dans

A.

(b) Toute localisation stable S? dans J& est une borne in-
férieure de localisations plates (donc de type fini) et
réciproquement les propositions 2-8 et 2-9 montrent que
toute borne inférieure de localisations de type fini (ou
de localisations plates) est une localisation stable dans
% . Les localisations stables dans £ sont donc assez

voisines des localisations de type fini et des localisa-

tions plates.

3 - LE FONCTEUR PREFAISCEAU.

3-1 - Notations. Etant donné un anneau commutatif A ,
soit X = Spec(A) le spectrne premier de A et soit A= Mod A
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la catégorie des A-modules.

Tout ouvert U de 1l'espace topologique X détermine une
N
localisation &% dans /& , caractérisée par 1'une des don-

nées suivantes

(a) Un ensemble topologisant et idempotent EFU d'idéaux

de A déterminé par :

?U = {I ; UcD(D)}

(b) Une sous-catégorie localisante %% de & .
(¢) Une mono-sous-catégorie 046 de A .
(d) Une sous-catédgorie locale t%% de % .
(e) Un systéme localisant (LU s wU) dans % .
Dans un tel systéme localisant, le foncteur localisa-

tion LU peut €tre choisi de fagon canonique et caractéri-
sé par la condition suivante: pour tout objet M de £ :
LM=1lig  Hom(I , My )
U re%, ‘Z?UM

Sauf mention expresse du contraire, dans la suite,

L, désigne ce foncteuwr Localisation canonique [11].
3-2. LEMME : Avec fes donnies et Les notations précédentes,

pour tout couple d'ouverts U et U' de X, vernifiant
U2U0' , La Localisation §(’U, est plus 4ine que La

30



L <
U

Localisations et schémas affines

Localisation gE’U et il existe un monphisme fonc-
torniel canonique :

u',u

v P Ly > Ly
possédant Les propriltés suivantes :

(a) Pour tout ouvert U de X, Le moaphisme fonc-
Zorniel wU’U est Le monphisme fonctorniel idents-
que du foncteun L

(b) Pourn trhois ouverts U, U' et U" de X, viniplant
U>U0'2U" , alors

1"t 11} 1 1
QU Ut Uty

Le lemme 2-3 montre que la relation U2U' entraine
, c'est-3a-dire ‘:FUC F

U

Pour tout objet M de e# , la relation EF&M < ‘Fb.M per-

met de considérer le morphisme canonique uU;’U de MAFUM

sur M/.FU'M .

Pour tout ouvert U de X, soit L' 1le foncteur caracté-

U

risé par la condition suivante : pour tout objet M de A

Lﬁ M= 1ig Hom(I , M)

Ie’.FU

Si deux ouverts U et U' de X vérifient U>2U' , ce qui
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entraine EFU Cfgkq , la caractérisation de Lﬁ et de Lﬁ, mon-
tre qu'il existe un morphisme fonctoriel canonique, défini

de fagon évidente :

,U

w'U' :L'M > L', M.
M ° U U'

Pour tout objet M de ¢, en posant N = MA?UM et N' = Mﬁ?ﬁ.u .

les relations :

=1 = 7! '
LyM=LyN et Ly, M=L: N
montrent que la relation :

u',u _ _,U',U ' u',u
w M = ‘p N! 0 ‘L‘U (1-1 M )
caractérise un morphisme de LU M dans LU' M , qui provient d'un

morphisme fonctoriel :
u',u
w . LU g LUI
Les propriétés {a) et (b) sont alors immédiates.

3-3. LEMME : Avec fes donndes et Les notations pricédentes,
84 Ouv(X) est £'ensemble des ouvernts de X ondon-
né parn L'inverse de £'inclusion, il existe un fonc-
Zteur P de La catégorie produit Ouv(X)xc® dans La
catégonie ot canactinisé parn Les conditions sui-
vantes :
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(a) Pourn tout objet (U,M) de Ouv(X)xo# , L'ob-
jet P(U,M) de o2 est dégini par :

P(U,M) = Ly M .
(b) Pour tout morphisme (A,g) dans Ouv(X)x c#
défini par un monphisme A : U + U' dans Ouv(X)
(Lorsque UDU') et par un morphisme g : M > M'
dans & , Le monphisme P(r,g) de P(U,M) dans P(U',M")

est défini pan :

U U'u

- u',U0 _
P(X,g) = LU.(g) oYy Ty o LU(g)

C'est une conséquence immédiate du lemme 3-2.

3-4. DEFINITION : Etant domné un anneau commutatif A , &4
X = Spec(A) est Le spectre premier de A et 84
A = Mod A est La catégorie des A-modules, Le fonc—
teur préfaisceau P , déteminé par A , est fe bi-

foncteur :
P(e,*) Ouv(X)eria 5> of
carnactinisi par Le Lemme 3-3.

En particulien, pour tout objet M de o#,
Le foncteur :

P(+,M) : Ouv(X) > %

est Le préfaisceau associé a M , noté ggalement
P(M) , et pour tout ouvert U de X, £e foncteur :
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P(U,s) : k& > o#

¢4t fLe foncteur localisation canonique Ly de La
"N
Localisation §€U dans A , associée a U .

3-5. Rappels et notations -~ Etant donné un espace topologique

Y quelconque et une catégorie @ , la catégorie des pnéhais-
ceaux sur Y 3 valeurs dans 03 est la catégorie des foncteurs
F de la catégorie Ouv(Y) des ouverts de Y ordonnés par 1'in-

verse de 1'inclusion, dans la catégorie ® .

Etant donné un ouvert U de Y et un recouvrement ouvert b
de U , le recouvrement ouvert Aaturé U associé i West cons—

titué par les ouverts de Y contenus dans au moins un élément
de W,

Avec ces notations, pour tout préfaisceau F sur Y i va-
leurs dans & , soit F(W) la restriction de F 3 la sous-caté-
gorie U de Ouv(Y) .

Le préfaisceau F est un fadlsceau si pour tout ouvert U de
Y et pour tout recouvrement ouvert Wde U , 1'objet F(U) et le
"cone projectif" de "sommet" F(U) et de "base" P(Ws) , déter-
miné par F, caractérisentdans 0d , une Limite projective de
F(W) .

Si la catégorie ® est avec Limites projectives, pour tout

préfaisceau F sur Y 3 valeurs dans (d , pour tout ouvert U de Y
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et pour tout recouvrement ouvert Wwde U , soit %(QL) une

Limite profective du foncteur F(UW) . Si de plus la catégorie
® est avec Limites inductives §iltrantes, soit F(U) une
Limite Ainductive des f(lb) suivant 1l'ensemble filtrant décrois-
sant des recouvrements ouverts saturés W de U . Il est facile
de vérifier que ces objets %(U) et les morphismes &vidents de
F(U) dans f(U') lorsque UDU' , caractérisent un préfaisceau F
sur Y & valeurs dans (b , appeléd le préfalsceau de Coch associd

au préfaisceau F . Enfin, les morphismes canoniques de F(U)

A
dans F(U) caractérisent un morphisme O(F) du préfaisceau F dans

le préfaisceau F . [4]

Avec ces hypothé&ses, un préfaisceau F sur Y a valeurs dans

® est s¢pan? [4] si le morphisme O(F) : F » F est un mono-
morphisme.

Toujours avec les mémes hypothéses, il est facile de vé-
rifier qu'il existe un foncteur T de la catégorie des préfais-
ceaux sur Y 3 valeurs dans @ , dans elle-méme , tel que pour
tout préfaisceau F sur Y 3 valeurs dans ® , le préfaisceau de

Y, ¢ - . - « - A4 Y,
lech F associé solt caractérisé par F =T F

3-6. THEOREME : Etant donné un anneau commutatif A , 44
X
A

Spec(A) esf Le spectre premier de A et 44

Mod A est La catégonie des A-modules, Le fonc-
teun préfaisceau P, déterminé par A , esl séparé,
ce qui signifie que pour tout objet M de £, Le pré-
faisceau P(M) = P(+,M) sur X a valewws dans A,

associé& a M , est séparé.
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11 faut vérifier que pour tout objet M de c® et pour tout

ouvert U de X , le morphisme canonique :
P(U,M) -+ D(U,M) = lin B (U, M)
est un monomorphisme.

Puisque danscf les limites inductives filtrantes sont
exactes, il suffit de vérifier que pour tout objet M de £,
pour tout ouvert U de X et pour tout recouvrement ouvert U
de U , le morphisme canonique

v .
P(U,M) > P(W,M) = lim P(U',M)
U'e W
est un monomorphisme.
Si W= {Uj}jGJ y en posant provisolrement L = LU et

Lj = LU pour tout je€J , compte tenu de la définition du

foncteu:ll' P , tout revient 3 vérifier que le morphisme canoni-
que :
w:LM > TTL. M
jeJ
déterminé par les morphismes canoniques
wj=wﬁj’U:LM > LM

est un monomorphisme.

~ ~r

~ ~
En posant également ¥ = §fU et SCJ. = yU pour tout j€J

~ ] ~

les localisations gj sont plus fines que la localisation 2,

ce qui entraine que les sous-catégories locales sej des loca-
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~s

lisations &. sont contenues dans la sous-catégorie locale &

de 1la localisation Sg . [11]

Pour tout objet N de ¢&, les diagrammes commutatifs :

M ¢Uj
wU M
3
- » L. M
lllJ J
déterminent des diagrammes commutatifs
Hom(M,N) U
i
Hom(wﬁ,N)I Hom (4, M)
Hom(LM,N) < - Hom(Lj M,N)

Hom (¢ ,N)

Pour tout j€J et pour tout objet N de 5€j , qui est a
fortiori un objet de & , les définitions de L et de Lj entrainent
que les morphismes Hom(\pgI , N) et Hom(v\p;{[j » N) sont des iso-
morphismes. Il en résulte que le morphisme Hom(y7,N) est un
isomorphisme, ce qui entraine que l'objet L. M et le morphisme
wJ caractérisent un localisé de l'objet L M de o pour la loca-
lisation §€j . Autrement dit

L.M=L. LM et \bj:‘ij
] 3 LM

En posant également EF="FU et ‘37]. =gU pour tout j€J ,
j
il en résulte alors les relations
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La relation w = l | wJ entraline donc :
jedJ

Ker w = (V& WM = ( (M %.) LM .
jes jeJ 3
D'aprés la proposition 2-8, la relation
v=Uu,
jes !
implique la relation :
F= M.
jes 3
qul entraine alors

Ker w = 1M = 0

ce qui achéve la démonstration.

3-7. Remarque : Soit Ann la catégorie des anneaux commuta-—
tifs et soit Mod 1la catdgorie des modules 'sur un anneau com-
mutatif variable". Le foncteur canonique : p : Mod + Ann , qui

associe 3 tout B-module N 1'anneau "de base" B est b{-fibrant
[2].

Avec les données et les notations précédentes, pour tout
ouvert U de X , le A-module P(U,A) = LU A est aussi le A-mo-
dule sous—jacent 3 1'anneau Localisd Ag de A pour la localisa-
tion 5?5 , noté alors PO(U,A) et pour gout objet M de &@, le
A-module P(U,M) détermine un PO(U,A)-module noté PO(U,M).
Pour deux ouverts U et U' de X vérifiant UDU' , le morphisme

'y ~ e .
wz peut etre considéré comme un homomorphisme de 1'anneau
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PO(U,A) dans 1'anneau PO(U',A) de telle sorte que le morphisme
' ~ ia .
de A-modules wM v : P(U,M) » P(U',M) peut €tre considéré comme
U 1
)* PO(U :M),
qui caractérise donc un morphisme dans Mod , noté& encore wM

de PO(U,M) dans PO(U',M)

\
un morphisme de PO(U,A)-modules de PO(U,M) dans (wg

Ces remarques montrent que le bi-foncteur :
P(e,*) : Ouv(X)x A » &
détermine un bi-foncteur :
P (+,) : Ouv(X)x &b + Mod
vérifiant en particulier la relation :
PCULM) = (y)), P_(U,M)
’ Alx "o
pour tout ouvert U de X et pour tout objet M de A .

De plus, le préfaisceau PO(A) = Po(-,A) est un préfaisceau
d'anneaux sur X et pour tout objet M de (&, le préfaisceau

PO(M) = PO(°,M) est un préfaisceau sur X 3 valeurs dans Mod

vérifiant PO(A) =Ppo PO(M)

Comme £ est la "fibre" de Mod au-dessus de A , en fait,
tout objet A de Ann détermine donc un foncteur P0 de la fibre
de Mod au-dessus de A , dans la catégorie des préfaisceaux

sur le spectre premier X de A , 3 valeurs dans Mod .

En général, le foncteur noté ici P0 est noté simplement P
et il suffit alors de préciser que le foncteur P est "considéré

comme 3 valeurs dans Mod "
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4 - LE FONCTEUR FAISCEAU.

4-1.

PROPOSITION : Etant donné un anneau commutatif A , &4

X = Spec(A) est Le spectre premier de A ef A4
= Mod A est La catégornie des A-modules, alors :
(a) Le foncteur préfaisceau P , déterminé parn A et
canactenisé pan Le bi-foncteurn :

P(e,*) : Ouv(X)XGg >
détermine un foncteur préfaisceau de éech 3 canac-
2enise pan un bi-foncteun :

I\”(-,- : Ouv(X)x&g > B
tel que pour tout objet M de £, Le préfaisceau

Py = §(-,M) surn X est fe préfaisceau de Cech as-
s0cL8 au prégaisceau P(M) = P(+,M) sur X .
(b) 1& existe un monphisme fonctoniel canonique :
© : P(e,*) > P(e,e
caractenise par Les monphismes canoniques :
eg : P(U,M) » P(U,M)
pour tout ouvert U de X et pour tout objet M de o8 .

De plus, © est un monomorphisme fonctoriel.

(¢}  Pour tout objet M de B, Le préfaisceau de
Cech I‘E(M) = lg(-,M) est Le faisceau associd au pré-
gaisceau P(M) = P(+,M)
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Puisque la catégorie & est avec limites projectives et
avec limites inductives filtrantes exactes, tout objet M de
f détermine un préfaisceau de Cech §(M) = ?(-,M) . Comme le
préfaisceau P(M) dépend fonctoriellement de M , il en résulte
que le préfaisceau ?(M) dépend fonctoriellement de M , ce qui

établit la propriété (a) et la premiére partie de la propriété

(b).

Le théoréme 3-6 montre alors que © est un monomorphisme

fonctoriel.

Enfin, pour tout objet M de ¢# , d'aprés le théoréme 3-6

le préfaisceau P(M) sur X est séparé et il est connu que dans
: . . v

ce cas, le faisceau associé 3 P(M) est le préfaisceau de Cech

%(M) assoclé a P(M) [4].

4-2. DEFINITION : Etant donné un anneau commutatif A , 44

X = Spec(A) est fLe spectre premier de A et 44
A= Mod A est La catégornie des A-modufes, Le fonc-
teur faisceau P , déterminé par A , est Le bi-fonc-
teun :

ﬁ(-,-) : Ouv(X)x A > A
caractenisé par La proposition 4-1.

En particulien, powr tout objet M de o, Le
goncteun :

P(M) = P(+,M) : Ouv(x) - of
est Le faisceau associé a M et c'esl auss< Le faisceau
ass0ocLe au préfaisceau P(M) = P(+,M)

41



Localisations et schémas affines

D'aprés la remarque 3-7, le foncteur préfaisceau P , dé-
terminé par A , peut &tre "considéré comme 3 valeurs dans

Mod " . Lorsqu'il en est ainsi, le théoréme 7 (p. 178) de [2]
et le théoréme 5-4-4 de [9] montrent qu'une construction ana-
logue d celle du foncteur faisceau 2 permet d'obtenir un bi-
foncteur 3 valeurs dans Mod qui d&termine alors de fagon

Y
canonique le foncteur faisceau P , déterminé par A .

Ainsi, il convient de remarquer que le foncteur préfais-
ceau P et le foncteur faisceau P , déterminés par A , peuvent
etre considérés comme 3 valeurs dans Mod " et que cette iden-
tification est compatible avec la construction de P i partir

de P .

4-3, THEOREME : Efant donné un anneau commutatif A , 44
X = Spec(A) est Le spectre premier de A , 44
# = Mod A est La catigorie des A-modules, 54 P
est Le foncteun prifaisceau et s4i P est Le fonc-
teun faisceau, déterminis par A , alons pourn tout
objet M de of et paur tout ouvert quasi-compact U
de X , Le monphisme :

eg : P(U,M) ~ P(U,M)

¢AL un isomorphisme.

.- U
La proposition 4-1 assure que OM est un monomorphisme. I}

U
suffit donc de montrer que O

M est un &pimorphisme et puisque
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dans , les limites inductives filtrantes sont exactes, tout
revient i montrer qu'il existe des recouvrements ouverts Wde

U , arbitrairement fins, tels que le morphisme canonique
P(U,M) > P(W,M)

soit un &pimorphisme.

Comme U est un ouvert quasi-compact de X et que les ou-
verts affines spéciaux constituent une base de la topologie
de X , il est toujours possible de supposer que W est consti-

tué par une famille finie {Uj}jeJ d'ouverts affines spéciaux

formant un recouvrement de U

Pour tout couple (j,k)e& JxJ = J2 , soit Ujk = Ukj = Uj”Uk .
En posant provisoirement L = LU R Lj = LU pour tout j€J et

ij = ij = LU pour tout (j,k)€J” , ainsi que : wJ = pour

. lpM

. l? U'k Us R . v
tout jeJ et PXI = wMJ J, il est d'abord immédiat que P(Us,M)
est aussi une limite projective du systéme projectif représenté

par le diagramme

. = . M
v

dans lequel j€J et (j,k)EJ2

Un élément gef(ib,M) est donc représenté par une famille

= ). d'éléments £.eL. M pour tout j€J telle que tout
£ (EJJGJ EJ ;MP j&ed , q
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(j,k)eJ2 entraine la relation :
k] - - = ik
I R TR T Rl A
Tout revient donc 3 montrer que pour tout &lément

Y 3 - 3 - .
EEP(U»r,M) caractérisé de cette fagon, il existe au moins

un élément neP(U,M) = LM vérifiant pour tout j€J , la re-

lation :
2 g = vl
En posant provisoirement "3'; = EFU pour tout j€J et
]
% =7 pour tout (j,k)€J2 , les relations : ¥. Mc ¥ M
Jk Ujk ] Jk

permettent la considération des morphismes canoniques :
.t Ml =M ML = =M. .
o' M_‘] /WjM 7 jk M/‘d?. M Mk_]

Soit Eef’(w,M) un élément représenté par une famille

£ = (gj)j€J d'éléments E,J.ELJ. M , vérifiant les relations (1).

L'élément gJ.GL. M= lim Hom(I,Mj) est représenté par

I€5?j
un homomorphisme : CP; : AfH > Mj , dans lequel fi].' est le gé-
nérateur d'un idéal monogéne Afi].' , €lément de . , c'est-a-
dire vérifiant : Uj = D(fg') et pour lequel gj =‘f'j' , en dé-
signant systématiquement par la lettre "sur lignée", 1'image
d'un homomorphisme, dans la limite inductive o il figure.

L'élément & .€L. M= lim Hom(I,MJ!

) image de £,
k,] jk Ief%k k j

par q;kJ s est représenté par la restriction d& 1'id&al Af"¢"
J
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du composé : . 0o®PT s AfY o> M! et 1'élément
P Mk (?J h| Jk
. . ik
. €L . M=1lin H ' J
EJ,k LkJ I;QEF om(I,MJk) image de gk par ¥ , est
k

représenté par la restriction i l1'idéal Afgfﬁ du composé :
"o, 1" 1
“jk 0 ch : Afk - Mjk .

La définition de ij M, la relation Uj

= Ujﬂu =
D(f'J.')nD(f{(') = D(f"jf"k) et le fait que %,

k
admet pour

k

jk
systéme cofinal les puissances de 1'idé&al Afgfﬂ , montrent
que les relations (1) entrainent 1'existence d'entiers mj K

9
tels que les restricti . " . "3
q ictions de by © CFJ et de By © "Fk
1'idéal A(fgfz)mj’k, coincident.

Puisque 1'ensemble J2 est fini, si m est un entier qui
majore les entiers mj i pour tout (j,k)€J2 , 11 en résulte
2
que pour tout (j,k)€J2 | les restrictions de u, . © <Pg et de

k
p., o P! 3 1'idsal Af"™ £ | coincident !
jk k i "k )

En posant fé = fgm pour tout j€J , ce qui entraine en
particulier Uj = D(fg) , si <P3 est la restriction de CP;
a 1'idéal Afi ,» ceé quli entralne donc gj = %@ , pour tout

. 2 . . 5 B
(j,k)€J” , les restrictions de My © ?3 et de Mg o‘?é i 1'idéal

Af§ fé , coincident.

Pour tout j€J , 1l'homomorphisme ‘Fj : Af3 > M3 peut &étre
caractérisé par un élément yjeM , dont 1l'image y3 dans M! vé-
rifie :

?j(fj) = yg .
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Puisque les restrictions de ukj(J?é et de ujk()?i a 1'idéal

Aféfé coincident, il en résulte la relation :
. (ENEYY = o, T(fLf!
ukJ 0 ?J (fk J) qu och( ; k)
qui donne alors la relation :
1 1 = ! ' .
Les deux membres de cette relation sont les images dans
1 = 214 1 ' -
Mjk M/%3kn des é&éléments fkyj et ijk de M et cette re
lation entralne donc la relation :

'y, - fly.)e & .

La relation Ujk = D(fjfé) , la définition de '5Ek M et
le fait que gﬁk admet pour systéme cofinal les puissances de
1'idéal Afjfé » montrent que la relation précédente entratne

1'existence d'entiers pj x pour tout (j,k)eJ2 » tels que :
b4

tet J> ' _ gt =
(fjf]) (ij] f] yJ) =0 .

. 2 .. .
Puisque l'ensemble J” est fini, si p est un entier qui
majore les entiers pj K Pour tout (j,k)€J2 » il en résulte
b

les relations :
1enyP ' - £ =
(3) (fjfk) (ijk fkyj) Y
pour tout (j,k)er .

+ . .
En posant fj = fjp ! pour tout j€J , ce qui entratne
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en particulier Uj D(fj) , si CPj est la restriction de

Af'P fi » ce qui entralne donc Ej = %3 >

' & 1'idéal Af.
?3 ] ]

elle est caractérisée par :
(£) = PreetP g = P @i(el) = £1P 1
?3 ] J ] J) 3 ?3 ] J yJ

et en posant xj = fjp yj pour tout Jj€J , les images xi

dans Mj , vérifient :

PiE) = x;

La relation (3) se met sous la forme :

[}
o

1P+l 1P _ erbtl 1P
S R S (L

ce qui donne alors
. - £ .= 0.
fJ xk K xJ

En résumé, pour tout &élément £eP(W,M) déterminé par

une famille = L) . d'éléments L. M, vérifiant
£ (EJ)JEJ EJ 3

les relations (1), il existe une famille (fj)jeJ d'éléments

de A , vérifiant :
4 U. = D(f.)
(4) 5 3
. . .
une famille ((Pj)jeJ d '"homomorphismes

5 . ¢ Af. > M!
) ¢J ]J J
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vérifiant :

(6) % =¢j

et une famille (xj)jeJ d'éléments de M , tels que si xs

PO Tt 4 t =
désigne 1'image canonique de xj dans Mj M,QE;-‘,-j M o les

homomorphismes @j soilent caractérisés par les relations :

) () = x!

et que de plus :
(8) fj x - fk Xj =0
pour tout (j,k)EJ .

Puisque U = LJ U, , les relations (4) entrafnent que
jed
1'idéal :
Q= 5™ Af,
jes I
vérifie U = D(Q) et par suite Q. e %

8i r est le nombre d'éléments de J , en posant :

r . . . .
A=A, soit g 1'homomorphisme surjectif de A sur QU
défini par la condition suivante : pour tout A€\ , carac~

térisé par une famille A = (Aj)jeJ d'éléments de A :

g(x) = 2_ A, £,
jGJ J ]

I1 en résulte une suite exacte :
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0O+-K~+A-85Q > 0

dans laquelle le noyau K de g est constitué par les éléments

A= (kj)j€J , vérifiant

> A, f.=0.
Si A = ()\j)jeJ vérifie +€K , pour tout indice keJ ,

en posant Jk =J - {k} , il en résulte la relation :

- i)
JeJk

qui entralne :
- f =
L D B T
J&Jk
et les relations (8) impliquent
A f xR S 2 A £,

: ] ]
JEJk

ce qui donne :
£, > . x) =0.
jeg 3

. . te gz .
Puisque la famille (fk)keJ engendre 1'idéal ., il

en résulte que tout o € Q., vérifie :

a o ( z:_ A. X.) =0
jes J ]
et puisque & €F | il en résulte la relation :

(2_ . x.)€TM .
jeJ J 3
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Ainsi, la condition A €K implique

(2 A, x)eM .
jes I J

Soit p 1'homomorphisme canonique de M sur M' = ML&
M

et soit q% 1'"homomorphisme de A dans M défini par :

@ ) =2 A x
ey 7]
Ce qui précéde montre donc que la condition A€ K im-
plique
A) =0
wo O

ce qui montre qu'il existe un homomorphisme unique
P: A > M
vérifiant :
og=1uypo
Pos=voq
De fagon précise, cet homomorphisme ¢ peut &tre carac-

térisé par la condition suivante : pour tout &lément a € Q.

mis sous la forme :

a = ZZ: aj fj

J€J

1'é1ément P(a) de M' est caractérisé par :
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P =) o

jes

et il est indépendant de la décomposition de a

u(xj)

Pour tout j€J , il en résulte en particulier :
£.) = ulx.)
P, ;

et comme l'image de p(xj) par 1'homomorphisme canonique

p! ¢ M' > Ms est x3 , 11 en résulte les relations
(9 ! oo £f.) = x!
) ] CF( J) J

Puisque Q € %, 1'homomorphisme P: QA - M' détermine
un élément n = P de LM et pour tout jE€J , les relations

(6), (7) et (9) entralnent les relations :

I

ce qui achéve la démonstration.

4=4. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , A4
X = Spec(A) est Le spectre premier de A , fLe fonc-
teun faisceau P déterming par A , posséde Les pro-
PrLEtEs sulvantes
(a) Le faisceau d'anneaux P(A) sur X coincide avec
Le faisceau structural (DX = A du schéma affine
(X, O) défind par A .
(b) Pour tout A-module M , Le falsceau M) sur X
est un P(a)-Module qui colncide avec Le @X—Moduﬂe
M associl de facon classique au A-module M .
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La remarque qui suit la définition 4-2 montre que le
faisceau f’(M) sur X est un \IS(A)-Module, c'est-d—-dire que
pour tout ouvert U de X , l'objet \ll’(U,M) de Mod est un
§(U,A)—modu1e et que pour deux ouverts U et U' de X véri-
fiant : UDU' , le morphisme canoniquelf(U,M) > f(U',M)
dans Mod se projette dans Ann suivant le morphisme canoni-

que : f(U,A) > f(U',A) .

Pour tout élément f€A , 1l'ouvert affine spécial D(f)

est quasi-compact et le théoréme 4-3 entralne les relatioms :

P(D(£),A) LD(f)A = Af

P(D(£f),A)

et
P(D(£) ,M)

P(D(f) ,M) = LD(f)M = Mf

dans lesquelles Ag [resp. Mf] est 1'anneau [resp. le module]
localisé de 1'anneau A [resp. du A-module M] pour la locali-
sation éi dans la catégorie des A-modules, caractérisée par
l'ensemble topologisant et idempotent '92 des idéaux de A

qui contiennent une puissance de f .

Comme la construction classique [7][2] du faisceau struc-
tural @& =X [respectivement du <5X—Modu1e M] le caractérise
par les conditions P(D(f),(?x) = Af [resp. : P(D(f),ﬁ) = Mf]
pour tout élément f€ A , le corollaire 4-4 en résulte immé-

diatement.

4-5. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , 44
X = Spec(A) est Le spectre premier de A , 44 P
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est Le fonctewr préfaisceau et si P est Le fonc-
teun faisceau déterminés parn A , pour tout ouvert
quasi-compact U de X ef pour fout idéal de type
finiQ. de A , vénifdlant U = D(Q.) , alors :

(a) Le faisceau structural OX = A du schéma af-
gine (X, @X) dégind pan A , virigie

r, e, = P(U,A) = P(U,A) = Ly A -

En parnticullen, 4 ?U A est £'4idéal de A
constitué pan Les éLéments de A dont L'annulateurn
appartient a “}'U , c'est-a-dine contient un Ldéal
de La forme Q" , avee n N , alons

r(U,2) = lim Hom(I,A/r ,) = lim Hom@',A/g ,)
X DTI)ILU A Fya
(b] Pouwr tout A-module ¥ , Le O, -Module M associé
aM, vernigie :
T(U,M) = P(U,M) = P(U,M) = L, M .
En particulien, 54 CJ?U M est Le sous-module
constitué par Les éLéments de M dont £'annuwlateur
appartient & ‘EFU , c'est-d-dine contient un Lidéal
de La forme Q' |, avec neN , alorns :
P(U,M) = lim  Hom(I,Mx ) = Llim Hom(d,M4g ,0)
D(1)=U G T Ty
La caractérisation de EFU résulte du lemme 2-6 et elle

entralne alors les caractérisations de q'U A et de %M .
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Ce corollaire 4-5 est alors une conséquence immédiate
Y .. s
des définitions de P et de P , ainsi que du théoréme 4-3

et du corollaire 4-4.

4-6. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , 34
X = Spec(A) est Le spectre premier de A , alons

(a] Pounr tout ouvert quasi—compact U de X tel
que tout Ldéal I de A , virnigiant U = D(I) ailt un
annulateur nul et pour tout idéal de type fini Q
de A vérifiant U = D(Q) , Le 4aisceau structural
6, = X du schéma affine (X, @) defind par A,
venifie :

r(u, @) = lim Hom(I,A) = lim Hom(Q",A) .

D(I)=U n€IN

(b} Pour tout A-module M et pour tout ouvert
quasi-compact U de X fel que fout <{déal I de A ,
verniglant U = D(I) , ne s0it contenu dans aucun
des annulateuns des éLements non nuls de M et
pouwr fout idéal de type fini A de A , vériflant

U =D0(aq) , Le Gk—Moduﬁe M associe a M, vernifie :

T(U,M) = lim Hom(I,M) = lim Hom(Q™,M) .
D(I)=U nelN

Les hypothéses entralnent respectivement g% A=0 et
EFU M = 0 . Le corollaire 4-6 est alors une conséquence immé-
diate du corollaire 4-5.
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4-7. LEMME : Etant donné un anneau commutatif noethérien A ,
s0it A= Mod A La catégonie des A-modufes. Poun
toute Localisation € dans o, caractinisée par un
ensemble Zopologisant et Ldempotent T d'ideaux de
A, Le foncteurn Localisation L peut etre caracté-
nise parn La condition sulvante : pour tout objet
M de of :

LM %_2_1%; Hom(I,M)
En effet, si & est la sous-catégorie localisante de c#
associée 3 &z’v, la proposition 10 (p. 428) de [3] montre que
€ est stable par enveloppes injectives et le lemme 4-7 ré-

sulte alors du corollaire 1. (p. 413) de [3]

4-8. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif noethé&rien
A, 54 X = Spec(A) eat fLe spectre premier de A ,
pour tout ouvert U de X et pour tout idéal O de A ,
verifiant U = D(Q) , alors
(a) Lle faisceau structural O, = X du schéma affine
degind par A , vénifie :

I‘(U,@X) = lim  Hom(I,A) = _1_i£Hom(Q,n,A)
D(I)=U nelN

(b) Pour tout A-moduke M , Le ® -Module M associe
aM, vernifie :
r(u,M) = lim Hom(I,M) = lim Hom( QI M)
D(I)=U nelN
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Comme tout ouvert U de X est quasi-compact et que tout
idéal Q. de A , est de type fini, le corollaire 4-8 est une

conséquence du corollaire 4-5 et du lemme 4-7.

4-9. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif noeth@rien
A, 3Ll X =
8L O = A est Le faisceau structural du schéma af-
fine définl par A , alorns pour tout A-module injec-—
tif N Le G&-Moduﬂe N est un faisceau flasque.

Spec(A) o4t Le spectre premier de A et

Puisque N est injectif, pour tout idéal I de A , 1'appli-
cation canonique de Hom(A,N) dans Hom(I,N) est surjective et
par suite pour tout ouvert U de X , il en est de méme pour

1'application canonique :

N > 1im_ Hom(I,N)

Ainsi, d'aprés le corollaire 4-8, l'application canonique

U

E rE,N) - T(U,N

12

est surjective, ce qui prouve que le é;—Module N est un fais-

ceau fLasque [5].

Remarques.

(a) Compte tenu du corollaire 4-4, le théoréme 4-3 exprime
que pour tout A-module M et pour tout ouvert quasi-compact
U de X , le morphisme canonique

eﬁ Ly M= P(ULM) > T(U,M)
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est un isomorphisme. Ainsi, le théoréme 4~3 est une gé-
néralisation du théoréme (1-3-7) de [7] qui établit le
résultat analogue dans le cas particulier ol U est un

ouvert afgine Apécial de la forme D(f) avec fEA .

L'étude des ouverts affines dans les spectres des anneaux
intégres noethériens a &té abordée dans [12]. Comme il
était indiqué que les hypothdses faites étaient trés res-—
trictives, pour aborder un probléme analogue dans le cas
du schéma affine (X,»@k) défini par un anneau commutatif
A quelconque, il convient en particulier d'étudier les

anneaux de sections T (U, @k) au-dessus d'un ouvert quasi-

compact U de X .

La proposition 5-10 et le corollaire 5-11 de [12]
qui constituaient des résultats dans cette voie, sont don-
nés par la partie (a} du corollaire 4-6, qui montre que
des résultats analogues subsistent pour tout @a—Module M

associé 3 un A-module M .

Comme ce corollaire 4-6 n'est évidemment qu'un cas
particulier du corollaire 4-5, il en résulte que les hy-
pothé&ses relatives aux annulateurs ne sont pas indispen-
sables, 3 condition de formuler les résultats sous une

forme adaptée.

De plus, dans le cas noethérien, le corollaire 4-8
montre que les formulations simples des résultats restent

valables sans hypothé&ses sur les annulateurs,
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Etant donné un anneau commuiatif A , soit A= Mod A la
catégorie des A-modules et si @% = X est le faisceau
structural du schéma affine (X, @k) défini par A , soit
G% la catégorie des G&-Modules (non nécessairement
quasi-cohérents) et soit @) la catégorie des (5X—Modu1es

quasi-cohérents.

D'aprés le corollaire 4-4, le théoréme (1-4-1) de
Y
[7] montre que le foncteur P de of dans B et la restric-
tion a () du foncteur T = I'(X,+) de 630 dans 6@, établis-

sent une &quivalence entre of et (3 .

Pour tout objet M de dﬁ, il est possible de cons-
truire une résolution cohomologique Ainfective de M dans

dﬂ, de la forme
(1) O"M-*No—)Nl—}oo.—)Np_)...

La proposition (1-3-5) de [7] montre que 1'image
de cette résolution par le foncteur P est une résolution

cohomologique de ?(M) =M , dans @% , de la forme :

(2) 0-*1:"[-*1':1’ ->ﬁ > soe > N > oo
(o] 1 o}

et par application du foncteur ' = T'(X,+) il en résulte

un complexe augmenté&, dans J@, de la forme :
(3) . 0+ M » Fﬁo > Fﬁl > eee > Fﬁp > see

qui, d'aprés ce qui précéde, est équivalent i la résolu-

tion (1) et par suite est acyclique.
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Si 1l'anneau commutatif A est noethéalen, le corocllaire
4-9 entraine que la résolution (2) est une résoflution coho-
moLogique de M dans 62)0 par des faisceaux glasques.

Le théoréme 4-7-1 de [S] entraline que la cohomologie
H¥(X,ﬁ) du @%—Module M peut 8tre calculée au moyen d'une
M

résolution flasque de

. * o
I1 en résulte que la cohomologie H (X,M) du @X-Module

M est la cohomologie du complexe augmenté (3) et puisqu'il
est acyclique, il en résulte :
BP(x,M) = 0

pour tout p > O

Cette méthode permet donc d'établir facilement que pour
tout Aschima affine noethérnien (X, G&) déterminé par un anneau
commutatig noethérien A , et pour tout @X—Module quasi-cohé-

rent ﬁ’, alors
wP (X,M) = 0

pour tout p » O

Ainsi, le corollaire 4-9 conduit 3 une démonstration éleé-
mentaire dans fe cas des schémas aggines noethériens, du résul-
tat &tabli dans le théoréme (1-3-1) de [8] pour les schémas af-
fines quelconques, mais dont la démonstration fait appel & une

technique beaucoup plus é&laborée.
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5 - LOCALISATIONS IMAGES DIRECTES.

5-1 - Notations. Etant donnés deux anneaux (non nécessai-
rement commutatifs) A et A' , soient £ et B' les catégories

de modules (3 gauche) sur A et sur A'

Pour tout homomorphisme d'anneaux p : A - A' , le fonc-
teur restriction des scalaires Py de %' dans o#, est un ad-

. . . . . *
joint 3 droite au foncteur extension des scalaires p de A
dans oA'

Pour toute localisation &ydans &, caractérisée par une
sous-catégorie localisante § de fou par un ensemble topologi-
sant et idempotent ® , puisque le foncteur P, €St exact et com-
mute aux limites inductives, il est facile de vérifier que la
sous—catégorie pleine &' de oB' caractérisée par les objets
dont 1l'image par P, est un objet de ¥, constitue une sous-ca-
tégorie localisante de oB', appelée 1'image B' = p(€) de €
par p . L'ensemble topologisant et idempotent associé 3 &' est
appelé 1'image &' = p(F) de % par o . Il est constitué par
les idéaux (3 gauche) I' de A' , tels que p*(A'/I,) soit un ob-
jet de &. Ainsi, la localisation fdans&%détermine une loca-
lisation &' dans &' , appelée 1‘'.{mage £ = p(SE) de Szpar o
et caractérisée par la sous-catégorie localisante &' = o(€)

ou par l'ensemble topologisant et idempotent %' = p(F) .
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5-2. LEMME : Avec Les données et Les notations précédentes,
54 L'une ou L'autne des conditions sudlvantes est
néalisée :

(a) Les anneaux A et A' sont commutatifs.

(8} L'anneau A' est Le localisé Ag de A pour £a
Localisation & et p est L'homomonphisme canondique

de A dans Aﬁ?;

Alons, L'ensemble F' est conmsdtué parn Les
idaux (& gauche) de A' dont £'image néciphoque
par o , appartient a L'ensemble F .

La conclusion est immédiate sous la condition (o) et elle

est facile 3 vérifier sous la condition (8) (voir par exemple

la partie h) de l'exercice 19 (p. 161) de [1]).

5-3. LEMME : Avec fLes donndes et Les notations précédentes,
solent & et €' Les sous-catégories Locales de ¢
et de & , solent S et S' Les foncteurs canoniques
d'infection de € dans A et de £' dans &' , et
s0ient T et T' des fonctewrs canoniques de #dans
Lot de A dans &', tels que Les foncteurs Loca-
Lisation L et L' associss a L et a L' sodent carac-
tonises par :

L = sT et L' = S'T'
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Alons :
(a) 1L existe un foncteur canonique :

p + E' > &

[¢]

caracténise par La condition :

(1) o, T' =Top,

(b) S& £'anneau A' est Le localisé Agade A pour

La Rocalisation & et si p est £’ homomonphisme ca-
nonique de A dans Ag » Le foncteun o, est carac-

tenisé par La condition :

A1) Spo=p*S'
et i existe un foncteur canonique :
o, * ¢ - £
canactirnise pan Les conditions :

(2) S=p 8§ o, et (3) T' = CH T Py

De plus, Les foncteuns p, et Py établissent
une &quivalence entre fa catégornie Let La catigorie
2 !

La définition de la localisation %' montre que le fonc-
teur exact T p_ de cA' dans ¥ s'annule sur la sous—catégorie
localisante €' associée 3 &' . Puisque la catégorie quotient

.98'/%, est équivalente 3 la catégorie X' et que le foncteur
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canonique de o' dans &C'ﬁe, correspond, dans cette équiva-
lence, au foncteur canonique T' de oA' dans ¥' , le corol-
laire 2 (p. 368) de [3] montre qu'il existe un foncteur uni-

que p_de X' dans & vérifiant la relation :

| R
(n p, T' =Top,

Sous la condition (b), la proposition 3 (p. 413) de [3]
montre qu'il existe un foncteur S1 de £ dans &' , induit par

le foncteur localisation L , tel que p, S, soit adjoint a droi-

1
te 3T, ce qui entraine § = P S] et tel que S1 To, induise
le foncteur localisation L' , ce qui entraine l'existence d'un

foncteur CH de &€ dans ' , caractérisé par :

s =g o, et S'T' = 8' »p

1 T Py *

1

Puisque S' est pleinement fidéle, la seconde relation
est équivalente 3 la relation (3) et, compte tenu de la rela-

tion § = P S1 » la premiére relation se traduit par la rela-
tion (2).

La relation T'S' = EZ' entrafne en particulier :
= 1qr - '
po p° T'S T e S
¢t i1 en résulte alors les relations :

= ' = =
Po Dl T Py S P TS 156

et

= t = rtQt o
Py P P Tp,8=T'S I

xl

o}
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qui montrent que s et ch établissent une équivalence entre

la catégorie ¥ et la catégorie &' .
La relation p, Py = {f' et la relation (2) entrainment :

= ' = '
Sp, =P S PP, =P, S
c'est-3~dire la relation (1') et réciproquement la relatiom

(1'") entraftne :

T o Tt ] a—
S R T' = Py S'T' = Py S pl T Py = ST P
et puisque S est pleinement fidéle, il en résulte la relation

(1), ce qui achéve la démonstration.

5-4. DEFINITION : Etfant donné un anneau (non nécessainrement
commutatif) A , s0it H#= Mod A La catigonie des
A-modules (a4 gauche) et s04t P une Localisation
dans £ canacténisée par un ensemble topologisant
et ddempotent F d'idéaux (a gqauche) de A .

Un sous-obfet N d'un obfet M de A& est F-clos
dans M 54 f?(M/N) =0, c'est-a-dine a4 M/y @t un
objet de La mono-sous-catégornie oA associte & La Lo-
calisation f

Un tel obfet N est un sous-objet clos 'de M
pour La Localisation <.

5-5. LEMME Etant donné un anneau (non nécessairement com-
mutatif) A , 804t = Mod A La catigonie des

A-modules (a gauche), s0it < uhe Localisation dans
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b, caractiniste par un ensemble topologisant et
Aidempotent & d'idéaux (d gauche) de A et soit
bilg > L Le monphisme fonctoriel canonique
du foncteuwr Ldentique de o6 dans Le foncteur Lo-
calisation L de La Localisation & .

Pour tout objet M de &, L'application :
N -~ LN et £'application N' - w;il (N') caracteni-
sent des correspondances bijectives réciproques
entre L'ensemble des sous-objets F-clos dans M
et £'ensemble des sous-objets F-clos dans LM .

Soit ¥ la sous-catégorie localisante de of associée i la
localisation ¥ et soit efpla mono-sous—catégorie de o# associée

3 la localisation SE [10] .

Pour simplifier les notations, le morphisme canonique :

-

wM : M > IM sera provisoirement noté : u : M + M' = IM .

Tout d'abord, il sera supposé que u est un monomorphisme,

c'est-i-dire que ¥M = 0 .

Pour tout sous—objet N' de M' (et 3 fortiori de M), la
caractérisation d'une €-enveloppe donnée dans la démonstra-
tion de la proposition 4 (p. 372) de [3], montre que le loca-
1isé LN' de N' est 1'image r¥éciproque dans M' du sous-objet
g(M'/Nv) de M'/Nl

Il en résulte en particulier que pour que N' soit $~clos

dans M' , il faut et il suffit que N' = LN'
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Pour tout sous—objet N de M , puisque (LN) [y est un ob-
jet de ¥ [3] , le sous-objet (M('\LN)/N est également un objet
de €. Si N est F-clos dans M , ce qui signifie que M/N est
un objet de Jé, le sous-objet (MNLN) /n est également un ob-
jet de Aet puisqu'il appartient aussi & ¢, il est nul, ce

MNLN . Réciproquement, si un sous-objet N

qui entraine N

de M vérifie N = MNLN , ce qui entraine la relation :

Mn =M et
qui résulte de la caractérisation de LN , montre alors que

‘-:RM/N) =0, c'est-a-dire que N est F-clos dans M .

Ainsi, pour qu'un sous-objet N de M soit ¥-clos dans M,

il faut et il suffit que N vérifie : N = MOALN .

I1 en résulte alors que pour tout sous-objet N de M qui
est H-clos dans M , le sous-objet LN de M' est P-clos dans
M' et de plus : u '(LN) = MALN = N .

Soit N' un sous-objet de M' qui est %-clos dans M' ,
c'est~d-dire qui vérifie : N' = LN' . En posant N = MAN' ,
puisque M'/M est un objet de ¢, la relation :

N'/N = N'/(MnN') = (N' + M)/MC M'/M montre que N' est un

/n
objet de 6, ce qui entraine LN = LN' . Il en résulte la re-
lation : N = MNLN qui montre que N est ¥-clos dans M et la

relation : N' = LN .

Ainsi, pour tout sous-ohjet N' de M' qui est P-clos dang
M' , le sous-objet u_](N') = MNAN' de M est W-clos dans M et
-1
de plus : L(u (N')) = N' .
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La conclusion du lemme 5-5 est donc démontrée lorsque

u est un monomorphisme.

Pour passer au cas général, il convient de remarquer
que si N est un sous-objet de M qui est %¥-clos dans M ,

la suite exacte
> Y > M >
0 N M /N 0

donne la suite exacte :
0+ FN > FM > FM/)

dans laquelle Q(M/N) = 0, ce qui entralne M CN et par
{ . M =
suite : M/ u(M)/u(N) .

Il en résulte que l'application : N » u(N) et 1'appli-

. -1 . :
cation : N" » u " (N") caractérisent des correspondances bi-
jectives réciproques entre l'ensemble des sous-objets N qui

sont ¥-clos dans M et 1'ensemble des sous-objets N" qui sont
%-clos dans u(M)

En remarquant que LN = L(u(N)) pour tout sous-objet N
de M et que u—l(N') = u-l(N'(‘l u(M)) pour tout sous-objet N'
de M' , la combinaison des deux résultats précédents entraine

immédiatement la conctusion du lemme 5-5 dans le cas général.

5-6. COROLLAIRE : Etant donné un anneau (non nécessairement
commutatif) A , s0it b= Mod A La catigornie des
A-modules et s0it & une Localisation dans A, ca-
ractinisée por un ensemble topologisant et idempo-
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tent % d'idéaux (& gauche) de A .

Soit p : A > A' L'homomonphisme canonique de
A dans L'anneau localisé. A' = Ag de A pour fa
Localisation £, s0it R' = Mod A' fa catégonie
des A'-modules, s04% ¢ = p(f) La Localisation
dans A4' , image par p de La Localisation ot
504t &' = p(%) L'ensemble topolLogisant et idem-
potent d'idéaux (d gauche) de A , image parn o de
L'ensemble G .

Alons, L'application : 1 > Lg et L'applica-
on : 1' » p_l(I) caracténisent des correspon-
dances bijectives réciproques entre £'ensemble
des 4idéaux (a4 gauche) I de A qui sont %-clos dans
A et £'ensemble des L{déaux (a gauche) I' de A' qui
sont %'-clos dans A'

Pour tout objet M' de #' et pour tout élément yeM' ,
1'annulateur dans A de y considéré comme un élément de N M!
est 1'image réciproque par p de l'annulateur dans A' de y
considéré comme un élément de M' . Puisquele lemme 5-2 montre

que I'e % équivaut 3 p-l(I') 6?, il en résulte la relation :
| . 1 \J
Fo, M =0 F' M

Pour tout objet M' de 8' et pour tout sous-objet . N' de

M' , cette relation et 1'exactitude du foncteur p, montrent
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que pour que N' soit %'-clos dans M' , il faut et il suffit

que p, N' soit % -clos dans Py M'

La relation : p*(Mg;) = IM pour tout objet M de A, mon-

tre alors que le corollaire 5-6 résulte du lemme 5-5.

5-7. COROLLAIRE : Avec Les donnges et Les notations du corol-
Laine 5-6, 54 L'anneau A est commutatif (ce qui en-
thaine que £'anneau A' =ngeA/t commutatif), afors,
L'application p > pg et L'application p' o_l(p')
caractenisent des correspondancesd bijectives réci-
proques entre £'ensemble des {dZaux premiers P de
A qui n'appartiennent pas a ¥ et L'ensemble des
{déaux premiers p' de A' qui n'appartiennent pas
aw' .

Si p est un idéal premier de A , 1'annulateur de tout
élément non nul du A-module A/P est égal 3 Y, ce qui entraine
que C,_F(A/P) = A/p si pe‘i’i et que {?(A/p) =0si ) é% .
En particulier, pour que p soit % -~clos dans A , il faut et il
suffit que Y é % . De méme, pour qu'un idéal premier Yo' de A'
soit H'-clos dans A' , il faut et il suffit que P OEE .

Compte tenu du corollaire 5-6, il en résulte que pour

démontrer le corollaire 5-7, tout revient 3 montrer que les

deux correspondances transforment un idéal premier en un

idéal premier.
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I1 est bien connu que pour tout idéal premier o' de A'

1'idéal p= p—l(‘p') de A est premier.

La construction classique d'un anneau localisé& permet de
montrer que le localisé d'un anneau intégre est un anneau in-
tégre. Puisque le foncteur localisation est exact & gauche,

pour tout idéal premier p de A , la suite exacte :
0~ >A->A; >0
P o

donne une suite exacte :

0> B > Ag> (g

qui montre que Aﬂj/ est un sous—anneau de 1l'anneau intégre
(A/p)g? . S1 p¢¥ , ce qui entrafne Yoy # Ag; , 11 en résul-
te que Pg est un idéal premier de A' = Ag , ce qui achéve

1la démonstration.

5-8. LEMME : Etant donnés deux anneaux commutatifs A et A'
84 X = Spec(A) et X' = Spec(A') sont Les spectres
premiers de A et de A' munis de fa topologie spec-
trale, 84 A= Mod A et of' = Mod A' sont Les cate-
gornies des A-modules et des A'-modules et 44
p t A~ A' est un homomonphisme d'anneaux, s04it
¢: X' > X L'application continue déterminée par o

Alons, pourn tout ouvert U de X , en posant
U' = ci"_l(u) , La Localisation .S?U. dans A' , asso-
cile & £'ouvent U' de X , est £'image par p de La
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Localisation a‘F dans A&, associée a £'ouvert U
de X .

Soient gU et g’U' les ensembles topologisants et idem—
potents associés aux localisations §€ et & g et soit
g = p(EF) 1'ensemble topologisant et 1dempotent associé i

la localisation &' = p(,,‘f) image par p de la localisation 3’

Pour tout idéal I de A , en posant p(I) = A'p(I) , la dé-
finition de 1l'application continue ¢: X' + X entraine la re-

lation :

? Tom) = oG))

D'aprés le lemme 5-2, 1'ensemble ¥F' = p(‘f) est constl-
tué par les idéaux I' de A' dont 1'image réciproque o (I )
appartient i STU .

En particulier, pour tout I'e€ ¥' , il existe I G?U
tel que p(I) €I' , ce qui est &quivalent i ;(I) CcI' . Puisque
la condition I € ‘JU se traduit par la relation : U<D(I) , il
en résulte la relation :

vt = ¢ e ¢ o)) = pG(D)) ep(rh)

qui entraine I'€ S;U' .
Ainsi, les ensembles %' et gU' vérifient la relation :

F' c ‘ZfU, .
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Si cette inclusion n'est pas une &galité, il existe un

idéal I" de A' vérifiant :
Me¥F , et I"¢ ¥
c'est-a—-dire :
UteD(I™) et o (1M ¢ SFU
ou encore :
U'eD(I") et UED(e (1)
L'idéal I' = r(I") , racine de 1'idéal I" , vérifie :
-1 -1 -1
p (I') =p (x(IM) =1xr(p (I")
ce qui entraime : D(I) = D(I') et D(p ' (I")=D(o ' (I')) .
Ainsi, il existe un idéal I' de A' , tel que I' = r(I') et
-] -
p (I') =r(p l(I')) , et vérifiant
U'CD(I') et U¢D(p-l(1'))
Soit (L un idéal de A , vérifiant U = D(QL) et par suite :
—l - —_—
U =F @ =¥ o@)) = dEa))

La condition U¢D(p-l(I')) entraine CL¢p-1(I') et par
suite p(O,)¢I' et p(a)<4I' . Puisque 1'idéal I' est égal
i sa racine, il existe donc un idéal premier P' de A' , vé-
rifiant p(Q) ¢ p et I'< p ; clest-a-dire P e€D(p(a)) = U
et X"'¢D(I') » ce qui est absurde en vertu de la condition :

U'cD(I') . Ainsi, il en résulte 1'égalité :
3;' = g;U'

ce qui achéve la démonstration.
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5-9. THEOREME : Etant domné un anneau commutatif A , 404it
= Spec(A) fLe spectre premier de A muni de fa
topologie spectrnale et s0it b= Mod A La catégo-
rnie des A-modules.

Pour tout ouvert U de £,'ebpacé topologique X ,
s0it SEU £a Rocalisation dans b, associte a L'ou-
vert U de X ef caracténisée par L'ensemble Zopoklo-
glsant et idempotent ‘&’U , 804t p = wz : A > A
L' homomorphisme canonique de A dans £'anneau loca-
lisé A’ Ag de A pour La Localisation L, soit
X' = Spec(A' ) Le spectre premier de A' mundl de fa
topoLogie spectrale et s0it ¢ : X' » X L'applica-

tion continue déterminée parn L'homomorphisme o .

Alons, L'application continue ¢ : X' » X
induit un homéomorphisme w de £'ouvert U' = ¢! )
de X' sur £'ouvent U de X .

Soit &' = Mod A' 1a catégorie des A'-modules. D'aprés le
lemme 5—8 la localisation 3’ dans &' , associée 3 1'ouvert
u' =<(> (U) de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant

~

et idempotent fFU, » est 1l'image par p de la localisation QU
dans <, associée 3 l'ouvert U de X . Comme les idéaux premiers
P de A qui n'appartiennent pas i %;U sont les €léments de 1'ou-
vert U de X et comme les idéaux premiers ¥' de A' qui n'appar-

tiennent pas 3 guv sont les &léments de 1'ouvert U' =<F’_](U)
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de X' , le corollaire 5-7 montre que l'application
P> p—l(p') =@ (p') caractérise une correspondance bijec-
tive de U’ =<P_1(U) sur U .

Ainsi, l'application continue @ : X' + X induit une
application continue bijective w de l'ouvert U' = ci"-l(U) de
X' sur 1l'ouvert U de X , caractérisée par la condition :
w(p') =<P(p') = p_l(p') pour tout '€ U' et dont 1l'appli-
cation inverse w_] est caractérisée par la condition :

-1
w ()o) =)’%FU pour tout P €U .

-~

Tout revient i montrer que w est un homéomorphisme.
Pour tout ouvert U(') de U' , il existe au moins un idéal
Q") de A' tel que : Uc'> =U'n D(O.(')) . En posant
Y =U' -V
o
tout p'e Y' vérifie p'eU' et p'# D(CLC')) , c'est-d-dire :
O.éCp' . L'idéal o ) P' de A' , vérifie donc

PI eY'
OéCO.' et par suite : D(CL:))CD( Q') . Puisque tout rey'

vérifie naturellement p'¢ D(QA') , il en résulte la relation
(1) ol =U'n D(O;) =U0'NdD(A")
qui entralne la caractérisation :

(1Y Y ={ p'eUt’ ; Q'c p'}.

~ Puisque les &léments Y'€Y' sont des idéaux pre-

miers n'appartenant pas a WU' , 11s sont @U.-clos dans A'
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et il en résulte facilement que 1'idéal Q' =7 N p' est
pleYV

‘r%,-clos dans A' . Le corollaire 5-6 entralne alors que 1l'idéal
A= p_l(CL') de A , vérifie : Q' = Oﬂ'. .
)

L'ouvert U, de U caractérisé par :
(2) u, =un D(Q)
détermine la partie Y de U définie par :
Y=U-10U
o
et elle admet-la caractérisation :
2" Y={ pet; Qcyp}
Pour tout p' €Y' , la relation (1') entralne Q' < p' ,
ce qui implique Q= p—l(Q_')c p_l( w') et la relation (2')
montre que 1'élément :
P =) = w(@) = o () vérifie pey .
Ainsi :
3) w@¥YHYecy.
Pour tout Y€ Y , la relation (2') entralne Q< pP, ce

qui implique Q' =CK5;UC g et la relation (1') montre que 1'élé-
ment : p' = w—l(p) =)’qu vérifie P €Y' . Ainsi :

@ w'mery
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Puisque w est bijective, les relations (3) et (4) en-

trainent w(Y') = Y et par suite :
' -
(5) w(Uo) U0 .

La relation (5) montre que 1l'application continue bijec-
tive w de U' sur U est ouverte, c'est-i-dire que w est un ho-~
méomorphisme de U' sur U , induit par 1'application continue

®: X' > X, ce qui achéve la démonstration.

6 - OUVERTS QUASI-COMPACTS DES SCHEMAS AFFINES.

6-1 - Hypothé&ses et notations. Etant donné un anneau
commutatif A , soit (X’@k) le 4chéma affine associé 3 A ,
pour lequel X = Spec(A) est le 4pectre premier de A muni de
la topologie spectrale et G&_= A le falsceau sthuctural
vérifiant en particulier : A = T (X, @X) = T'(X,A)

Etant donné un ouvert quasdi-compact U de X , soit (U,@,)
le pnéschéma induit sur U par le schéma affine (X,(QX) .

L'anneau A' des sections du faisceau structural cﬁx = A .

au-dessus de l'ouvert quasi-compact U de X est défini par :

A" =T(U, &) = r(u,X)

et la restriction 4 U détermine un homomorphisme canonique

d'anneaux :

p : A > A
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Soient = Mod A et of' = Mod A' les catégories de A-

modules et de A'-modules.

Soit  la catégorie des @X—Modules quasi-cohérents et
soit T la restriction a4 ® du foncteur sections T'(X,+) défini

sur la catégorie des @X—Modules.

Si P est le foncteur faisceau associé & 1'anneau A , le
théordme 4-3, le corollaire 4-4 et théoréme (1-4-1) de [7]
montrent que les foncteurs :

v

P: B> B et r: ® - &

gtablissent une &quivalence entre les catégories et @, ce

qui entralne les relations

aAN

—
"

(=

(1 rf’=1¢ et (1)

Soit ObI'J la catégorie des @U—Modules quasi-cohérents
et soit I' :®} +d8' la restriction i ®; du foncteur sections

r'(U,+) défini sur la catégorie des @U—Modules.

Soit I‘U : B > A' la resctriction 3 @ du foncteur sec-—

tions T'(U,+) défini sur la catégorie des @X—Modules.

La proposition (9-4-2) de [7] montre que le morphisme

quasi-compact j dé&fini par 1l'injection canonique de U dans

X , détermine un foncteur image directe : j, : 02)['] >0 et
I P ¥ ' e s
un foncteur image réciproque : j : 0 > 63U » vérifiant :
*

@  i*5, - 1g,
U
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~ ~

si &= 5% est la localisation dans ¢, associée 3 1'ou-
vert U de X et caractérisée par l'ensemble topologisant et
idempotent & - WU et si &= §€U est la sous-catégorie locale
de b, associde i 5%1, soit § le foncteur canonique d'injec-
tion de & dans B et soit T le foncteur canonique de of dans &,

tel que le foncteur localisation L = L; de la localisation QF,

soit caractérisé par :

(3) Ly = ST et (3" TS = Iy .

Enfin, soit S1 le foncteur utilisé dans la démonstration

du lemme 5-3 .

6-2. LEMME : Avec Les hypothiéses précédentes, fes données vé-
rigient Les relations sulvantes

..

la) Ti, =e, "  la) 1 =7 5"
(b) p, Ty =LyT (b') r, =S, TT
fe) Ly=rj, "8 (e j*j*=‘i’LUI‘.

Les relations (a) et (a') résultent immédiatement de la

. . ¥
construction des foncteurs j, et j [7] .

Pour tout_objet M de o6, la définition du foncteur I‘U
v v
entraine la relation : I‘U P(M) = P(U,M) . Puisque U est quasi-
compact, le théoréme 4-3 entraine : B(U,M) = P(U,M) et le corol-
P(U,A) = A,g - La partie (b)

laire 4-4 entraine : A' = I‘U §(A)
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du lemme 5-3 est donc applicable. La construction du foncteur

préfaisceau P associé 3 A , implique alors la relation :
Ty Py = Ppu,M) = s, ™
pour tout objet M de £, ce qui entraine les relatioms :

v v
I‘UP=S]T et p*I‘UP=p¥S]T=ST=LU.

Par composition avec I' , la relation (1') implique alors

les relations (b') et {b).

Les relations (a), (a') et (b) entralment la relation :

. ¥ Y * Y v -
F'j,d P=op, r''jy P=op, TU P = Ly rP

et la relation (1) implique alors la relation (c].

Enfin, compte tenu des relations (1) et (1'), la rela-

tion (¢) implique facilement la relation (c').

6-3. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, @X) , ass0cdlé
& un anneau commutatif A , 504t o= Mod A La catégo-
nie des A-modules.

Poun tout ouvert quasi-compact U de X , 504t
(U, ©,) Le préschéma induit sur U par Le schéma af-
fine (X, @x) .

Alons, La catégonie GSI'J des @U-Moduzu quasL-
cohénents est équivalente d La sous-catégornie Locale
Z de of, doterminge par La Locatisation . dans o8,
associle & £'ouvert U de X .
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De gagon pnéedise, avec fes notations précé-
dentes, cette Zquivalence est caractirnisée pan Les
gonctewrs

At 656 > geU et uo: S€U > (Bé

définis par Les rnelations

*
A=TTj, et u=j Ps.

La relation (¢) du lemme 6-2 entraine la relation :
Ap=TTj j"Ps=TL_ s
u = J*J = 1]
et les relations (3) et (3') impliquent alors

An=1
PT e

La relation (3) entralne la relation :

%Y . ¥ .
niA=3 PSTT Je =3 U r J

et la relation (¢') du lemme 6-2 et la relation (2) impliquent

alors :

IJA_—'IQ'

Les relations

Ap=1 et uaAaA=1
£4 €
montrent que X et p caractérisent une &quivalence entre la ca-

tégorie 656 et la catégorie jPU .
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6-4. COROLLAIRE : Avecfes données et Les notations du théornzme
6-3, en posant A' = I (U, GX) , 804t A' = Mod A' La
catigonie des A'-modules et s04it :

pt A > A

L' homomonphisme canonique d'anneaux déterminZ par
La nestniction a L'ouvert U de X .

Alons, La catigorie @I'J des @U—Modwﬂu quasi-
cohérents est équivalente 4 La sous-catégonie Locale
£ de &' , détewminge par La Rocalisation L' dans
A' , image par p de La Localisation 2U dans &, as-
sociée a L'ouvert U de X .

De facon précise, avec Les notations anténieu-
nes et en consdidérnant Le foncteun :

\ 4

| N L ]

LA A > I
dégind parn :

L - Y

PU 3 Pp’

cette Zquivalence est caracténisée par Les goncteurns :
A':Gél'J + &' et w' o X ‘*651']
déginis par Les nelations :

A' = T' Y et u'=§l'Js'
~dans Lesquelles S' est Le foncteur canondique de £’
dans c£' et T' Le foncteur canonique de c#' dans X',

tel que Le foncteun Localisation L' de La Localisa-
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tion X' , s0it canactinisé pan :
L'=8'"T" aveec T'S'-= Ig, .

Puisque 1l'ouvert U de X est quasi-compact, le théoréme
4-3 et le corollaire 4-4 montrent que 1'anneau A' est le lo-
calisé de 1l'anneau A pour la localisation .frt;’U dans . Les
conclusions de la partie (b) du lemme 5-3 sont donc applica-

bles, compte tenu de la concordance des notations.

Comme les foncteurs :

po:‘fi"-»xu et p]:fo->°§f'

caractérisent une équivalence entre la catégorie §[’U et la

catégorie €' , le théordme 6-3 entralne que les foncteurs :

1 = . ' ' - YR '
A P, A.(BU»,ff et u we, : L ->63U

caractérisent une &quivalence entre la catégorie 631'1 et la caté-

gorie ' .

Tout revient i démontrer les formules définissant les
foncteurs A' et p' dans 1'@noncé du corollaire 6-4.

La relation (a) du lemme 6-2 entraine la relation :

7\‘=p])\=plTFj¥=plTp*I"

et la relation (3) du lemme 5-3 implique alors :

At=T' T .
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La relation (1') du lemme 5-3 entraine la relatiom :

'_ _a*‘ _o* '
W=up =3 PSp =] fp,S

v
et la définition du foncteur Pﬁ implique alors

ul =§{] SV

ce qui achéve la démonstration.

6~5. COROLLAIRE : Avec Les données et Les notations du corol-
Laine 6-4, alons :

(a) Le "foncteur G%—Moduﬂe quasi-cohérent associé" :
BT =5 P:oA e-«bﬁ

est exact et admet pour adjoint a droite Le goncteun

pleinement fidéle :

S\ =op, r' 036 R A

En particulien, tout <3U—Modu£e quasi-cohirent
G est déterming par Le A-modufe o, T'G = p_ T'(U,G)
de ses sections au-dessus de U et pour qu'un objfet
M de of s04t Le A-module des sections au-dessus de U,
d'un @h—ModuLe quasi-cohtnent, L faut et L& sufpit
que M 804t un objet de La sous-catégorie Locale &
de La Localisation éfb dans o, associée a U .

(b) ZLe foncteur " @y ~Modukle quasdi-cohérent associé@" :

Y
t gt . opr o, ' !
n'' T PU.uil »630
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-

est exact et admet pour adjoint & droite Le fonc-
Zeur pleinement fidéle :

' AT =T": By ~ A

En particulien, tout @h—Module cohérent G
est déterming par Le A'-module T'G = I''(U,G) de
ses sections au-dessus de U ef pour qu'un objet
M' de of' s04it Le A'-module des sections au-des-
sus de U, d'un @U—Modui_e quasi-cohérent, L
faut et LL suffit que M' 304t un objet de La sous-
catégonie Locake &' de La Localisation 2 dans
A' , image par o de gU

Les relations (3) et (1) entrainent la relation :
' Y R Y ¥ v v
pT=3 PST-=]) PLU=J PLUI‘P
et la relation (¢') du lemme 6-2, implique alors

*¥ , .%*y
P

et d'aprés la relation (2), il en résulte la relation :
% ¥
P

nT =]

La relation (3) entraine la relation :
SA=STTj, LUFJ
et les relations (b) et (a') du lemme 6-2, impliquent alors

I"l

SA=r, Ty Je = Py I3,

et d'aprés la relation (2), il en résulte la relation :

84



Localisations et schémas affines

La démonstration du corollaire 6-4 a établi la relation :

La relation (1) du lemme 5-3 entrafne alors la relation :

LI, B B | -
uT—upoT wTo, -

. Y P . PP
La relation u T = j P démontrée ci-dessus et la défini-
ol v' - . .
tion du foncteur Pﬁ impliquent donc la relation :
v
p' T' =P' .

La démonstration du corollaire 6-4 a établi la relation :

et compte tenu de la relation : Py Py = I , elle est équiva-

&

lente 3 la relation :

La relation : S1 = §' o, établie dans la démonstration du

lemme 5-3, entraine alors la relatiom :

S A'

' = = '
S p1 A S1 A S] o Ao,

La relation : A' T' T' du corollaire 6-4 entralne donc
1At _ 1 opt
S A S1 po T' T

et la relation (1) du lemme 5-3 et les relatioms (a), (b') et
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(a') du lemme 6-2 impliquent la relation :

S'A'=8 Tp I'=§ TTIj =T

La relation (2) entralne alors la relation :

S' 3' =T

Ces relations étant démontrées, il en résulte facilement

les relations :

(8%) (uT) = Ly et (uT)(82) = p I A =ux =1

ainsi que les relations :

(S'A")(W'T!) = S'T" = L' et (u'T)(S'A') = u'I_, A" =p'A"

zl
=Idal'] .
Les affirmations complémentaires du corollaire 6-5, résul-
tent alors immédiatement des propriétés générales d'une locali-

sation.

6-6. LEMME : Etant donné un anneau (non nécessairement commuta-
tig) A, s0it A= Mod A La catigonie des A-modules
(@ gauche).

Etant donnges deux Localisations @ et Sg dans £,
5L X ot §£ sont Les sous-catégonies £oca£e¢ de 2
de/te/r.mweu pan & et S£ » sodent S et S Les fonc-
_ tewrs canoniques d' »(.anCL(.OVl de £ dawsc/? et de & _
dans o, et sodent T et T, Les foncteuns canoniques
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de o dans & et de of dans £ _ tels que Les. 6onc,teww
Locatisations L et L des Koca&/swaom ¢ ot .§‘:
so0ient canactenisis pa)L :

L = ST et L =8 T
o oo
avee
T8 = Ij(,’ et To So = I%ﬁ .

t

Alons, 54 La Localisation .f% est plus fine
que La Localisation Sg, AL existe des goncteurs

undiques

o & - £ et r:i’-»ﬁfo
tels que :

SO=SO et T0=TT.

De plus Le foncteun pleinement fidéle o est

adjoint & droite au foncteun exact 1

L'hypothése entraine que la sous-catégorie localisante €
de Qest une sous-catégorie de la sous-catégorie localisante
% de ‘\;'fi; . Le corollaire 4-4 de [10] montre alors que go
est une sous-catdgorie pleine de ¥, ce qui assure l'existence
et 1'unicité du foncteur pleinement fidéle ¢ vérifiant So =So
Comme le foncteur exact To s'annule sur Cgo et par suite sur (5,
puisque la catégorie ¥ est &quivalente a la catégorie quotient

a@/% , les corollaires 2 et 3 (p. 368 et 369) de [3] montrent
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u'il existe un foncteur exact unique T de % dans &£ s Véri-
9 0

fiant T =1 T .
o

Le foncteur So étant un adjoint & droite au foncteur To s

il existe un isomorphisme fonctoriel canonique :

Homg (TOS-,-)ﬁHom%(S-,S ) .

)
Puisque le foncteur S est pleinement fidéle, la relation
To S=1TS=11 =1et la relation §, = So donnent alors

un isomorphisme fonctoriel :

Hom (1t «, *) = Hom, (*,0 *)

<, i

ce qui aché&ve la démonstration.

6-7. LEMME : Etant donné un anneau (non nécessairement commu-
tatif) A , 804t #= Mod A La catégornie des A-modules
(@ gauche).

Etant donnée une Localisation 2 dans o€, canrac-
tenisée par un ensemble topologisant et idempotent
%F, soit

p + A > A
L' homomonphisme canonique de A dans £'anneau localisé
A' = Ag de A pour La Localisation ¥, so0it A' Ra
catégonie des A'-modules (4 gauche) et s0it F Le gone-
teurn de of dans of' tel que Le foncteur Localisation
canonique L de ¥ s0it canacterisé pan :

L= Pu F .
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~

Pour toute Localisation §f dans ¢, plus fine
que La Localisation & et cmc/temee par un en-
semble ztopof,ogusan,t et {dempotent (5‘ s0it

%' = D(Sﬁ ) La Localisation dans @ﬁ' , image par
p de 54) et caractiniste par L'ensemble topologi-
sant et Ldempotent &' = o(% ) , image par o de
F, » alons

(a) L'anneau localisé Ag de A' poun §€' coincdide

avee L'anneau localisé ACJF de A poun Se et Les ho-

momorphismes canoniques : °

p' : Al > AII = Al Q/t p" . A > A" = A
F, %
vinigient La nelation :

(b) S{ A" = Mod A" est La catégonie des A"-modules
(@ gauche) et s{ F_ et F! sont Les foncteurs de 4
dans of " et de of' dans ed" tels que fes fonctewrs
Localisations L et L. de SE; et Eg(') soient carac-
tenises par :

= At LI '
Lo Py Fo et Lo Py Fo

alons :

F = ' L
o FO F eL Fo FO 0y

o~

Il est immédiat que la localisation ,cf = p( %0) est plus
fine que la localisation g' = p(ﬁf) dans c/! , ilmage par p de
§£. Le lemme 6-6 est donc applicable et avec des notations évi-

dentes déduites de celles du lemme 6-6, il existe des foncteurs
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uniques :

tels que :
§' =8' ¢’ et T' =1"T' .
) )
De plus, le foncteur pleinement fidéle ¢' est adjoint 3
droite au foncteur exact 1' .
Avec les notations du lemme 5-3 et de sa démonstration,
le foncteur F introduit dans le lemme 6~7 est caractérisé par :

= = at
F=5 T=58"p T.

Le foncteur T0 de of dans jfé défini par :

T =T'F
(o] (o]
vérifie donc :
= 41 mt a1
To ' T' § pl T
et comme T'S' = %2, , 11 en résulte la relation :

Compte tenu du lemme 6-6, cette relation montre que le
foncteur T  est exact et admet pour adjoint & droite, le fone-
teur pleinement fidale S, de Ef; dans £ défini par :

S =8Sp o .
. 1 - . . o~

Soient ‘E; et Qfo les sous-catégories localisantes de &

o~
et de ﬁ?é .
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Pour tout objet M de af, la condition TOM = 0 signifie

que FM = S' p. TM est un objet de 2{; , c'est-a-dire que

1

oy S' o, TM est un objet de %; et d'aprés 1> lemme 5-3

cette condition signifie que STM est un objet de %% . Comme
n/ ~

la localisation &% est plus fine que la localisation ¥, il

est facile de vérifier que pour que STM soit un objet de Q% ,

il faut et il suffit que M soit un objet de %%

Ainsi, la sous-catégorie localisante %% est le noyau du

foncteur TO

La proposition 5 (p. 374) de [3] montre alors que le
foncteur ’I‘0 induit une é&quivalence entre la catégorie quotient
0{/8 et la catégorie gfé . De plus, le foncteur localisation

)

LO vérifie

I1 en résulte en particulier que 1'anneau localisé AQ;
~ (o]
de A pour 2% est 1'opposé de 1'anneau des endomorphismes
de 1'objet T A= Té FA . Comme FA = A' , 1'anneau localisé

A'Uj' de A' pour Sf(') est 1'opposé de 1'anneau des endomorphismes
0
de 1'objet Té A' et par suite

A_ = A" =A'_,
%o Fo

I1 est alors immédiat que les homomorphismes canoniques
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p' et p" vérifient :

" =p' p .

En introduisant la localisation ﬁ_fg = p'(SCc')) dans " ,
image par p' de S{(‘) , avec des notations évidentes analogues
d celles du lemme 5-3, les résultats précédents montrent que

le foncteur Fé de ¢#' dans A" est caractérisé par :
1] n 1 )
Fo =5 pl To *
et que le foncteur F0 de of dans of" est caractérisé par :

= qn 1t
Fo S p1 To .

La relation : To = Té F entraine alors la relation :

F =F'F.
o )

La relation : T; = 7' T' et le lemme 5-3 entrainent la

relation :
L R (I |
To T T T p1 T 0

et la relation '1‘o = 7' P T entraine alors la relation :

' =
T° To Py °
I1 en résulte la relation :
' =
Fo Fo p.}'l

ce qui achéve la démonstration.
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6-8. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, @X) , assocdé
a un anneau commutatif A , pour fout ouvert quasi-
compact U de X , en posant A' = I'(U, @X) s04L :

p : A->A'
L' homomonphisme canonique d'anneaux déteamin? par
La nestriction & L'ouvent U de X et 84 (X', @}'(,)
est Le schéma affine, ass0ci a £L'anneau A' , s04%
P: X' >X
L'application continue caractérisée par L'homomon-

phisme o .

En posant U' =‘P"](U) , dodent (U, @U) et
u', @lll') Les préschémas Lindudcts sun U et U' par
Les schémas afgines (X, 6y) et (X', @}'(,) . Alons :
(a} L'ouvent u' =CF_1(U) de X' est un ouvert quasi-
compact, partout demse dans X' et L'homomorphisme
canonique d'anneaux

p' t A' = F'(X':@;(v) > I"(U'sail)
déterminé pan La restrniction a L'ouvent U' de X'
et un isomorphisme,

(6] L'application continue P: X' » X indudit un
homéomorphisme w de £'ouveat U' de X' sur £'ouvent
U de X, tel que :

@U = w*(@l'].)
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Autnement dit, w caracténise un isomorphisme

de préschémas :
W (U"@{JI) >~ (U, @U) .

Soit ¢#= Mod A la catégorie des A-modules et soit
&' = Mod A' la catégorie des A'-modules. Soit §E=¥U la lo-
calisation dans ¢, associée i 1l'ouvert quasi-compact U de X

et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent

F=-9 .

D'aprés le théoréme 4-3 et le corollaire 4-4, 1'anneau
A' = T(U, @X) est le localisé Ag de 1'anneau A pour la loca-
lisation & et 1'homomorphisme canonique p coincide avec 1'ho-
momorphisme ‘PK . Le théoréme 5-9 montre donc que l'application
continue @ : X' » X induit un homéomorphisme w de 1'ouvert

LA =cf’—](U) de X' sur l'ouvert U de X .

Pour tout ouvert Uo de U , c'est-i~dire pour tout ouvert

-1 -1 .
U~° de~X tel que UocU , en posant Ué =w (Uo) =P (Uo) s Soit

‘5_00 -,‘FU la localisation dans o# associée 3 1'ouvert Uo de X et
caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent & =‘§U
o

. 5 _ . . . ca s vy °
et soit §Co = &’U' la localisation dans o#' associée 3 1'ouvert

o, . . . . .
Uc') de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempo-

tent 9(‘) =‘5U. . D'aprés le lemme 5-8, la localisation 32:') dang
o

~S

- &' est 1'image par p de la localisation S;CO dans #.
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~/

Puisque la localisation &% est plus fine que la localisa-

tion ¥, le lemme 6-7 entraine la relation :
= !
F M = Fl(FM)
pour tout objet M de of.
Si 1l'ouvert Uo est quasi-compact (par exemple si Uo est

un ouvert affine spécial) le théoréme 4-3 et le corollaire 4-4

donnent les relations :
TU_,M) =F M
et
Tt v = '
r (UO,FM) FO(FM)
qui entrainent donc :
~ ' ' ~S
T(U M) = T'(U,FM) .
" L ¥ . s -
Si J et j' sont les foncteurs images réciproques déter-
minés par les morphismes de préschémas j et j' associés aux in-

jections canoniques de U dans X et de U' dans X' , il en résul-

te les relations :
M~ S e
I, ,i M) =T'(U,j' FM)

pour tout ouvert quasi-compact U0 de U

D'aprés la définition du foncteur image directe L la

. -1 -
relation Ué =w (Uo) entraine :

A e S e
r(Ugw, 'Y A = r!,itt B
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et il en résulte donc les relatioms
A - .
F(UO,J M) = P(Uo,w* j M)
valables pour tout ouvert quasi-compact U0 de U

~

. , % L M A ]
Puisque j M et L j' FM sont des faisceaux sur U et
que tout ouvert de U admet un recouvrement par des ouverts

quasi-compacts, les relations :

N ¥
F(UO,J M) = F(UO.W* j' M)

restent valables pour tout ouvert Uo de U , ce qui entratne

la relation :

(y i*M=w_ j' M.

c'est-d-dire la relation :

2) @, =w (6]

I1 en résulte que 1'homéomorphisme w de U' sur U et le
morphisme identique de @h sur w*((ﬁé,) caractérisent bien

un isomorphisme de préschémas:
WU, 08,) » (U, @)
ce qui ach@&ve la démonstration de la partie (b).

Avec les notations du lemme 6-7, pour tout ouvert quasi-

compact U de U , 1'homomorphisme canonique :
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pl . A! > AH = Al

¥o
est 1'homomorphisme canonique, de 1'anneau :
A' = T(U, B =T'(X', O3))
dans 1'anneau :

U ,@,) =A_ =A"=A'_, =T'(U', @!,
(Ug» @) = Ag, SRR

déterminé par la restriction 3 1'ouvert U' de X' .

En particulier, si Uo = U, ce qui entraine Ué =U', il

en résulte que 1l'homomorphisme canonique
p' T A' = I"(X', @;(') - F'(U" @;{l)

est un isomorphisme.

I1 convient de remarquer que ce résultat exprime que
1'anneau A' colncide avec 1'anneau localisé A%F' de A' pour

la localisation Q; = ﬁ%

de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempo-
tent W' =% _,

, dans &' , associée a l'ouvert U'

Il en résulte en particulier la relation :

(3) %A =0

Puisque w est un hom@omorphisme et que U est un ouvert
quasi-compact de X , l'ouvert U' de X' est également quasi-
compact. Il existe donc une famille finie (gJ!)j

d'éléments
eJ élément
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de A' , telle que :

vt = L D(g}) -
jed

Soit f' un &lément de A' tel que 1l'ouvert affine spécial
D(f') de X' vérifie :

D(£')NU' =9 .

Pour tout j€J , il en résulte :
D(f' gj) =D(f")N D(gé) =9
et par suite, il existe des entiers ns tels que :

' vnj=
(f gj) 0.

Si n est un majorant des entiers n:.l pour j €J , en posant :

t - g1 ' = o0
fo f et f! gj

pour tout j€J , ce qui entraine i fortiori :

—

£! £ =0
° ]
pour tout j&€J , les relationms
D(g!) = D(f!
(gJ) (£2)
pour tout j€J , entralnent
' = LJ D(f})
jes 3
et de plus

D(f') = D(fc')) .
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Les relations fé fj = 0 pour tout j €J' montrent que

1'annulateur de fé contient 1'idéal

a'= > A f!
jed ]
de A' qui appartient & 1'ensemble topologisant et idempotent
% o= ﬁ%, . Il en résulte la relation :
£ €F A’
o

et la relation (3) entraine
f' =0
o

ce qui donne : D(f') = D(fé) =0 .

Ainsi tout ouvert affine spécial de X' disjoint de U'
est vide. Il en résulte que U' est partout dense dans X' , ce

qui achéve la démonstration de la partie (a).

6-9. COROLLAIRE : Avec Les données et Les notations du théoreme
6-8, 504t ¢ Le morphisme du schéma agpine (X',@)'(,)
dans Le schéma affine (X, Oy détenrming parn L'homo-
morphisme o et s0it F Re foncteuwr de of dans of' tel
que Le goncteun Localisation L de La Localisation
§;=‘§% dans £, associée d £'ouvernt U de X,s0it
caracténise par : L = Py F -

SL j* et j'* sont Les foncteurs images RECApPro-
ques determinés pan Les monphismes de préschémas j
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et j' associis aux injections canoniques de U dans
X et de U' dans X' , alors

(a) Tout objet M de Avirnigie :

L%~ '*N

] M=w_ ]

(b) Tout objet M' de A' vérnifie :

Compte tenu de la relation :

Op = v @)

la partie (a) est une conséquence immédiate de la relation (1)

établie dans la démonstration du théoréme 6-8.

Comme dans la démonstration du théoréme 6-8, le lemme 6-7

entraine la relation :
' M = '
Fo M Fo(p* M")
pour tout objet M' de A' , ce qui implique la relation :
~ ./
' ' 1 = '
r'(;,mM" = F(UO,O* M')

pour tout ouvert quasi-compact U; de U' . Un raisonnement ana-

logue & celui de la démonstration du thé&oréme 6-8, conduit 3

la relation :
jt*ﬁ't__.w* i e M!

La partie (b) est alors une conséquence immédiate de la
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relation :

qui résulte de la proposition (1-6-3) de [7]

7 - OUVERTS AFFINES DES SCHEMAS AFFINES.

7-1. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, Gk) , aAs800A8
@ un anneau commutatif A , soif & = Mod A fa caté-
gorndie des A-modules.

Pourn tout ouvert quasi-compact U de X , 404t
(U, ;) ZLe préschéma {nduit sur U par Le schema
affine (X, Oy) , s0it 'y La catigornie des @U—Mo-
dules quasi-cohérents et en posant A' = r,g,) =
I'(U,@) soit o' = Mod A' La catigonie des A'-mo-
dules.

Alons, il y a equivalence des conditions Aul-
vantes :

(a) L'ouvent U de X est un ouvert affine.

[b) Le foncteun section I' de @5['1 dans &' déten-

mine une équivalence.
(b') Le foncteur ' de B} dans A' est exact.

(¢) La Localisation (S:”vU dans o, associde a £'ou-
vert U de X , est exacte.
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(¢') La Rocalisation S?ﬁ dans £, associée a £'ou-
vert U de X , est plate.

»

(d) Toute famille finie (fj)j €] d'éléments de A
telle que :
U= UJ D(f.)
jes
vérnifie La condition :
(do) 12 existe une famille (gj)je ] de sections
gje r(u, @X) , telle que :
> g, (f.|u) = 1)U .
ey 3
(d') 1L existe au moins une famille finie (fj)j c
d'éléments de A , telle que :
U= J D(f,)
jes d
et véniflant La condition (do).

J

(e) Tout idéal de type fini Q de A admettant un
systeme f4nd de génirateuns (fj)j€ g et tel que
U =D(Q) , vernigie La condition :

(e,) St u: A~ A est L'homomorphisme canonique
de A dans 2'anneau quotient Al de A pan £'idéal I
constitu? pan Les éléments de A , annulés par une
puissance de Qu, 4L existe un entien n et une {a-
mille (hj)je.l de A-homomorphisme b de A dans
A, , telle que :
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> b, (x) u(£;) = u(x)
jeJ

pour tout x eal

(') 1L existe au moins un idéal de type gini Qde
A , admettant un systéme §ini de géndrateuns (fj)je 1
et tel que U = D(Q) , vérifiant La condition (eo).

~s

Soit &= % la localisation dans <6 associde 3 l'ouvert U
de X et caractérisée par 1'ensemble topologisant et idempotent
gFﬁiﬁJ. Puisque 1'ouvert U de X est quasi—-compact, le théoréme
4-3 et le corollaire 4-4 montrent que l'anneau A' est 1'anneau
localisé A@ de A pour la localisation S?. I1 en résulte que
1'anneau A' est caractérisé par :

A' = Ag = lig Hom(I, A/ )
I1e% StA

et 1'homomorphisme de restriction p de A dans A' coincide avec
l'homomorphisme wz .
Tout d'abord, pour qu'une famille finie (fj)je 3 d'élé-
ments de A vérifie
U D(f )
jeJ

il faut et il suffit que (fj) soit un systéme fini de géné-

jed
rateurs d'un idéal de type fini Q.de A, tel que U = D(Q) .

D'autre part, pour tout idéal de type fini Q. de A

vérifiant cette condition, 1'ensemble @ admet pour systéme co-
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final les puissances de QL et par suite 1'idéal I, introduit

dans la condition (eo) coincide avec 1'idéal %A , ce qui

A
peut étre caractdrisé par :

entraine A = AéF . I1 en résulte alors que 1'anneau A'

A' = AEF = lim Hom((ln , AO) .
n€elN

Compte tenu de la caractérisation classique de la struc~
ture multiplicative de 1'anneau A‘F » ces remarques entrainent

immédiatement 1'équivalence des conditions (do) et (eo) .

Il en résulte immédiatement que les conditions (d} et (e)
sont &quivalentes et que de méme les conditions (d') et (e')

sont équivalentes.

Le théordme (1-4-1) de [7] montre que la condition (a) en-

traine la condition (b).

11 est évident que la condition (b) entraine la condition

(b').

Les relations (a) et (¢) du lemme 6-2 entrainent la rela-
tion
Ly = o, r' j* P .
D'aprés le corollaire 6-5, le foncteur j* P est exact et comme
le foncteur p_ est exact, si le foncteur’f' Eft exact, le fonc-
teur localisation LU de la localisation §£=.YU dans f est exact.

Ainsi, la condition (b') entraine la condition {ec]).
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Puisque l'ouvert U de X est quasi-compact, la proposi-
tion 2-9 montre que la localisation ¥ = % dans o€ est de type
fini. La proposition 3-5 et le théoréme 3-6 de [1 l] montrent

donc que la condition {c¢) entraine la condition (c'].

Soit &' = p(¥) la localisation dans €' , image par p
de la localisation & et caractérisée par 1'ensemble topologi-

sant et idempotent %' = p(€F) image par p de l'ensemble 9.

D'aprés le théoréme 3-6 de [1 ]] , pour que la localisation
&= éf’U dans € soit plate, il faut et il suffit que l'ensemble
F' vérifie

9 o= (A"} .

En particulier, lorsque la localisation ‘éf=é?U dans &
est plate, pour tout idéal O de A tel que QG €Y, le lemme
5-2 entraine que 1'idéal A'p(QL) de A' est un élément de '

et par suite :

A' p(Q) = A" .
Toute famille finie (fj)jeJ d'éléments de A , telle que :

U= L_J D(fj)
jed
est un systéme fini de générateurs d'un idéal de type fini QU

de A vérifiant : U = D(CL) et par suite : Q. € Y.

Ce qui précéde montre donc que la condition (¢') entraine

Y AT (£ = A"

jea
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ce qui équivaut i l'existence d'une famille (gj)j € d'éléments

gje A' , telle que :

L'interprétation de p comme 1'homomorphisme de restric-
tion 3 1l'ouvert U de X , montre que les éléments p(fj) de
A' = P(U,(?X) sont les restrictions (fi|U) 4 U des sections
fie'A = I' (X, @X) et comme 1'élément unité de A' est la res-
triction & U de la section unité au-dessus de X , la relation
précédente s'dcrit :
g. (£.]U) =1]U .
ey 3

Ainsi,la condition (¢') entraine la condition (d).

I1 est &vident que la condition (d) entraime la condition

(d').

Compte tenu des &quivalences établies au début de cette
démonstration, pour l'achever, tout revient i montrer que la

condition (d') entralne la condition (a).

La condition (d') signifie que la famille (fj)jeJ d'ala-
ments de A est un systéme fini de générateurs d'un idéal de
type fini (l1de A , vérifiant U = D(QL) et pour lequel il existe
i .). 'élé . A' :
une famille (gJ)J cJ d'éléments gJ de telle que
. p(£f) = 1"
> g; p(£;

jed
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Puisque 1'anneau A' est commutatif, pour tout entier n ,
la considération de la puissance n" ™ des deux membres de la
relation précédente, montre que 1'élément unité 1' de A' peut
s'écrire sous la forme d'une combinaison linéaire, 3 coeffi-
cients dans A' , d'éléments de A' qui sont les images par p
d'éléments de 1l'idéal c1n . Autrement dit, il en résulte la
relation :

A' o(@™) = A
qui montre que A' est le seul idéal Q' de A' vérifiant :

a < o_l(O.') .

Comme la condition U = D(Q) entraine que l'ensemble to-
pologisant et idempotent EF==9% admet pour systéme cofinal les
puissances de 1'idéal Q., le lemme 5-2 montre que 1'ensemble
topologisant et idempotent ' = po(%) , image par p de 1l'en-
semble W, vérifie :

¥ = {A'} .

Soit (X', Gg1) le schéma affine associé & 1'anneau A' et
soit ¢Y: X' > X 1'application continue déterminée par 1'homo-
morphisme d'anneaux p : A > A' . Le lemme 5-8 entralne que la
localisation 52"' = p(g) dans ¢#&' est la localisation é?, dans
' , associde 3 l'ouvert U!' =<P—1(U) de X' . La relation
%' = {A'} entraine donc U' = X' et le théoréme 6-8 montre que

1'application continue ¢ : X' + X induit un homéomorphisme w
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de X' sur l'ouvert U de X , qui caractérise un isomorphisme
de préschémas :
W (X's@;(v) > (U, ®U) .
La condition (d') entraine donc que le préschéma (U,<9U) ,
induit sur l'ouvert U par le schéma affine (X,(?X) » est iso-
morphe au schéma affine (X',t?i,) , c'est-3-dire que 1l'ouvert

U de X est un ouvert affine.

Ainsi, la condition (d'} entrafne la condition (a}, ce qui

achéve la démonstration.

7-2 - Notations - Etant donné un schéma affine (X, @&) , asso-
cié 3 un anneau commutatif A , pour tout ouvert U de X , en po-
sant : A' = P(U,(bx) » le foncteur section I'(U,+) de la catégo-
rie des @X-Modules (non nécessairement quasi-cohé&rents) dans

-~

la catégorie c¢f' = Mod A' des A'-modules, est exact i gauche.

Pour tout entier pzo , soit HP(U,-) , le piéme foncteur
dérivé du foncteur I'(U,+) . Ces foncteurs HP(U,-) caractérisent
un goncteur cohomolLogique univensel [6] , Noté H*(U,-) , de la
catégorie des @k-Modules dans la catégorie cf' des A'-modules,
d'aprés une remarque analogue 3 la remarque (0-12-1-2) de [B].

Y 15
De méme, pour tout entier p20 , soit HP(U,-) le pleme fonc-
. . ¥
teur associé au foncteur T'(U,+) par la méthode de Cech. (Voir par

exemple [5] ou [9] ).
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7-3. LEMME : Etant donné un schéma affine (X, @k) , ass0cAe
a un anneau commutatif A , pour fouf ouvert affine
U de X, tout @X-Module quasi-cohérent M , VBnigde :

Y ~
P (u,M) = 0

pour Zout p>o

Tout d'abord, il est immédiat que tout ouvert affime U de

X est quasi-compact.

Soit W un recouvrement ouvert de 1'ouvert quasi-compact
U de X , par des ouverts Uj = D(fj) , caractérisés par une
famille finie (fj)j

e d'éléments de A , vérifiant

U= \J D(f,)
jeg
Le théoréme 7-1 entraine qu'il existe une famille (gj)
de sections gje r(u, G&) , telle que :

> g, (£.]U) =1]U .
jeJ J |

jed

Pour tout &;Module quasi-cohérent M , la restriction
§|U de M a l'ouvert U est un (leU)—Module quasi-cohérent et

le corollaire (1-2-4) de [8] entraine alors
B (W, M) =0

pour tout p>o .

Comme les recouvrements ouverts de U , de la forme Wo,
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sont arbitrairement fins , par passage "i la limite inductive",

il en résulte alors :
Yp ~
BP(U,M) = 0O

pour tout p>o0 , ce qui achéve la démonstration.
7-4. COROLLAIRE : Etant donné un schéma affine (X, @x) , a840-
clZ a un anneau commutatif A , pour tout ouvert U de

X , avec fes notations pricédentes, 4L y a équivalen-
ce des conditions sulvantes

{a) L'ouvent U de X est un ouvert affine.

(b} L'ouvert U de X est quasi-compact ef tout
G%—Module quasi-cohtnent M , venifie :

HP@w,M = o
pourn touf p>o .

Naturellement, tout ouvert affine de X est quasi-compact.

Soit W1'ensemble des ouverts affines de X . La proposi~
tion (5-5-6) de [7] montre que U'€ V™ et U"€ 'V impliquent :
U'NU" e V. I1 est &vident que?V contient des ouverts arbi-
trairement petits. Enfin, pour tout @X—Module quasi-cohérent
M , le lemme 7-3 entraine : ‘

v ~
Bl .M =0

pour tout q2l et tout U'e VU,
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Ainsi, pour tout é&—Module quasi-cohérent M , la fa-
mille V*, qui constitue naturellement un recouvrement ouvert
de X , posséde les propriétés a), b) et c) de 1'énoncé du
théoréme 5-9-2 de [5]. La démonstration de ce théoréme 5-9-2
de [5] établit, par récurrence sur n , que les homomorphismes
canoniques :

n, ., n, , ~
H(U',M) > H (U',M)

sont bijectifs pour tout U'€e U .

Compte tenu de ce résultat, le lemme 7-3, entraine :
P M = o

pour tout p>o et tout U'€ U~ .

Ainsi, la condition (a) entrafne la condition (b).

Avec les notations 6-1, pour tout ouvert quasi-compact
U de X , le foncteur FU , défini sur la catégorie (3 des @%f
Modules quasi-cohérents, est la restriction du foncteur section
r(Uu,+) défini sur la catégorie des @x—Modules. Il en résulte
immédiatement que la condition (b) entraine que le foncteur

FU est exact.

Les relations (c¢), (a) et {a') du lemme 6-2 entrainent

la relation :

. . v 13 . v bt
Ly=Ti,3 P=po,T" 1 P=p T. P
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v
et comme les foncteurs Py ©t P sont toujours exacts, il en

résulte alors que le foncteur 1ocallsatlon LU est exact,
c'est-d-dire que la localisation ,f dans &£, associde i
1'ouvert quasi-compact U de X , est exacte. Le théoréme 7-1

entraine alors que l'ouvert U de X est un ouvert affine.

Ainsi, la condition (b) entrafne la condition (a), ce

qui achéve la démonstration.

7-5. Remarque - Le corollaire 7-4 constitue une généralisa-
tion du théoréme (1-3-1) de [8].
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. BOURBAKI

. CHEVALLEY

GABRIEL

. GIRAUD

. GODEMENT

. GROTHENDIECK

« GROTHENDIECK

. GROTHENDIECK
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