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SUR UNE EXTENSION 

D'UN THEOREME DE T O R T R A T 

concernant des éléments aléatoires convolués 

dans un demi-groupe topologique 

localement compact et séparable. 

par Marcel BRISSAUD 

Cet article essaie d'expliquer comment, par des considérations probabilistes, 
nous avons élargi un théorème qui initialement s'appuyait sur une propriété algé­
brique. Les résultats, sans explications figurent dans ( 1 ) , la démonstration sans 
commentaires dans (2 ) . Voici quelques mots sur notre démarche. 

NOTATIONS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES : 

(f2,6tp) espace de probabilité 

(D,T) demi-groupe topologique séparé, localement compact et séparable JC 
aléatoire au sens fort, à valeurs dans ( D , T ) , c.a.d. application de dans D telle 
que pour tout borélien B de ( D , T ) , l'ensemble 

{co , coEf t ; X ( c o ) e B } e a 

Nous posons P(B) = p { a ; ; X(co) £ B} 

alors P est une probabilité induite de Borel et régulière. 
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Sur une extension d'un théorème de Tortrat 

Support de X (ou support de P) . 

s(P) = ( x G D ; p { V x } > o pour tout voisinage ouvert de x ) . 

Ce support engendre un demi-groupe <s (P )> . Sa fermeture topologique dans 

(D,T) est un demi-groupe topologique fermé et nous prendrons dorénavant 

D = < s(P)~> . 

Convoluée : 

Soit { X j } une suite d'aléatoire de (fi,&,p) dans (D,T) , indépendantes et 
de même loi que X. 

Xj+i .... : u; = ( « i co n ) \ > X M ( w i ) ( c o n ) 

№ , ¥ ( D j ) 

si A est un sous-ensemble quelconque de D 

nous désignons par e(j,n,A) l'événement : « Xj^i ... X J ^ C J ) G A » . 

Si B est un borélien de (D,T) nous posons (3) 

M ,{eG,n >B)} = P* n (B) = S S I B ( x y ) . p*° - 1 (dx ) .P (dy ) 
L 1 D D 

avec I B ( . ) fonction indicatrice de B 

Soit Jk la famille additive engendrée par les e(j,n,B) quand j est un entier > 0 , 
n un entier > 0, et B un borélien de ( D , T ) . 

Nous complétons M' et J$ en ¡1 et J$y de manière à ce que si e* est un 

événement quelconque inclus dans l'événement aléatoire e de probabilité nulle, 

alors M(e') = ju(e) = 0. 
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Quelques propriétés : 

Considérons l'événement aléatoire e(j,n,B)- Nous donnerons aux divers 
indices les qualificatifs suivants : 

j : indice de position 

n : longueur de la convoluée 

(j,n) : = { ensemble des entiers dej + l à j + n } : intervalle de 

l'événement 

B : borélien d'arrivée. 

« 1ère propriété : 

Le processus défini par les diverses convoluées est homogène en position 
dans le sens suivant : 

M { e a , n , B ) } = M { e a ' , n , B ) } 

. 2ème propriété : 

Si deux événements ont des intervalles disjoints alors nous avons : 

M(e(j,nJB)II e ( j \n \B ' ) ] = M{e(j,n,B)} . M {eG',n\B')} 

• 3ème propriété : 

Si deux événements ont le même intervalle mais des boréliens d'arrivée 
disjoints dans (D,T) alors : 

M t e O ^ B m e G ^ B ' ) } = M(e(j,n,B)} + M{ean ,B')} 

Lemmes préliminaires : 

Lemme 1 : Nous avons toujours [ s(P) ] n = s(P* n ) 
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Lemme 2 : Le demi-groupe engendré par s(P) est égal à \ | [ S ( P ) ] n 

n e N * 

Lemme 3 : Si x est un élément quelconque du demi-groupe fermé D engendré 
par le support de P , alors il existe un entier n 0 tel que pour tout 
voisinage ouvert V de x nous avons : 

P * n ° ( V ) > 0 

Lemme 4 : Soit K un sous-ensemble compact du demi-groupe topologique 
fermé (D,T) ; 

soit V un voisinage ouvert quelconque de I , l'idéal quelconque de 
D ; 

50/7 A un sous-ensemble non vide de I, 

Alors, il existe un voisinage ouvert W de A tel que 

K.W.K C V 

q-espace de probabilité : 

Nous désignons par /3 la famille additive des boréliens de ( D , T ) . 
Soit Jk la famille additive engendrée par les événements : 

{e ( j ,n ,B)} avec J O H ï , n € N * e tBG/3 

Si n est un entier positif quelconque : 

Soit J^ft la famille additive engendrée par les événements 

( e ( j , m , B ) } avec Q,m) C (0,n) et BGj3 
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soit r n la probabilité produit unique (complète) induite sur la famille 

n 

additive complète ® ¿3 engendrée par le produit des n familles additives /3. 

Du fait de l'identification des événements : 

e(j,m,B) et e ( 0 j , D ) n e(j,m,B) n e(]*m , n-j-m , D) 

à tout élément u de J&* correspond un unique borélien A de ®j3 

et/i(u) = r n ( A ) n 1 

d'où le q-espace de probabilité [£20 , jh, Jb * , M ] 
n 

avec M probabilité sur Jk* . 

Pour tout n nous pouvons toujours travailler dans le q-espace de proba­
bilité correspondant et c'est dans ce q-espace que nous démontrons en parti­
culier le lemme n° 1 ci-dessus. 

Si nous introduisons un sous-ensemble de «conditions» (4 ) nous aurons 
alors des q-espaces de probabilité conditionnée : 

1) [ î î 0 , i , é ; ( j t x ë ) n V ] avec K A l c ) = ^ " c > 
n M(c) 

* „ 7) * . M(Aricnc') 
2) [ f l 0 i , 1 g . ( i x « X ( S ) * M avec vCAbnc') = 

9 n /i(clïc ) 

Ces notions permettent, pour n 6 N*, de travailler avec des probabilités 
JU, v et w , mais il n'est pas possible de passer à une infinité de convolutions 
car il est bien connu que ne sera une probabilité que sous certaines conditions 
(compatibilité et compacité) - vérifiées par exemple si D est polonais (5 ) . 
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Le théorème général : 

Soit une aléatoire X à valeurs dans un demi-groupe topologique 
(D ,T) - séparé, localement compact et séparable-
Supposons quil existe un sous-ensemble compact K de D vérifiant 
les hypothèses suivantes : 

- pour tout 17 > 0 

// existe un borélien de D 
un entier N{ 

un entier N 2 

avec // ( e ( j \ N ! , B ^ ) } > 0 pour tout j ' G N 

puis si Q\NX) C ( j , N 2 ) C (j,n) 

nous avons v ( e(j,n,K) | eO',N, ,677) ) > 1 - 7? dans le q-espace 
de probabilité conditionnelle du 1-er type engendré par 

[Sl09A , Jb* ,»] et € = ( e a , , N 1 , B ^ , e N 

Alors : 

dans le q-espace de probabilité conditionnelle du 2-ème 
type 

[fi 0 , i , ^ ( i x S x g)* M 

pour tout e > 0 , er towf voisinage ouvert V Je I, idéal bilatère 
de D, ¿7 existe un entier N(e) te/ gwe 5/ n > N(e) ' 

w( e(0,n,V) I eCcN^Br?) n e ( j e , N i 3 T j ) ) > l - e 

Commentaires : Un des premiers théorèmes de ce type provient d'un résultat 
de Rosenblatt (6) : 
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S I est un idéal fermé du demi-groupe topologique D compact 
pour tout voisinage ouvert V de I et pour tout e > 0 , il existe un 
entier n(e,V) tel que si n > n(e,V) alors P * n ( V ) > 1 - e. 

Il est évident que nous sommes dans un cas particulier du théorème général-
Ce théorème général tient en prenant K = D. La compacité de D fait que les 
hypothèse s sont vérifiées et les événements conditionnés sont des événements 
certains. 

C'est ainsi que Grenander cite le résultat particulier suivant (7) : 

Si D est un demi-groupe topologique compact avec un zéro et si ce 
zéro appartient au support de P alors P* n tend vers la probabilité 

qui a toute sa masse au point zéro. 

Nous devons remarquer que ce cas particulier de Grenander n'exploite 
pas, et de loin, tout le résultat de Rosenblatt puisqu'il suffit que le zéro -s'il 
existe- appartienne à D : demi-groupe compact engendré par le support de P. 

Un des théorèmes beaucoup plus large provient du travail de Tortrat (8 ) 

qui permet de dire : 

Dès que P est tendue suivant des idéaux compacts K 6 (dans le sens 
où pour tout e > 0 , // existe K 6 avec P ( K € ) > 1 - e) alor* 
P * n ( V ) > 1 - 6 . 

Mais dans une note personnelle Tortrat (9) précisait qu'il suffisait 

cju'existe un idéal compact K tel que P(K) > 0, d'où notre formulation dans 

( 1 ) , que nous rappelons : 

X étant une aléatoire à valeurs dans un demi-groupe topologique 
séparé, P la probabilité induite par X ,P* n la n-ème convoluée de P, 
D le demi-groupe fermé engendré par le support de P , si D possède 
un idéal compact K tel que P (K) > 0 , alors : 
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1°) D possède un idéal minimal compact I unique 

2°) pour tout voisinage ouvert V de I nous avons : 

lim P * n ( V ) = l 

n-*°° 

La démonstration du théorème de Rosenblatt consiste à utiliser le 
lemme 4 avec K = D. 

d'où 

e(0j,D) n e( j ,n 0 ,W) n e ( j+n 0 , n-j-n0, D) C e(o,n,V) 

ce qui revient à dire : 

e ( i , n 0 , W ) C e ( o , n , V ) 

puis M e ( j , n 0 ,W)Ce(o ,n ,V) 

j=s.n 0 

avec s de 0 à k-1 
d'où (ceci se passdans le q-espace [S20 , Ml ) 

Mte(o,n ,Vc)] < M ( f i e ( s n 0 , n 0 / W c ) ] 
s=o 

S - 0 

et comme M [ e( j ,n 0 ,W) ] = a > 0 (lemme 3) 

M [ e(o,n,V) ] > 1 - ( l - a ) k c e ° i u i Permet la majoration 
demandée. 
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La démonstration du théorème de Tortrat consiste à remarquer que 
e (o . j+ l ,K) n e ( j + l , n 0 ,W) n e( j+ l +n„ . n-j-l-n 0 .K) C e(O.n.V) peut s'écrire : 

e ( j . l .K) n e ( j + l . n 0 , W ) n e ( j + l + n 0 , l , K ) C e(0 n.V) 

Ai 

puis si n > k ( n 0 + 2 ) 

| I Aj C e(o,n,V) 

j=s(n 0^2) 
s de 0 à k-1 

et comme M(AJ) = a > 0 , nous obtenons comme précédemment la 

majoration souhaitée. 

Il faut dire que dans le premier cas l'hypothèse « D compact» est une 
propriété très forte qui limite considérablement le champ d'application du 
théorème de Rosenblatt. 

Il est visible que dans le 2-ème cas la propriété algébrique de K, à savoir, 
être un idéal, a pour conséquence d'entrainer que les conditions recquises 
par le théorème général sont vérifiées et que dès que x G K nous avons xy E K 
qui est un événement certain. 

Les diverses extensions : 

La première est la suivante : 

Si il existe un idéal compact K et un entier N tel que P* N ( K ) > 0 

les résultats sont les mêmes. 

Cette extension a la particularité d'absorber immédiatement le cas où, 
par exemple, le demi-groupe topologique est non compact mais possède un 
seul idéal compact le zéro Z avec P(Z) = 0 et des diviseurs de zéro a et b 
tels que P(a) > 0 et P(b) > 0. Car alors il est immédiat que P* 2 ( Z ) > 0. 
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Exemples : Considérons le demi-groupe (pour la multiplication) des fonctions 

réelles continues définies sur [0,N] i Ce deni-groupe peut être muni de la topo-

logie de la convergence uniforme. Il possède un zéro qui est f (x ) = 0 pour 

tout x S [ 0 , N ] l 

Soient : f i ( x ) ^ 0 si x £ [ 0 , N ] 

f 2 ( x ) = 0 si x G [ 0 J ] et 0 sinon 

fj(x) = 0 si x G U-l j ] et t 0 ailleurs 

f N ( x ) = 0 si x G [ N - l , N ] et £ 0 ailleurs 

il est immédiat que 

fi ••• f N = 0 

et si nous posons P(fj) = 1/N pour j de 1 à N 

le zéro appartient au demi-groupe engendré par de support de P, 

dans le cas général ce demi-groupe n'est pas compact (il pourrait être 

compact si fj(x) prenait certaines valeurs sélectionnées dans ce but). 

et ainsi nous avons : 

P * N ( 0 ) = ( 1 / N ) N > 0 

ce qui nous permet d'appliquer le théorème et nous en concluons que 

pour tout voisinage ouvert de f = 0 nous avons P * n ( V ) n^J\ 

Il est évident que cette première extension continue à n'appliquer que 

des propriétés algébriques fortes provenant de la qualité de K d'être un idéal. 
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Deuxième extension : 

Cette deuxième extension consiste à substituer à l'événement certain 
xy E K dès que x G K (idéal), un événement presque certain qui est le suivant : 

pour m assez grand fi[ e(j,m,K) ] > 1 - r\ 

ce qui est proche de /x[ e(j,m,D) ] qui vaut toujours 1. 

Alors 

puisque e(o,m,K) n e(m,n 0 ,W) n e(m+n 0 ,n-m-n 0 ,K) C e(o,n,V) 
V- * 

A 

et que A C e(m,n 0 , W ) = B nous avons M ( A C - B C ) < 2r/ 

Et en remarquant, comme précédemment, que 

ii ( f l Bf) < ( l - a ) k dèsque M(Bi) = a > 0 
i 1 1 

nous concluons que 

M [ e (o ,n ,V c ) ] < A^J < (1 - a ) k + 2kr? 

ce qui permet la majoration 

li [ e(q n,V) ] > 1 - e dès que n est assez grand 

Cette deuxième extension permet de résoudre des problèmes où aucun 
idéal compact du demi-groupe ne possède une probabilité strictement positive. 
Voici un exemple : 
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Exemples : 

Soit S = Tf X [ 0 , + [ m U n i de la loi 

( x , y ) . ( x \ y v ) = (x + x* ,yy ' ) ( H- addition modulo 1. sur le 
tore ) 

La topologie est la topologie produit à partir des intervalles ouverts 
sur le tore Jj~ et des intervalles ouverts sur le demi-axe réel. 

Considérons l'aléatoire X telle que P { X{ co) = (a,a)} = p > 0 

P { X ( o > ) = (a , l ,a )} = q = 1 - p > 0 

avec [a G ] o,l [ 

et a irrationnel. 

Le demi-groupe engendré est 

D = fx [ [ o ] Li U n ) Q ( - 1 ) y [1] 
1 ! a" J 

D possède un seul idéal compact ][ X[o] et D est non compact. 

Les théorèmes provenant des travaux de Rosenblatt et de Tortrat ne s'appli­
quent pas. 

Cependant, soit le compact K = ( ]f X [o,l ]) il D 

Dès que p > 1/2 nous avons p * n ( K c ) > l - e p o u r n > n ( e ) 

En conséquence l'extension précédente s'applique et si V est un voisinage 
ouvert de ] [ X [ o ] , par exemple ]f X[o,t[ , alors P * n ( V ) » \ m 

n 
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Troisième extension : 

Elle consiste à considérer que l'événement e(j,m,K) , pour m assez grand, 
a une probabilité supérieure à 1 - e , dès qu'une certaine condition est vérifiée. 
Nous avons ainsi le théorème général: Il est évident que le résultat sera alors 
vrai, si la condition est vérifiée. 

Mais, comme dans l'extension précédente, l'hypothèse algébrique d'avoir 
un idéal compact K est remplacée par une hypothèse probabiliste, beaucoup 
moins forte. 

Cas particuliers : 

Si le demi-groupe est commutatif le théorème général prend une forme 
plus simple. Car la commutativité, comme propriété algébrique remplace des 
hypothèses probabilistes que nous avions formulées. 

L'ensemble des conditions se réduit à un seul événement aléatoire : 

fe= ( e ^ N ^ B r , ) } 

et le résultat est valable avec cette unique condition dans l'espace de probabilité 
conditionnelle du 1er type. 

Exemple : Notre théorème couvre alors le problème très simple du «pile ou 
face». 

Dans l'espace R nous pouvons considéreras demi-groupes(RU+ <») et 
( R U - oo ) , munisde la topologie habituelle sur R et de la loi additive. 

Considérons l'aléatoire X telle que P { X ( w ) = + l } = 1 / 2 

P { X ( c o ) = - 1 i = 1/2 

Dans le demi-groupe engendré D= Z U ( + » ) nous considérons le compact 
K = Dn[0, + ° o ] 
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pour tout 7? > 0 , il existe N l tel que (1 /2 ) N 1 < î ? , 2 

= [ N l 5 + ~ | 

M (e(j*»Ni , B T ? ) } = ( 1 / 2 ) n I > 0 

Si e(0,N, ,Bi?) e s t réalisé, les points n'appartenant pas à K sont tels que 4- 1 
sort s fois , - 1 sort t fois avec t-s > Ni 

la loi binomiale nous donne alors : (pour n > N , ) 

V (e(0,n, ] - « > , ( ) [ ) | e C O . N i J N ^ + o o ] ) ] < ( 4 / 3 ) . ( l / 2 ) N 1 < v 

ce qui entraine la conclusion, à savoir : 

e > 0 étant choisi, il existe N(e) tel que si n > N (e) alors 

y (e (0 ,n , ] a , + o o ] ) | e t f ^ J N , , + > 1 - e 

En effet K étant fixé, cela entraine l'existence de W voisinage ouvert d'un 

point de l'idéal, (à savoir + <*> ) , tel que K.W C V = ] a, + «>] 

puis il existe n 0 tel que ju { e ( j , n 0 , W ) } = a > 0 

d'où k tel que ( l - a ) k < e / 2 

puis 77 tel que 2kr? < e/2 

cela entraine une valeur pour N , pour que ( 1 / 2 ) N 1 < T}/2 

NJ donne Brç et alors nous prenons 

N(e) = Ni + kn 0 
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ce qui permet de dire que si n > N(e) nous avons 

v(e(0,n , ]a , + « ] ) e i C N ^ t N ! . + «>])) > 1 - e 

Il est évident que par symétrie le même travail se fait pour le demi-groupe 
D' = ZU(-co), 

Cet exemple est donné dans un but purement illustratif, étant bien entendu 

que la solution du problème posé est connue et s'obtient directement sans 

difficulté. 

Deuxième exemple : 

Si nous nous plaçons à nouveau dans S = j [ X [o. + °°f 

avec P { X ( c j ) = (cua)} = 1 , 2 

et P [ X ( c j ) = ( a , l / a ) } = 1 2 

avec a€ ] 0,1 [ et a irrationel 

nous obtenons pour N 2 > Nj 

I 

v ( e ( o . n J X [ 0 , t [ ) | e ( 0 , N 2 J x [ 0 , a N | ] ) ) > l - e 

et si L est un sous-ensemble de S tel que L n ( Y X[©]) ^ j# 

il y a récurrence conditionnée quasi-positive dans L, c'est-à-dire Pespérance 

du «nombre de passages des convoluées» dans L tend vers + °°, si la condi­

tion VS est réalisée. 

Extension au cas particulier des multi-aléatoires : 

Pour ne pas allonger cet article nous devons renvoyer le lecteur aux 

définitions et propriétés précisées dans (1) et (2) concernant les multi-

aléatoires. 
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Si est le demi-groupe fermé engendré par le support de X 

Si I est un idéal (bilatère) de (D ,T) , nous savons que I w f i J est un 

idéal de ^ . 

Nous avons établi que le théorème général tenait en considérant ou bien 

un compact de ( ( & ? & ) ou bien un sous-ensemble du type K w , avec K compact 

de (D,T)- Nous obtenons alors : 

>v(e (0 ? n ,vwn | ) | e ^ N ^ ^ n e O î ^ t ^ r , ) ) > l - e 

avec V voisinage ouvert de I (dans (D,T) j . 

(Nous désignons par A w l'ensemble des compacts non vides de ( D , T ) 
qui ont avec A une intersection non vide). 

La qualité de K d'être compact n'entraine pas la compacité de K w . Il 
est facile de trouver un contre-exemple. 

Application : Pour éviter des longueurs nous reprenons l'exemple précédent, 
en considérant sur S une multi-aléatoire excessivement simple : 

P { X ( c o ) = (a, [ 1 / 2 U 2 ] ) } = 1/2 

P { X( w ) = (a, [ 2 ] ) ( = 1 / 2 avec a irrationel 

D = tracede^f = « x { [ o ] U ( l / 2 ) n U 2 n U [ l ] \ 
* 1 1 } 

I = idéal de D = H X[o] 

Soit le compact K ?= ( I ÎX[o , l ] ) r iD 

il est immédiat que K w est non compact 

et nous obtenons p o u r n > N ( E ) = N 2 + kn 0 



102 

Sur une extension d'un théorème de Tortrat 

y(e(0 ,n , ( ] fX[0 , t l ) w ) | e ( 0 , N 2 , ( T X [ 0 , ( l / 2 ) N ï ] ) w ) ) > l - e 

fenarque : 

Une autre des premières extensions du théorème de Tortrat était de 
considérer l'existence d'un idéal compact à droite de D. D'où l'énoncé : 

Supposons que pour tout 77 > 0 , il existe : 

1) un idéal à droite compact de ( D , T ) , soit 
2) un entier Nv tel que si n > 

/ i J e G ^ K r , ) } > 1 -77 

Alors 
quel que soit e > 0 et pour tout voisinage V de l'idéal bilatère 

I de D, il existe un entier Nie) tel que si n > N(e) 

M { e ( 0 , n , V ) } > 1 - e 

On pourrait partir des mêmes considérations que précédemment pour 
substituer à la propriété algébrique forte ( K ^ idéal à droite) une hypothèse 
probabiliste, mais l'on retrouve en fait le théorème général: 

Conclusion : // apparaît qu'en suivant une démarche du même type un 
certain nombre de théorèmes du calcul des probabilités pourraient être 
utilement étendus en reprenant leurs démonstrations points par points et 
en essayant de remplacer les propriétés algébriques qui interviennent par 
des hypothèses probabilistes. 

La discussion est ouverte. 
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