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SUR LA DECOMPOSITION DE CERTAINS IDEAUX PREMIERS

par Simon AGOU

1. Soit p un nombre entier premier et s unentier =1 ; si q=p%, on
note Fq le corps & q éléments

Soit f=X"+a_ , X"! + .+a, €F_[X] un polynome monique de
degré n> 1. Supposons qu’il existe un polynome irréductible g € F [X] tel
que f=g%  ou d estundiviseur de n Ledegré m de g estn/d et
IFq (X] /’g,]Fq [X] estisomorphe & ]qu. Si © E'qu est une racine de g,

{@,@9- @)qm'l} est I’ensemble des racines de g, puisque ]qu est une
extension cyclique de Fq. Ainsi,on a
m-1 i
g= 11 (X-0%1 ) =Xm +oq,d,m-1(®)xm-1 4+ +g
i=0
pour 0 <i<m-1, les coefficients 0y, d’i(®) sont, au signe pres, les fonctions
élémentaires des racines de g. On peut alors écrire f sous la forme

1.0,0(®) ;b

f=X" +3 @XM 4+ + T, 1(©)

q;d.n-1

ou les coefficients Eq ®O<j<nl) peuvent étre exprimés en fonction

! ]
de d et deso a ‘(6)( <i<m-1), puisque f= gd.

Ona X" - X€ glF [X] - Considérons lespolynomes Eq d J(X)-a
€gF_[X] pour 0<j< n-l Les résultantsde ces polynomes,pris deux a deux,
sont nuls. Désignons par r = IF ces résultants, pour tout couple (,k)

9,d.j.k
d’indices tels que 0 <j <k <n-1.
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Sur la décomposition de certains idéaux premiers

Si donc pour tout diviseur d de n, il existe un couple (j,k) d’indices
telque 0 <j<k<n-1 etque Ty ik £ 0, alors le polynome f n’est pas
une puissance d’un polynome irréductible de TF q [X]. S’il en est ainsi, on dit
que le polynome f est q-décomposé.

2. Soient K un corps de nombres algébriques et A I’anneau des entiers de K.
Soit g unidéal premier et nonnulde A; H est au-dessus d’un entier premier
que 1’on désigne par p. A/P est un corps fini ayant q=p® éléments, que I’on
identifie a Fq ; d’olt un homomorphisme ¢ : A[X] = IF a [X].

Soient L une extension de degré fini n>1 de Ket B la fermeture
intégrale de A dans L. Soit x un élément primitif de L sur K ;il existe
a€A telque y=ax€B etque y soit un élément primitif de L sur K.

Soit fy x le polynome minimal de y sur K; f . est monique,
irréductible de degré n et appartient 2 A[X]. Comme L =XK(y), L est canoni-
quement isomorphe 4 K[X]/ fy « KIX].

Soit fEIFq [X]'image de fy’K parg .

Proposition :  Sile polynome f est q-décomposé, lidéal P est décomposé
dans B.

n-1
Soit A’ = Z . Ay'; A’ est un A-module libre de rang n eton a
{=
ACA’CB ; donc B estentiersur A’et A’ est entier sur A. Pour démontrer
la proposition, il suffit de prouver qu’il existe des idéaux premiers distincts Py
et Py de A’, au-dessus de Iidéal P . Pour ce faire, on suit une démarche due
a Kummer.

t
e
Par hypothése, dans IF q [X],ona f=1I fi{ ,ou t estunentier =2
i=1

etoy, pour 1 <i<t, f, est un polynome irréductible et e un entier > 0.
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Sur la décomposition de certains idéaux premiers

Considérons, pour 1 <i<t, I'homomorphisme composé

A[X]

14 b
5 F X1 > F X1/ § F[X].

Sonnoyau N, est g A[X]+ R [X] ,ou g €A[X] est tel que

‘p(gi)=fi .Ona

f, x

t
e .
- i1=11 g' €F [X] ; parsuite f,, EN,.

D’autre part, A= Aly] est isomorphe 3 A[X]/ fy’K A[X].

Pour 1 i<

=]
T

t, on a le diagramme commutatif

AIX] f > FX]

A —— [F X/ FF [X]

ol Y, estdéfini & 'aide de ¢ par passage aux quotients. Lenoyau R, de
v est un idéal n?a)umal de A’ puisque IF q X1/ 1 jF [X] estuncorps. Ona
'fl C‘Fll , car @ ({)C N, .Parsuite,ona F, ﬁA 'F‘

" Ainsi, pour 1 <
f; (1 <i<t)sont distincts, les corps ]F XV f. ]F [X] le sont aussi et il en est
de méme des idéaux H,. Comme B est entler sur A’ la proposition s’ensuit

immédiatement.

i<t, P, estau-dessus de’ [ . Mais les polynomes

3. Condition nécessaire et suffisante d’irréductibilité d’un polynome sur un

corps fini.

Soit f=

n
x"+a

. xXn-l 4 ... 4 a, un polynome mom'que de IFq [X], de

degré n > 1. Si f estimméductible sur IF il divise les polynomes 0.1
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Sur la décomposition de certains idéaux premiers

pour k=o0,.,n-1. On notera désormais par ¢, (X) les polynomes (-1)“"‘0q 1 kX
et on les appelera les polynomes associés 4 f. o

Réciproquement, supposons que f divise ses polynomes associés 0, (k = o,.,n-1).

n-1 n-2
Ona:o, ,=X1  +X%¥ 4+ +X+a et o ,=1. Ainsio  na

que des racines simples. Par suite, fn’a que des racines simples. Soit alors m

un entier tel que 0 <m<n. Ies polynomes o_,..., 0, , Xa"-X sont premiers
entre eux dans leur ensemble. En effet, dans le cas contraire, pour un entier m<n,
il existerait §€EF _ tel que o, (§)=o0 pour k=o,..., n-1, et, par conséquent,
on aurait q 01

f=X-5)(X-&9) .. X-&8 ) ;

nais éqm =¢ ° f aurait donc au neins une racine double. Il en résulte que les seuls
facteurs irréductibles éventuels de f sont de degré n; donc f est irréductible

dans IFq [X]. Dolr:
Proposition : Pour qu’un polynéme nonique f EFq[X] Soit irréductible, il faut et
il suffit que f divise ses polynomes associés.

(Renmarquons que si f, est du premer degré, f est identique a son polynome
associé.)

On peut sensiblement améliorer le résultat, en procédant de la fagon
suivante :
Considérons : le polynome nul :
-1
X-X)(X-X).. (XX =0
Développé il s’écrit :
0=X"-(o_;(X)-a X" ++ D" (0,0 +CD" a ¥k 4+
+ Do, X)H(-1)n a )
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Sur {a décomposition ce certains idéaux premiers

soit encore : f- om_l(X).X“‘1 + o 4+ (-D" oo(X) =o0.Pourque f diviseses n
polynomes associés, il faut et il suffit qu’il divise les polynomes o, (X) d’indices
k=1,.,n-1.

Comme conséguence danslecasoun=2 ona:

Corollaire : Pour que X° + a,X + a, soit irréductible dans IFq [X], il faut et il
suffit que X? + X +a, =0 (X? + a; X+ ay)

4. Voici un exemple d’application du paragraphe 3.
Soit = X* +2a,X® +a,X? +a,X +a, un polynome de degré 4 de
F,[X]. Sile polynome f estirréductible, ona ap,=1,(a, +2a,)a; =0,

(1 +ajz)a, =0, (1 +a,)(1+ a;)=o, et réciproquement.

En effet, il est clair que a, = 1. De plus, f divise u=X%+X*+X?+X+a,
et, bien entendu, le reste r de la division euclidienne de u par f2 ;le reste de la
division euclidienne de r par f est

(al +az )a3 Xai + (1 +a| +a3 (ao +a1 ))X‘ + (1+a1 +ao ajs +a1 a, +a1 ajz +a1 aaj )X2

+a; +aga, + aga; + apa,a3. En écrivant que ce reste est nul, on trouve les
3 0d2 0ds od2as3 q

conditions mentionnées ci-dessus

Ces conditions entrainent que dans JF,,ona ag=1, a; =1, a, a3z =0
ou bien a, =1, a, =a,, a; =1. (on retrouve le condition a,+a,+a; =f(1)=1).

Par suite, les polynomes irréductibles de IF, [X], de degré 4 ne peuvent
€tre que les trois polynomes (sur les quatre possibles) :

XP4+X+1,X+X3+1 ,X*+X>+ X2+X+1 (polynome cyclotomique).
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Sur la décomposition de certains ideaux premiers

Et on s’assure facilement que ces polynomes sont irréductibles dans
IF,[X], car on sait que le nombres des polynomes irréductibles de IF, [X] de

degré 4 est (2 - 22)/2=3.

En fait, dans ce cas particulier, la seule considération du polynome associé
a f de plus bas degré a permis de conclure.
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