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EXTENSION ALGEBRIQUE SIMPLE D'UN ANNEAU 

PROPRIETES DE TRANSFERT ET DE DESCENTE 

G. GERMAIN 

Introduction» 

Dans tout ce qui suit, A désigne un sous-anneau d'un domine d'in­

tégrité B 9 ayant même élément unité que B t © un élésant de B n'appartenant 

pas 1 A, A le plus petit anneau contenant A et O qu'on appelle extension 

simple de A selon 9. Nous supposons que O est algébrique sur A. 

Au paragraphe I 9 on cherche une condition sur A pour qu'il existe 

un polynôme caractéristique de & sur A. 

Au paragraphe II, on étudie le relèvement des idéaux de A et on donne 

une condition nécessaire pour que A aolt local lorsque A est local et 

factorial* 

Au paragraphe III, on donne une condition nécessaire et suffisante 

pour que A* soit normal lorsque A est factorial et de rang un* 

Au paragraphe IV, on établit deux démonstrations de la propriété de 

descente suivante : MA* local régulier et O fortement entier sur A ^ A 

local régulier". 
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Soient À un sous-anneau d'un domaine d'intégrité B ayant même élément 

unité que B et O un élément de B n'appartenant pas à A. Notons Kr9 le plus 

petit anneau contenant A et (9, qu'on appelle extension simple de A selon &. 

Rappelons que A* est l'ensemble des expressions polynomiales >J a ^ * 

Afx] H 

a ^ A , n £ N , et qu'il est isomorphe à — , <j étant l'idéal des poly-

nome8 de Afx! dont est racine. 

Rappelons aussi la terminologie suivante : 

1) Si<3 « (o), A* est une extension transcendante de A 

2) SiO 4 (o) et si aucun polynôme de3 n'a un coefficient directeur 

égal à l'unité, 0 est dit algébrique sur A et A extension algébrique de A, 

3) Si<3 4 (o) et si il existe un polynôme de 0 ayant son coefficient 

directeur égal à l'unité, O est dit entier sur A et A extension entière de A. 

4) Si û 4 (o) et si parmi les polynômes de ¿5 de plus faible degré, il 

en existe un dont le coefficient directeur est égal à l'unité, & est dit 

fortement entier sur A. 

Dans ce paragraphe nous nous placerons dans le cas oû 3 4 (o)• 

Proposition 1-1 : Si A eet faotoriel, tout idéal premier de Afx] au-

deeeus de l'idéal (o) de A est principal et de rang 1. 

Soit p un idéal premier de k[x] tel que - (o). 11 existe dans fl 

un polynôme irréductible ̂ ( x ) , non nul, de degré minimum, ce degré étant 

strictement positif. En effet, l'ensemble des degrés des polynômes non nula 

de étant un sous-ensemble de H, il possède un élément minimum non nul 

car p O A - (o). Soit <p(x) un élément de p ayant ce degré minimum. 
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Noua pouvons prendre $(x) primitif (le p.g.c.d. de ses coefficients égal à 

l'unité de A) car fi est premier et au-dessus de l'idéal (o) de A* 

• (x) est irréductible, sinon *(x) - ^ ( x ^ U ) avec ô r d l(* 1(x))<d
.U(x)) 

et o< d #(* 2(x) <d
#(*(x)). pétant premier, • 1 ( x ) c p o u • 2 ( x ) e ^ .c'est 

impossible car f4 n fa pas d'élément de degré strictement inférieur â celui 

de *(x). 

Montrons que -($(x)). Soit p(x)eft . On peut effectuer la division 

généralisée de p(x) par $(x) (voir [il] page 133) : il existe un couple unique 

de polynômes q(x) et r(x) tels que 

(1) a kp(x) - •(x)q(x)*r(x) 

avec k - max(o,m-n+l) et d#(r(x))< n ou r - o, n (respectivement m) 

étant le degré de *(x) (respectivement p(x)) et a le coefficient directeur 

de *(x). 

r(x) - a^pU) -*(x)q(x) appartient à p et d #(r(x))< d #(*(x))^r(x) - 0, 

c'est-à-dire, A kp(x) - •(x)q(x). *(x) étant irréductible et A[x] factoriel, 

• (x) divise p(x) c'est-à-dire p(x) - •(x)q1(x).p est l'idéal principal 

(•(x)). 

S'il existe un idéal premier Pj de A[x] strictement contenu dansai et 

différent de l'idéal (o), d'après ce qui précède, fj - («(x)) où i>(x) est 

un polynôme irréductible. cp = ^ *(x) - A(x)t(x), ce qui est impossible. 

p est de rang 1« 

Proposition 2-1 : Si A est factoriel, Vidéal 3 des polynôme, dont O 

est racine^ est principal et de rang 1 

B étant intègre, 3 est un idéal premier et il n A - (o). Donc, d'après 

la proposition, 3 est principal et de rang 1. 
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Nous venons de montrer que lorsque A est factorlel, il existe un polynôme 

primitif irréductible *(x) tel que J J - (*(x)) et ̂  (+(*)) • C o i n m e e n ^ *(x ) 

sera appelé le polynôme caractéristique de O sur A . 

Proposition 3~I : Pour tout idéal premier fi de A tel que ^ eoit factoriel* 

lee idéaux premiers de A £ V ) au-dessus de fi sont de la forme 

{*(x)^> où *(x) est un polynôme premier de ^ £x] (ou bien *(x) - O). 

Notations : *(x) • ^ • ajX+ + ̂ x n , T(x) - 1^* V e * * V** ~\ étant la 

classe de ^ dans ̂ . 

Soit^ x un idéal de A[x] tel que Jl fi À -p • 

• (p(x), p(x )6^ x ) est un idéal premier de ̂  [x] eu-dessus de l'idéal (0) 

de — • Il est évident que fT est un idéal. Il est premier car si ~p(x)"q(x)€JR" , 

H X X 

il existe P 1 ( X ) G A [ X } et q 1(x)£Afx] tels que : 

p t(x) - p(x), q^x) -^q(x) et P 1(x)q 1(x)^/^ x 

étant premier, p^(x) ou q^(x) appartient à fi , donc p(x) ou ̂ (x) appartient 

Montrons enfin q u e p A A . (5). S o t t -( x) » q€pn £ . Il existe P 1 U ) € ^ x 

1 

et q x« A tels que p^x) - p(x) et qx - q et p 1(x) - q x + X (pfjl). 

q i " p i ( x ) ~ p- P i x l = ^ ii 6-^»^ A " f*^\ - T - ô". 

D'après 1« proposition 1.1, ji^ - (?(x)), *(x) étant un polynôme premier 

de j- (x). Donc px - {p,*(x)} . 
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Corollaire : Si1t£ eet un idéal maximal de À, les idéaux première de A£xl au-

deeeue deAQeont lee idéaux engendrée par {•(x),/^M où *(x) eet 

A •— — 
un polynôme premier de^r[x\ (ou bien *(x) - 0). 

% 

Remarques : 

1 #) K étant un corps, K [x] n 9est jamais un anneau local* En effet, si 

K 4 «[oj il a au moins deux éléments 0 et 1. Alors les polynômes x et 1+x sont 

premiers entre eux (identité de Bezout) et sont premiers. Donc les idéaux (x) 

et (1+x) sont premiers et maximaux. K[x] a au moins deux Idéaux maximaux. 

2 #) L f idéal/^A[x] engendré par l'idéal maximal % de A est premier, mais 

n'est jamais maximal dans A[x} , car d'après 1 # ) , il existe toujours dans^Ixl 

un polynôme premier non nul *(x) et l'idéal (•(x^M est premier, au-dessus 

de t^et contient strictement fl£A fx} . 

3 #) Les anneaux ^ê^^g e t yfjj W 8 o n t isomorphes,^ étant l'idéal 

A ACx] 
maximal de A; (Rappelons que pour tout idéal premierp de A, — [xj e t p A ^ 

A A 
sont isomorphes).^^ étant un corps, e 8 t euclidien donc factoriel. 

Nous avons donc un exemple d'anneau factoriel qui est le quotient d'un 

anneau par un idéal premier non maximal d'après 2 # ) . 

4 #) Rappelons le théorème suivant ([illl, tome II, page 303) : 

Si A eet local régulier et ei p eet un idéal premier engendré 

par dee élément e linéairement indépendante modulo/fjf^ (4f^ étant 

Vidéal maximal de k)3 alors jj eet local régulier (donc factoriel). 

Noue aoone un deuxième exemple d9anneau quotient ^ factoriel. 

Ces deux exemples m'ont incité à me poser la question suivante : 

A étant un domaine d'intégrité factoriel et f* un idéal premier de A, 2 

quelles conditions l'anneau quotient £ est-il factoriel ? 
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II* Dans ce paragraphe on suppose & algébrique sur A et A factorlel. Il existe 

alors un polynôme irréductible (x) de degré n, appelé polynôme caractéristique 

de O sur A et tel que A** soit isomorphe à A ^ . Nous étudions le relèvement 

(<Kx)) 
de certains idéaux de A. 

Proposition l-II : L'ensemble des idéaux premiers de 3 au-dessus de l'idéal 

premier p de A, est isomorphe* pour la relation d' ordre3 à l'ensemble 

A — A 
des idéaux premiers de g-(XI , au-dessus de l'idéal (0) de =• et 

r n 
contenant <f> (x). 

— — n A 
Notations : p(x) - a +I1x+...+a x étant un élément de TT Cx} nous noterons p(S) 

l'un des éléments de fr de la forme a •a-0+...+aP (oû a. est un représentant 

o i n 1 
de la classe a^), les autres éléments de cette forme étant donnés par p(p) * ^ J P J * 

où • De même p(x) - a^a^x*. • •+* n*
ï (° ù a £ C 8 t un représentant de la classe 

a^) est un représentant de la classe p(x), les autres étant de la forme 

pOO • £ p.x où p 4 e p . 
1-1 1 1 

L'ensemble des idéaux premiers de A* au-dessus de l'idéal premier p> de A 

3vf A 
3t l'ensemble des idéaux premiers de g- fxjau-dessus de l'idéal (5) 

F _ r 

et contenant ^(x) sera notée) » 

Démonstration : Soit 3*p , montrons que est un idéal 

de B. En effet : 

a) p * est un idéal de 4[xl (démonstration laissée aux soins du lecteur). 

r 

b) p* est premier : p(x)q(x)€p 5 = ^ p(0)q(*)£p"*=^ p ( ô ) o u q ( c ) 

appartient à pi* p(x)ep* ou q(x)ep^ 

c)p*H j| - (5) : Soit p(x) - q c p O ^ . p<9) - q€p**n A et q - p( x) . 1 

d) J(x)fcp* car d> (©) - 0* p* 
/ 1 * « 

L'application f : P * 
est un iKomorphl8me d'ensembles ordonnés. ' r 
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f est surjectlve. Soit p*€<3 . Montrons que pf* « fp($) € A* f ~p(x) eff*}est 

un élénent de3p tel que f (p*) - p~ 

i(x) ef(p* ) ^ p ( 0 ) e p * ^ p(x) G W * ^ f ( p ^ ) c j S -\ 

Ï(x)ê P*=^ P(^)€F^ p ( x ) 6 f ( ^ ) ^ C f ( | ^ ) J 

Il est évident que p* est un idéal car p* en est un. 

K* est premier : p(*)q(*>)€p"*=^ p(x)q(x)€ff!L^-p(x) ou"q(x) appartient 2 

p*=^p(^) ou q (p) appartient à p* • 

f*V> A -p : p(s) - q£|^n A ^ f ( x ) - q^~tfh - (Ô)^p(x) - q - (5) — ^ 

p(^) - qe p ^ fï*/ï Ac p. De plus , pep ^ p - TJ ̂  p * = y f* ° f**" 

D'où p* n A - p • 

f est croissante : Supposons pf* C £f* et soit p(x)ep* • 

Alors p(0) € p * = ^ pte)etf*=^ p(x) € c 

f 1 est croissante : p* £ *f*=^ V p(*) c f ^ p * ) , p(x) c T p f done 

ptoeff^ f s f * ) et f " 1 ^ ) c f " 1 ^ ) . 

Proposition 2 II : Si p est un idé I premier de A tel que -g- «ait factoriel, 

lee idéaux premiere de A* au-deeeus de P STMT Z*A idéaux engendrée 
1 1 fx — 

reepectivement par j> ^ ¿(3) p P^"* 1 • lf2 f... fn^ > -jy j/*) 

étant la décompoeition en facteurs premiere done ^ fx] de ^ . (x) 

Démonstration : soit TT 4 ( X ) la décomposition en facteurs premiers dans 
i-1 * 

£ M de £ ( x ) . Montrons que I - , ft* - (o>p f l<x))J 1 - l f # # # f I l - • 

^(x)) est un idéal premier au-dessus de (5) et contenant <J> (x) f donc 

• (cf>p 1(x ) ) e 3 pour tout i - l f2 f. #. fn p. Réciproquement soltp* e 3 . 

p* est principal (proposition 1 I). p* contenant (<J>(x))f il existe 

1er -£lf2f ••• t n ^ tel que (<J> p ^(x)) D faprès la proposition 1 - 1 1 , 3 ^ 

est isomorphe 2 3 , Pour tout p * e 3 p * » 11 existe le | 1 f 2 f • • • f n p ^ tel 

que p« - f ~ l < F V " f " 1 ( ( t f ï f i
( x ) ) - { P » > 6 a * . P < * > - AGOÉp t < x > y 
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C'est-à-dire 

F * - |p(S) - À ( * ) < J > F f l ( e ) ^ Z P ^ 1 , /\fe)*À* et p^sp} 

" { W ( a ) ' p } 

d foÙ 

3 p - f ^ f r t - f + p f i
( ^ ' r t } i . i f 2 f . . . f n 

Remarques : (a) Si Ç (x) - 5 , alors 3* - {p* , p* -{qte),p}} où q(x) 

est un polynôme premier quelconque de ̂  [x) . En particulier p* • p A*c 0 p • 

(b) Si ^ (x) - ï c'est-à-dire f(x) - ,3 - 0 d'où 3 p - 0. 

Il n'y a aucun idéal premier de A au-dessus de l'idéal premier p de A. On dit 

alors que p est perdu dans A (III)* 

(c) Si (x) 4 0, il n'y a aucune relation d'inclusion entre les 

éléments de 3 lorsque — est factorlel • Sinon 

p F 

* i - - -

•ZI Pi * ( P 1 ^ p ) = ^ <j>p t<x) - jUx)4>p j(x) ce qui est impossible 

car t(x) est premier dans jj Cxi . C'est faux si <̂ >(x) - ô car alors 

F * - {q(©)tp]^>p et ce sont deux idéaux de jlp* d'après (a). 

Corollaire : Lee idéaux premiers de A* f au-dessus de lfidéal maximal^ff^de 

A et contenant strictement /}J£ A'* , sont maximaux. 
n 

Si J(x) - ï dansj. O} , c'est-à-dire, <)> (x) - 1 • ^ m.x 1 m.C 
i-1 1 1 * 

11 n'y a pas d'idéaux premiers de À* au-dessus detf£ (Remarque (b) ci-dessus). 
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n 

Si ̂ (x) - 5 dans^jV) , c'est-à-dire, ^ (x) - jj^Q n^x
1 

• £ P ^ t l J ^ > î>(x) étant un polynôme premier quelconque de^^[x3 ou 

p(x) - 0 (remarque (a)). Soit p* - ̂ pC©),^^ un élément de ï j * m distinct de 

^ A * c'est-à-dire tel que p(x) ^ 0. Si p* n fest pas maximal, il existe un idéal 

maximal yf de À* contenant p*. pj*n A z>f{*n* A ->T)£. Donc çff) A -/ft2>, carT^est 

maximal, et ^ appartient à 3 ^ • H existe q(e) tel que~q(x) + ÏÏ dans^Oç] et 

*f - { q W . U } P * C * | * = 7 > -^(®>q(«) • S m ^ 1 (n 1é^p s^T(x) -^(x)q(x). 

Ceci est impossible car p(x) est premier dans A £x] . Donc p* est maximal. 

Si 4> (x) ¿6 et 4*00 lt soit$(x) - -jp T ^ i ( x ) l a d é c o Œ P ° 8 l t l o n e n acteurs 

premier, de $ (x) dans ̂  W . On a ^ - ( ^ ^ W , ^ } i-1.2,....^ 

d'après la proposition 2 II et il n'y a aucune relation d'inclusion entre les 

n* 

éléments de Jau (Remarque (c)). Un raisonnement analogue au précédent montre que les 

Idéaux de oJ>^ 8ont maximaux. 

K A A 

Proposition 3 II : Si p et fcj sont deux idéaux premiers de A tels que ^ et — 

soient factoriele et p̂ fc} , atora d tout idéal de A* premier et au-

dessus de on peut faire correspondre au moins un idéal premier f=(* de À * 

au-dessus dep , tel que p*cjj* 

« F 

Soient Tî <K (x) et 4>fci <(*) l e s décompositions de 4> (*) respectivement 

J-l " » J i-1 r »* 
A A 

dans — DO et dans ^ [x] , et v\* un idéal premier de A au-dessus de H • 

tj* -{r(e),t|J avec r(0) si ^ (x) ̂  6 dans ̂  03 o u polynôme premier 

quelconque de g CxJ si $(x) - 0 dans 5 [xQ (proposition 2 III et remarques). On a 
<><*> " TT 4> (x) fl,x l - 7t ,00 • I P.x 1 soit -g • * <<*> " M 4>w ,(x) 

J-l " f J 1 i.l P» 1
 1 i-1 H t 1 j . x n>3 

• £ qjx 1 avec «ij " «1̂  ~ Pi€^l c a r P i c P c H e t q^^ E n remplaçant x par 9 , 

nous obtenons l'égalité : n ^ °q 
7T * R Ao) - 7T 4>w .(e) • Iq!^

1 

i-i j-i 1 
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Nous pouvons en déduire que J[ ^ ^G) e j^q j ^ ; ^ } " • 

i-1 

Il existe 1 6 |l,2,...,n^J tel que 4> p > 1fe)etf* • D foù f** " f<fr p i< e),pj 

est contenu dans Jf* - ^ ^ (©) , j , |3* étant un idéal premier de A* au-

dessus de p (proposition 2 II). 

Si f (x) - 5 dans ̂  [xj , qA* est premier et sio)(x) 4 0 dans £ fxj , 

+ p > 1 W e^A* et f<* - { 4 > p > 1 ( © ) . p } c q A * c ^ * pour tout lc{l f2 f... tmj|J 

et tout 3q • 

Si de plus £ (x) - 5 dans £ fx] , p Â* est premier et A*c ^ A* ç V pf*ctfjj 

** x A - — A 
Remarquons que 4> (x) « 0 dans — fx] entraîne 4> (x) • 0 dans — £xl puisque M c H 

Corollaire : Si A eat ZoeaZ régulier et si <̂ (x) n'est paa é^al i m x* 

£ t , 1-1 1 

où à £ m^x m i € î ^ d i m A " D i m A. 
l-o 

Rappelons que la dimension d'un anneau A notée dim À, est un entier n tel 

qu'il existe une chatne strictement croissante de n+1 Idéaux premiers de A 

* i C f*2 c — c P n C P n + 1 

et qu'il n'existe pas de telle chatne ayant plus de n+1 éléments. 

Soient îf£, l'idéal maximal de A et ( ui» u2 , # * * » u

n j
 x m e b a B e d c 1 ^ 

dim A « n car A est local régulier et la chatne 

f V F 2

C C P n-lC*k - * n 

avec t*im { u l , u 2 , # # * , ui} i"lt2p.. • fn-l est une chaîne strictement croissante 

d'idéaux premiers de A [iv] . g étant factoriel pour tout 1-1,2,.,n-l [ilfl 
ri 

on peut trouver une chaîne strictement croissante d'idéaux premiers de A* 

c K j c ... c - F * N 

avec - ( 4> p j Fi) (Proposition 3-II et $(x)* 5, <p (x)tf dans 

* Tx] pour 1-1,2,...,n). Donc dim A* £ dim A. Montron» que dim A* ^ dim A. 
Pi 
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Soient p et F}* deux idéaux premiers de A tels que : 

vf> f\*n A *p , pf*/0) A « . Montrons que p^T|. 

Supposons que pr = et posons S - A — p • D faprès CvJ (ch* H , § 2 n # 5 

proposition 11 et ch. V, § 2 , p* 1 lemme 1), il existe un isomorphlsme, pour 

la relation d'inclusion, entre l'ensemble des Idéaux premiers de A au-dessus 

de p et l'ensemble des idéaux premiers de A g au-dessus de p A § • p s idéal 

de Ag. Si p g et p j* s sont les images respectives par cet isomorphlsme de p 

et alors p * s = > f * S
e t ^ * A* - A - Or A* - — 

(<P(x)) 

et p étant premier et A local régulier, A c est local régulier [vij • De plus 

<{>(x) 4 0 dans — [x] . p*<p*fs est impossible (remarque (c)) et l'hypothèse 

fl mt\ est absurdeVcela suffit pour conclure que dim if S dim A. 

Proposition 4 II : Si A est local, factoriel et dim A > 2. , une condition 

nécessaire pour que les idéaux maximaux de A soient au-dessus de 

l9idéal maximal de A est que le coefficient directeur du polynôme 

caractéristique ^>(x) de Q sur A soit inversible ; 

Démonstration : une condition nécessaire et suffisante pour que les idéaux 

maximaux de A* soient au-dessus de l'idéal maximal'flgde A est que l'idéal 1|A* 

engendré par l'idéal maximalyP^de A dans A* soit contenu dans le radical de A*. 

Il est donc nécessaire et suffisant que les éléments de A* de la forme 

1 • Z m 6>l où m , 6 ^ , r e l soient inversibles. En particulier il est 
1-1 1 1 

nécessaire que 1 + me soit inversible pour tout me 1*1,. 1 • nm9 est inversible 

si il existe /^(ô)eA* tel que (l+ms)^(©) - l f aolt dans A[Y] , 

(l+mx)jc(x) - 1+H(x)<}>(x), égalité qui s'écrit : 
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(1) À(x)4>(x) - ̂ (x)(Umx) - 1 

L'égalité (1) signifie que l'idéal engendré par <f>(x) et (1+mx) dans à£x] 

est l'anneau tout entier. Nous allons montrer que ceci n'est possible que si le 

coefficient directeur de ^ (x) e 8 t inversible dans A. Appelons p [ x ] l'idéal 

de Afxl engendré par $>(x) et 1+mx. Soit a€A le reste de la division généralisée 

de (x) par 1+mx. On a : 

(1') m°4>(x) - q(x)(l+mx)+a (n-d# (<|>(x)) ) 

montrons que p [x] HA - a A* De façon évidente aAcp (x)nA. 

Soit qe p [x] C\ A. q - A(x) <J> (x) + ̂ (x)(l+mx) ou encore 

(2) À(x)4>(x) - -)-(x)(Umx)^q 

Effectuons la division généralisée de A(x)<J>(x) par 1+mx 

(3) m n * P A(x)cj>(x) - ^ 1(x)(l*mx)^q 1a 

avec d* ^(x) • p, q^ reste de la division généralisée de À (x) par 1+mx, 

multiplions (2) par m n * p , 

(2') m n + P j\(x)4>(x) - ~ m n + y (x)(Umx)+qm n* P. 

L'unicité du couple quotient-reste entraîne 

n+p 
q xa - qm 

a et m n + P étant premier entre eux d'après (1'), a divise q car A est factorlel. 

Donc q - Aa eaA et p (x)n A - aA. 

SI è(x) est le polynôme a x n+a -x11 *+. • .+a.x + ao, et si a À m 
1 n n—l i n n 

(lorsque dim A > 2 on peut toujours choisir m tel que a Q ne soit pas multiple de m) * 

a • (-l)n a n+(-l)
n 1 aQ_jiff*.. .-a^m

11 -̂fa.rn11. Pour que a soit inversible il faut et 

il suffit que a Q soit inversible 

Si A est local factorlel et de dimension 1, les idéaux maximaux de A7* sont 

nécessairement au-dessus de l'idéal maximal/ttZ?- (m) de A car un idéal premier 

de A* est, ou bien nul, ou bien au-dessus d e L a proposition 2-II et son 

corollaire entraînant que, dans ce cas, la condition nécessaire et suffisante 

pour que A soit local est la même qu'en [i] (chapitre I. S 1 n'2). 



Extension algébrique simple •. • 
67 

III - çffi* normal 9çfe étant factoriel et de rang 1. 

Rappelons que A* est extension algébrique simple de A et soit 

<(>(x) - a x r
 •a^_jX •••ajX*a 0 le polynôme caractéristique de ^sur A, son 

coefficient directeur a étant un élément non inversible de A dont la décompo-
n 

sition en un produit de facteurs irréductibles est : 

CXI Oa r*r 
a n " p l p 2 — K 

(à un facteur inversible et multiplicatif près). 

Nous utiliserons la caractérisatlon suivante des anneaux normaux : 

Un anneau noethérlen A sans diviseurs de xëro est Intégralement clos si, et 

seulement si, les deux conditions suivantes sont réalisées : 

(Hj) Pour chaque idéal premier p de A de rang 1, A^ est intégralement clos. 

(H 2) Chaque idéal principal de A n'a pas d'idéaux premiers essentiels lusergés. 

A étant factoriel et de rang 1, 11 est à Idéaux tous principaux et 11 est 

normal. Montrons que À* est, ou bien un corps, ou bien de rang 1. (on peut dire 

aussi de dimension 1, voir paragraphe II, page 10). Soit ff* un Idéal premier 

de A : ou bien A - (o) et alors - (o) (voir paragraphe II, proposition 2-II) 

ou bien A 4 (0). A étant à idéaux tous principaux q * 0 A - (q). (x) 

étant primitif, (j> (x) 4 ô dans -^y [x'] et d'après le corollaire de la proposition 

2-II, est maximal. La condition (H 2) est donc toujours réalisée dans A . 

Nous allons chercher une condition nécessaire et suffisante portant sur 

pour que la condition (a )̂ soit réalisée dans A* , c'est-â-dlre pour que À* soit 

normal. 

Proposition 1 III : A étant factoriel et de rang 1 , A est normal si et 

seulement si ^ est normal pour toute partie multiplicative S - A-/* 

où p est un idéal premier de A. 
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La condition nécessaire est évidente car : A* n o r m a l ( A * )g normal pour 

i/ 

toute partie multiplicative de A* et en particulier pour S - A- p où eat im Idéal 

premier de A* Rappelons que* S étant une partie multiplicative de JC contenue dans A 

on a (kT )g » 'Ag) • C'est cet anneau que nous noterons Ag. 

Supposons que pour tout S - A-p , où p est un idéal premier de A, ^ soit 

normal. Alors pour tout idéal premier fT de A f (A )g* - (Ag)g* (° ù S " A-]fï , 

p m p*n A et S - A-p ) est normal comme Ag. Donc ^ est normal d'après (H^. 

RECHERCHE D'UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QUE ^ SOIT NORMAL. 

Rappelons que lorsque le coefficient directeur du polynôme caractéristique 

appartient à S 9 la condition nécessaire et suffisante pour que Ag soit normal 

a été trouvée par G. MAURY en 

Supposons donc que s^S. a

r^-P m (p)« existe i£ ̂ 1,2.... ,r ̂  tel 

que p^ - p. Le polynôme caractéristique de£ sur Ag est cj>(x), Ag est local 

régulier de dimension 1 et d'idéal maximal pAg. Si<J)(x) - l+pxq(x), nous avons 

vu (paragraphe II, remarque (b)) qu'il n'y a pas d'idéaux de ^ au-dessus de pAg., dose 

donc ^ est un corps. 

q OCi — 
Soit 7T y< M * a décomposition de <t>(x) en facteurs premiers dans 

i-1 1 

Ag ^ ^ 

— C xl • Ag est semi-local d'Idéaux maximaux p. (i • l 92 t... 9q) engendrés respectl 

vement par ^(0) et pA g. 

x Ag w 

Si <p(x) est irréductible dans — fxj 9 XI est local régulier de dimension 1 
pAg b » 

donc intégralement clos, car df> (x) - ^ ( x ) ^ 4 > ( x ) - <f> 1(x)+pq(x) et ^ ( ^ • -pq(<0). 

L'idéal maximal de Ag est engendré par p. 

-r q _ cKi # 
Si 4>(x) - 7T 4> 4 M avec q}l, à quelles conditions A est-il intégralement 

i-1 1 b 

clos ? 
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Soit <̂  ̂ (x) un facteur d'exposant o<̂  - 1 dans la décomposition précédente 

de^(x). Il existe un polynôme )c(x)e A g Cx] de degré n, tel que l'on puisse écrire 

4» (x) - jT i w * P J^x) 
i-1 1 

Ag est normal si et seulement si (A^)g est normal pour tout 1 - l,2,...,q avec 

S* - . Or (A^)g^. est local de dimension 1, d'idéal maximal (/fyg* dont une 

base est - ^ ^ ( © K p j • Mais comme 

i -P>4.(©) 

4> ,(©) - — - — — — 

j-i 
p est une base de (^^)g*«(^)g* est donc régulier et par suite normal. 

Soit £ ¿ 0 0 un facteur d'exposant o<^ > 1 et supposons Ag normale On peut 

alors engendrer par (fy^) (même démonstration qu'en pages 38-38). Nous 

avons vu qu'il existe |L (x) € A[x]J tel que : 

q 

4 (x) - TT 4>°fl(x) • pUXx) 
i-1 1 r 

montrons que^(ô) ̂ ff^. Sijj.(©)^ , jj. (G) - 4>t(G>)T(0). K étant le corps des 

quotients de A g donc de A, on peut écrire dans K£<sQ s 

a* a. a « n-1 

b # bi V i 

Posons D - b,b 1 ... b n l . D^d9) - 4>±(fi) DT(fl) - ^(tf) 3 (©) avec 
- a.+ajd+ ... + a ^ c ^ 1 1 " 1 ^ Ag M . 

D4>(«) - 0 - dit 4»f • DMfl) - D J ^ ^ W • <j> .(£) 
i-1 1 ' i-1 X X 

" £ * (*> F D Tî 1 <°> • ? (0)J . Cette dernière égalité entraîne 
1 U J-l 3 

D TT 4*4 (®) + jUâ) " 0 . ce qui est impossible care? serait racine du polynôine 
J-l J 
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q ^ 
D $1 ^ (x) • /\ (x) dont le degré est strictement inférieur à celui de <£(x) t n. 

j-1 J 

Nous pouvons conclure : 

Si JTS est normal,Jjl(<2) n f appartient à aucun p ^ pour i tel que o( £>l. 

Réciproquement, si/t(o) n'appartient â aucun )=f̂  pour i tel que o( j>1, on 

peut écrire dans (À*) s* (une base de (f*f)g* étant [ p , ^ ^ ) ] ) : 

- 7 T * * l ( * ) 
1-1 1  

p -

M (<0) 

et par suite Q**)^*- e 8 t engendré par ^(£0 ce qui entraîne que (^)g^ est local 

régulier de dimension 1, donc Intégralement clos. A* eet normal, (pour i tel que °* 

nous avons montré que (Ag)g* est normal). 

INTERPRETATION DE LA CONDITION " jjl (S) N'APPARTIENT PAS A ff* A L'AIDE DE & x ) . 

^ étant engendré par (^(0) et p , y^<6)€~^^ si, et seulement si, il existe 

f\(&) et q(&) dan8 Àg tels que : 

Y- (S>) - ^(d) $¿0) • pq(<9) 

Posons y (x) - V̂(x) c(>1(x) • pq(x). On a alors pu (x) - 4̂  (x) +h (x)<t> (x) -

y (x) ( x ) < x>] * P q f U ) , q f (x) étant à coefficients dans Ag. 

Le reste de la division dej4.(x) par c ^ ^ x ) , cornue celui de ij/ (x) par ̂ ( x ) , 

a tous ses coefficients multiples de p. Réciproquement, s'il en est ainsi, 

J4.(x) - |\(x) c()1(x) • pr(x) soitju(0) - ^(0)4>t(^) • pr(P). J^(<9) appartient à Jtf*. 

Remarquons qu'il revient au même de dire que le reste de la division de p-(x) par 

4>^(x) a tous ses coefficients multiples de p, ou que le reste de la division de 

2 q w i 

y (x) par £^(x) a ses coefficients multiples de p car <£(x) - 7f ^£ (*) • P/t(x). 

Nous pouvons énoncer : 
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Théorime : Soit A un anneau à élément unité, factoriel et de rang 1 > plongé dans un 

suranneau B commtatif et eane diviseurs de wéro, ayant mime élément unité 

que A et soit & un élément de B, algébrique sur A, dont le polynôme 

caractéristique sur A est noté <£> (x). 

Soient : f=< «(p) un Idéal premier de A et S • A-

M s - fi A g l f idéal maximal de Ag 

cb (x) le polynôme déduit de <b(x) par passage aux classes des 
^ S q — , T Ag 

coefficients, modulopg, et ^ 4>̂  (x) sa décomposition dans — C*3 e n f*ct*ura 

premiers avec m _ n -r A- r 

oû e 8 t u n représentant dans Ag de 

Alors pour que A* soit intégralement clos, 11 faut et 11 suffit que, pour 

tout idéal premier Jtf- (P) d e A» l a condition C suivante soit réalisée: 

V 

(<T) - Pour tout i tel que 0(i est supérieur ou égal à 2 le reste de la division 

de<J>(x) par ^ ( x ) n'a pas ses coefficients tous multiples de p . 

Remarques : (1) SI il existe 1 tel que & £,2 alors le discriminant d de <j> (x) 

est nul modulo p g . Autrement dit, si d - ^ . . . p * 2 , 11 suffira de vérifier la 
condition (C*> pour (p^, (p t),...,(p r). 

(2) On peut relever <*4(x) - 3
 x 1 i a n * A » c a r 

« ' l o i n . 
s A *2 

—- est Isomorphe à -^y , donc dans chaque classe d'éléments y ^ il y a un 

représentant situé dans A. 

Exemples : (1) A - J, B - IR, 0 - ~ U ^ £(x) - 6x2+2x-l d - 28 - 2 ^ 7 . 
6 

Si p - 2 4>(x) - 2(3x%l)-l. <fy (x) - 1. 

Si p - 7 £(x) - 6(x-l) 2 • lAx-7. Le reste de la division de<)>(x) par x-1 est • 7. 
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2 Ji­
ll n'est pas multiple de 7 . Donc 7(0) - 37 est intégralement clos. 

(2) A - tt B -TR, & - <J>(x) " 5x 2 - 2x-l d - 3X2 2 

<(>(x) • 5(x-2)2+3(6x-7). Le reste de la division de <|>(x) par (x-2) est 3 x 5 - 1 5 

et 15 ̂ (3 2) . 

De même <j>(x) - 5(x+l) -2(6x+3). Le reste de la division<Je<j>(x) par (x+1) est 6. 

6 ̂ (2 2) donc 7 - freest intégralement clos. 

(3) A - *, B --R, Ô «.| ( l + F N ) , F(x) - 4x2-5x-25, d - 5 2A 17 

(JXx) - 4x dans j • Le reste de la division de ^>(x) par x est -25 - -5 €(5 ) . 

Donc 7 £ ç (1+ rÏ7)J n fest pas intégralement clos dans JR. 

IV - Dans ce paragraphe le lecteur trouvera deux démonstrations, l'une dite "classique" 

t 
l'autre homologique de la proposition suivante : 

Proposition : Si & est local régulier et si 9 est fortement entier sur A alors 

A est local régulier. 

Premiere démonstration : Soit l f idéal maximal de A? Alors A - Iffe 

est l'unique idéal maximal de A et dim A"* - dim A (voir f Q chapitre I). Donc A 

est local. De plus si {>(x) est le polynôme caractéristique de & sur A, alors 

f (x) - £ 'Î (x) est la décomposition de <jj (x) en facteurs premiers dans^ j V J 9 

e t ^ j f est engendré par { ^ / k ^ i i j\> 1 et p a r a i l - 1 (voir [i] chapitre I 

page 35). 

Soit p la dimension commune de A et de A* • Il suffit de montrer qu'une base 

minimale d e a exactement p éléments. Si q est le nombre d'éléments d'une base 

minimale de^7^t A étant local, p^q. Supposons q>p et soit «^u^ U j , • • • , u ^ une baae 

minimale de^/^ Si ̂  > 1 | ux» u2»• • • » u

q» (^ e 8 t u n système de générateurs de 

4/j^et si */\-l { u i » u 2 f # # # , u q } "gendre 
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Cas 3*1« On peut déduire de ce système de générateurs de /1ty une base 

minimale de p éléments car A* est régulier. Soit par exemple -{ u i » u 2 » # # • » u

p } 

On a alors : 

/ u - a ? - 1

 U l • . . . • a q _ 1 « 
j *i 1 1 p p 

, v i - ^ r 1 - ! > r s 

avec Vt - ^ 0 a{. k<S>
keA* 

Le système (I) s'écrit : (II) ^ Uj - ̂  ^ £ aj k « i ^ ® 1 1 ^ J"q»°.+I»' • • »P** 

(u - a? u,+a q _ u. • a** ̂  u 

q l,o 1 2,o 2 p,o p 
a i , k Ê A 

u . - a?** u, • a**** u 

p+1 l,o 1 p,o p 

(car dans A* ^ b © J - o b - o Vj « l,2,...,n-l) 
j-l i J 

(III) contredit la minimalité de la base £» 1.«2»
# * * » u q } d e * L ' h y P o t h è 8 e <»>P 

est absurde. Donc q-p. 

Casl\> 1. On peut déduire du système de générateurs -^^»«2 u

q » d«/fr£*" 

une base minimale de p éléments, Soit, par exemple £ u!» u2»... » u

p_i» 4' cette 

base (elle contient nécessairement <J>*(0) car pour A> 1 ty^ A * n'est pas maximal). 

Il existe jj^e « tel que u^ c C l ^ * ) ^ et Uj ^ ( 4 $ * ) ^ pour J-q.q-1,.. • .P car 

• (o). Nous pouvons écrire : 

U j - H[ u 1 + >
J

2 u 2 •...•3j. 1u p. l • AJ

p

 J J - q . q - W -

oû €, À* et est inversible dans À* ou bien nul. 
1 P 
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(a) SI tout les j\ ̂  dont nuls . u ,u u s'expriment en fonction de 

' p q q~"i P 
U l > u 2 , * , # , u p 1

 c e e 8 t ^-"P 0 8 8^^ 0
 (v°l»r c a 8 ^ • 1) • 

(b) Si un seul des 7\ £ est non nul, À £ par exemple, alors 

u j " ^ 1 U l * # # , * ^ p - l Up-1 ^ • ^ - ^ • • • t P + i 

u^,u^_ l t. • • t
u

p+i s'expriment en fonction de u ^ , , . . ^ (même démonstration 

que dans le cas ^ -1) ce qui contredit la mlnimallté de la base de'D^-^u^Uj» • • • t u ^ 

donc q-p. 

(c) SI plusieurs ne sont pas nuls, 11 existe parmi les ^ correspondante 

un plus petit élément, soit JjL p par exemple» On a alors j " q»q—lp • • • fp. 

9i ̂  étant inversible, on peut écrire 

[V»^' .± ( \ p U l . a » „ 2 - . . . - V l - ] 

^P 
j - q,q-l p+1, 

Ce qui s'écrit encore 

u j "°^i u i + û < 2 u 2 u

p J " q.q-i....fP*i 

où c{ | 6. A ^ . On est ramené au système (I) du cas ?! - 1 , donc à une impossibilité 

donc q»p et A est local régulier* 

Deuxième démonstration : Soit M un A-module. Le À*-module déduit de M par extension 

à A* de l'anneau des scalaires sera noté M^* et on a M^* • M ^ A* 

Propriété 1 : Si M est un A-module libre de type fini alore est un J&nodule 

de type fini. 
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n 
En effet on peut écrire M • t Ae. où f e , 1 . , » est une base 

n i * ij 1-1,2 n 

de M. M I f • ( • Ae.) §. A - • (Ae. A> car le produit tensorlel 
1-1 1-1 1 A 

comité aux sommes directes* Ae i est isomorphe d A, donc Ae^ %^ A est isomorphe 

à À* et M • A* est isomorphe à B A* - (A*) n qui est un A*-module libre de type 
A 1-1 

fini. 

Plus généralement si M est un A-module libre est un A -module libre. 

Propriété 2 : Soient M 1.M,M" dee k-modules tels que on ait la suite exacte 

(1) m 1 — ^ M g ? tfl—> 0 

alors la suite de A modules 
fil^ gSl_ 

(2) M j ^ M A^ ^ * k * — > 0 

^8t exacte. 

Le foncteur r « A A* étant exact à droite, (2) est une suite exacte de A-

modules. C'est aussi une suite exacte de A*-module car les A-homomorphlsmes 

ftl^t et 8*1^* sont aussi des A*-homomorphismes : 

( f l l ^ î d ^ d ^ ) ) - (ftl^Xm'i^a*) - (f(m f)#J^/) - jftf (m 1)»^) 

- / ( f t l ^ X m 1 ^ ) avec 7ï*, a*€ A* f m
1 «5 M. 

De même pour g*lA#* 

Propriété 3. k* étant un k-module fidèlement plat ( <9 fortement entier sur k, 

donc A* libre) il y a équivalence entre les assertions suivantes : 

(1) M 1 M, M" est une suite exacte de k-modulee 
fBl £ gftl . 

(2) Mj^ \ > HJ* eet une suite exacte de & ^modules. 

O étant fortement entier sur A f A"* local A local ((I) chapitre I page 35). 

Pour démontrer qu'il est régulier nous allons utiliser la caractérlsatlon suivante 

des anneaux locaux réguliers (CVl) théorème de Serre-Bu$~hbaum-Auslander) : 
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Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un anneau local soit régulier 

est que sa dimension homologique globale soit finie. 

Rappelons que, si A est un anneau local noethérlen, 

(1) la dimension homologique globale de A, notée <S(A)t est la borné supérieure 

des dimensions homologiques des A-modules M de type fini. 

(2) la dimension homologique d'un A-module de type fini, notée dh^CM), est 

le plus petit entier n tel que Tor n + 1<M,A/^) - (o). 

Nous allons montrer que si Z est la dimension de A, donc aussi de A * , pour 

tout A-module M de type fini d h ^ M ^ . 

M étant un A-module de type fini et A un anneau local notehérlen, 11 existe une 

récolution libre de type fini de M. 

(1) ... ^ L _ y L . — . . . r — T M —^>0 

' n n—1 1 0 
Montrons alors que 

(2) . . . — s > L * A A* ^ ... ^ L, § A À* > L êk 1?—^ M « A A * - ^ , 0 
n A 7 ~ 1 A ^ O A ' A 

est une résolution libre de type fini du Â*-module - M § A A* . Cela résulte 

immédiatement des propriétés 1 et 2 ou 1 et 3« 

M étant un A-module de type fini, M^f- est un if^-module de type fini car si 

| €j^2 f ,CpV e 8 t u n 8 y 8 t è m e d c générateurs de M, | e^t 1, e 2* l f » 9 e p» 1^ est 

un système de générateurs 4e ^-module M ^ . A* étant local régulier d h ^ ( M ^ ) • n < £ 

Alors ( Cvil théorème 6 page 75). 

- KerT L .« A A* ^ L 0 » A lST\ 

n L n-1 A 7 n-2 A J 
est un ^-module libre de type fini et on a la suite exacte de Â*-module : 

(3) 0 ^ L * — * L , § a a 1 ^ ^ l i » / ^ l A A ^ » A i £ - ^ O 

' n ' n—1 A ' 1 A O A A 
Soit R le noyau de L . —*p L v On a la suite exacte 

n n-i n-z 
0 >> R — * L . > L 9 

n n-1 n-/ 
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A étant plat, on en déduit la suite exacte 

0. R 8 AA* =^ L ,0 AA* > L ~â AA* 
n A 7 n-1 A n-2 A 

ce qui montre que ^ N * A

A • L q • Montrons que est un A-module libre de type finl9 

En effet : 

R B AA est un A -module libre de type fini. A étant un A-module libre de 
n A J r • 

type fini. R § AA est un A-module libre de type fini. De plus A - • k& (q"d#($(x)) 
n A i-o 
* q " 1 i l i 

entraîne R # AA » • (R ) • A & étant Isomorphe à A , R a.Ac? est Isomorphe 
n A - n • ' n A 

i-o q-1 
à R . R l AA est Isomorphe et. tant que A-module à • R qui est donc un A-module 

n n A . n 
1—O 

libre de type fini et par conséquent aussi. 

On a la suite exacte 

(4) 0 > R n • L n - 1 > L n _ 2 > ^ L

0 — > M _ ^ 0 

qui est une résolution libre de type fini de M. La formule de décalage des Tor 

nous donne : 

T o r î*l < M» A /#P " T°rj(R n,AMT£) - 0 car R n est libre donc 

dh A(M) N ^ n ^ . 
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