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EXTENSION ALGEBRIQUE SIMPLE D'UN ANNEAU
PROPRIETES DE TRANSFERT ET DE DESCENTE

G. GERMAIN

Introduction.

Dans tout ce qui suit, A désigne un sous-anneau d'un domaine d'in-
tégrité B, ayant méme E1ément unité que B, & un Elément de B n‘ap);rteunt
pas A A, KX 1le plus petit anneau contenant A et & qu'on asppelle extension

simple de A selon &, Nous supposons que & est algébrique sur A.
Au paragraphe I, on cherche une condition sur A pour qu'il existe

un polynome caractéristique de & sur A.
Au paragraphe II, on &tudie le reldvement des idéaux de A et on donne

soit local lorsque A est local et

une condition nécessaire pour que A
factoriel,
Au paragraphe III, on domme une condition nécessaire et suffisante

pour que A* goit normal lorsque A est factoriel et de rang un.
Au paragraphe IV, on Etablit deux démomstrations de la propriété de

descente suivante : "A¥ local régulier et © fortement entier sur A=Y A

local régulier".
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Soient A un sous-anneau d'un domaine d'intégrité B ayant méme &l&ment
unité que B et & un &élément de B n'appartenant pas 3 A. Notons A*, le plus
petit anneau contenant A et &, qu'on appelle extension simple de A selon &.
Rappelons que A" est 1'ensemble des expressions polyndmiales i: .1&1

- =0
Alx) 7 &tant 1'idéal des poly-

a, €A, neN, et qu'il est isomorphe 3

i
nomes de A[x] dont @ est racine.

Rappelons aussi la terminologie suivante :

1) sid = (o), A est une extension transcendante de A

2) S1 7 ¢ (o) et si aucun polyndme ded n'a un coefficient directeur
égal 2 1'unité, & est dit algébrique sur A et &S extension algébrique de A.

3) s1dJ # (o) et si i1 existe un polynOme de { ayant son coefficient
directeur &gal 3 1'unité, & est dit entier sur A et Kfextension entidre de A.

4) S1 1 ¢ (o) et si parmi les polyndmes de 8 de plus faible degré, 11
en existe un dont le coefficient directeur est &gal 3 1l'unité, © est dit
fortement entier sur A.

Dans ce paragraphe nous nous placerons dans le cas oal]l ¥ (o).

Proposition 1-I : Si A est factoriel, tout idéal premier de A[x] au-

dessus de 1l'tdéal (o) de A est principal et de rang 1.

Soit H un idéal premier de A[x] tel que FNA = (o). 11 existe dans H
un polynome 1rtéductible¢(x), non nul, de degré minimum, ce degré &tant
strictement positif. En effet, 1'ensemble des degrés des polyndmes non nulg
dcf4 étant un sous-ensemble de N, 11 posséde un élément minimum non nul

car FNA = (o). Soit cp(x) un &lément de H ayant ce degré minimum.
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Nous pouvons prendre ¢(x) primitif (le p.g.c.d. de ses coefficients &gal 2
1'unité de A) car { est premier et au-dessus de 1'id&al (o) de A,

¢(x) est irréductible, sinon ¢(x) = ol(x)oz(x) avec o< d'(ol(x))<d'(¢(x))
et o¢d® (¢2(x) <d®(o(x)). ):( étant premier, ol(x) €flou Qz(x)efﬂ . C'est
impossible car H n'a pas d'élément de degré strictement inférieur 3 celui
de ¢(x).

Montrons que f =(¢(x)). Soit p(x)ep . On peut effectuer la division
généralisée de p(x) par ¢(x) (voir [II] page 133) : i1 existe un couple unique
de polynomes q(x) et r(x) tels que

(1) a"p@) = s(Dq@r)

avec k = max(o,m-n+1) et d°(r(x))<n ou r = o, n (respectivement m)
&tant le degré de ¢(x) (respectivement p(x)) et a le coefficient directeur
de ¢(x).

r(x) = ‘kp(x) -¢(x)q(x) appartient 3 H et d°(r(x))<¢ d*(¢(x))=>1r(x) = O,
c'est-d-dire, dkp(x) = ¢(x)q(x). ¢(x) &tant irréductible et A[x] factoriel,
¢(x) divise p(x) c'est-d-dire p(x) = ¢(x)q1(x).p est 1'idéal principal
(e(x)).

§'11 existe un id&al premier S? de A(X] strictement contenu dansl et
différent de 1'idéal (o), d'aprés ce qui précide, :’ = (¢(x)) ol ¥(x) est
un polynome irréductible. HcA = v(x) = A(x)9(x), ce qui est impossible.

P est de rang 1.

Proposition 2-I : Si A eat factoriel, l'idéal ¥ des polyndmes, dont &

est racine est principal et de rang 1

B &tant intdgre, ) est un id&al premier et JN A = (o). Donc, d'aprés

la proposition, J est principal et de rang 1.
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Nous venons de montrer que lorsque A est factoriel, 11 existe un polynGme

primitif irréductible ¢(x) tel que N e (6(x)) et o —-A-B]— . Comme en [ﬂ

X)) ¢(x )

sera appelé le polyndme caractéristique de & sur A.

Proposition 3.I : Pour tout tdéal premerfi de A tel que ﬁ soit factortel,
les tdéaux premiers de A(x) au-dessus de H sont de la forme
(¥(x),[} o ¥(x) est un polyndme premier de ’% [X] (ou bien ¥(x) = 0).

Notations : V¥(x) = a *+ ax+ +%lxu , ¥(x) = I;q” +T""xn —;1 &tant la

classe de a dans A.

R
SoitF un idéal de A{x] tel que F NA -F

F = {p(x), p(x)ef_} est un idéal premier de 5 A A [x] au-dessus de 1'1déal (3)
de F . Il est &vident que F est un 1déal. Il est premier car si p(x)q(x)eF
il existe pl(x)e Alx] et q,(x)€ A[X] tels que :

Py (®) = 5(x), q;(x) = G(x) et py(x)q, (e,

Fx étant premier, pl(x) ou ql(x) appartient 2 Fx’ donc p(x) ou q(x) appartient

af,.

Montrons enfin que'ﬁ/\’% = (0). Soit p(x) = ;eﬁn % . I1 Existe pl(x)e}ﬁx
et qIGA tels que pl(x) = p(x) et ql =q et pl(x) =q + Z Pyx (Pffl)-
q = pl(x) 3 pix=§qle}q f\A-F% q, = q=0.

D'aprés la proposition 1.I, Fx - ($(x)), v(x) étant un polyndome premier

de’% (x). Donc Ry = {p,v(x)} .



Extension algébrique simple ... 59

Corollatire : Si'ﬂZ est un tdéal maximal de A, lee idéaux premierse de A[X) au-
dessus de M) sont les idéaux engendrée par {¥(x) ,‘"Z} ol v(x) est
un polyndme premier de A

%

[x] (ou bien w(x) = 0).

Remarques :

1°) K &tant un corps, K(x] n'est jamais un anneau local. En effet, si
K ¢ {0} 11 a au moins deux éléments O et 1. Alors les polynomes x et l+x sont
premiers entre eux (identité de Bezout) et sont premiers. Donc les idéaux (x)
et (1+x) sont premiers et maximaux. K(x] a au moins deux idéaux maximaux.

2°) L'idéal/)@A[x) engendré par 1'idéal maximal/¥/,de A est premier, mais

n'est jamais maximal dans A(x) , car d'aprés 1°), il existe toujours dans,pi[xj

un polyndme premier non nul ¢(x) et 1'id&al {O(x}%} est premier, au-dessus

de #{, et contient strictement /A (x].
A

"

maximal de A; (Rappelons que pour tout idéal premierP de A, % [‘J etp:Ex]

sont i.somo::'pl-nes)./'%Z étant un corps, ’0%[!3 est euclidien donc factoriel.

3°) Les anneaux ’7%%%*] et (x] sont isomorphes.ﬂé étant 1'idéal

Nous avons donc un exemple d‘anneau factoriel qui est le quotient d'un
anneau par un idéal premier non maximal d'aprés 2°).

4°) Rappelons le théordme suivant ([I1I], tome II, page 303) :

51 A est local régulier et 8i H est un idéal premier engendré
par des &léments linéairement indépendants modulo/])éz ], étant

l'idéal maximal de A), alore est local régulier (donc factoriel).

o>

Nous avons un deuxiéme exemple d'ameau quotient é factoriel.

Ces deux exemples m'ont incité 2 me poser la question suivante :
A &tant un domaine d'intégrité factoriel et # un 1déal premier de A, 2

quelles conditions 1'anneau quotient A est-11 factoriel ?

R
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I1. Dans ce paragraphe on suppose & algébrique sur A et A factoriel. Il existe

alors un polynome 1rréductib1e4>(x) de degré n, appelé polyn&ne caractéristique
de © sur A et tel que A* soit isomorphe 3 ARd . Nous &tudions le relédvement

(P(x))

de certains idéaux de A.

Proposition 1-II : L'ensemble des idéaux premiere de K' , au-dessus de 1'idéal

premier R de A, est tsomorphe, pour la relation d'ordre, Q& l'ensemble
A

F“t

des idéaux premiers de }%&1 ., au-dessus de 1'idéal (3) de

contenant fﬁ (x).

Notations : p(x) = E°+Elx+...+5nxn étant un élément de ﬁ‘- [ x] nous noterons p(e)

1'un des &léments de AX de la forme ao#a19+...¢ag>n (ol 2, est un représentant
r

de la classe ii), les autres &léments de cette forme &tant donnés par p() +2

4
i=1P4@

ol piefi. De méme p(x) = a°+alx#...+anxn (o a, est un représentant de la classe

.1) est un représentant de la classe p(x), les autres &tant de la forme
r
i
p(x) + X pyx ol p,ef.
i=]
L'ensemble des idéaux premiers de A* au-dessus de 1'idéal premier B de A

sera noté 5; 2t 1'ensemble des id&aux premiers deﬁA-fzg au-dessus de 1'idéal ©)
et contenant $(x) sera noté) ,

Démonstration : Soit p"e D*P , montrons que F; - {ﬁ(x)e Fé‘ x,p(e)cp*} est un idéal

den . En effet :

A
___ R
b) p* est premier : ';;(x)q-(x)éﬁi7 = p(O)q(é)GF*—_—_? p(®) ou q(o)

appartient 2 Fl"‘ = S(x)eﬁ’ ou q(x)e p*
A - - A _ .
"N A ©) : Soit p(x) = q€Fﬁ Ao p©) = qepf*n a =Hetq=p(x) =

d) $(x)€ﬁw car $ (&) = 0€ ;1*

a) F" est un idéal de - [x] (démonstration laissée aux soins du lecteur).

I —— 3

i EERICY!

L'application f :

est un izomorphisme d'ensembles ordonnés.
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f est surjective. Soit F"ej . Montrons que ﬂ' = {p(e)e‘A*,?(x) e_p—‘}est

un élément degg tel que f(p*) -F’;

Px)ef(p®)=np@)e Px)er=y f(F™)c T*
S>p©@)ef'= F=> f(p } s £

P e FF=y p@)ep*=> FT(x) e £(FY)=» g £(F¥)

I1 est &vident que R est un 1déal cat_ﬁ"'— en est un.

P"eat premier p(é)q(o)e;d*_—__? 'ﬁ(x)i(x)e—?#'p(x) ou q(x) appartient 2

F¥=>p(®) ou q (o) appartient ap*.
p“n A=g : p(s) = qep*n A =P (x) -ieF‘h% = (6)=5>P(x) = q = (5)~>
p(8) = qe p=¥ Ff‘n Acp. De plus , pER ~> T -’Oeﬁ":‘—,vFCF‘*
o ¥ A A=p.
f est croissante : Supposons ' € H* et soit F(x) e f* .

Alors p(6) e F* =3 plo)c ity P(x) € FH=y P c F*

f  est croissante : ¥ ¢ H = Y p(o) cf-l(ﬁ:"_). P(x) e ¥, donc
P@ e £ FF) et £ N c £ EH .

Proposition 2 II : SiH est un tdé | premier de A tel que _ﬁ sott factoriel,

les idéaux premiers de A* au—dessus de P sont les idéaux engendrés
T’
¢F {(x)

respectivement par 4”7 1(6) et p por 1 =1,2,. "’nF ,
1-1
étant la décomposttton en facteurs premiers dans — [xj de$ (x)

Démonstration : soit 'ﬁ' 1(x) la décomposition en facteura premiers dans

N _ —_— —
-ﬁ [x] de ¢ (x). Montrons que B— -{Ff’ F“; - (¢P.1(x))J 1-1,....n‘; '

(‘;F 1(x)) est un idéal premier au-dessus de (0) et contenant ; (x), donc
»
F"i - ($F‘.1(x))€5 pour tout { = 1,2....,np. Réciproquement soit—ﬁreﬂ .
F* est principal (proposition 1 I). F7 contenant (¢(x)), il existe

- — *
ie {1,2,...,np} tel que (¢P 1(x)) = %, D'apr2s la proposition 1-1I, DP

]

est isomorphe 3 ]J. Pour tout F:*‘e ,’JF* » 11 existe ¢ { 1,2,...,np} tel

que  R¥ - f-l(ﬁ*i) - £71¢¢ $p,1 (=N -{p(@)eA » P(x) .“)‘(x)’éﬁd(,‘)}
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C'est-a-dire

F* - {P(Q) '1(9)4>F’1(9) 0Zp191 , A@e ¥ et pisp}

- { ¢p,1(°)’F}

d'od
¥ - {Fy ./ = {¢ F,i(e)’F}} t=1,2,0000my
Remarques : (a) Si & (x) = O, alors a*F‘, -{F .7 ={ q(e).rq] ol q(x)
est un polyndme premier quelconque de }% [x) . En particulier ¥ = R A¥e oh .
(®) $1 § (x) = T c'est-a-dire $(x) = 1+Zp,x" 5= ¢ d'od Uy = @,
I1 o'y a aucun idéal premier de A' au-dessus de 1'idéal premier [ de A. On dit
alors que [ est perdu dams A" (III).

(c) sS4 $(x) ¥ 0, i1 n'y a aucune relation d'inclusion entre les

&léments de 5: lorsque A est factoriel . Sinon

A, - {¢F'i(6),p} < H} -{4; B OHR} =5 $p (@ = A%y, (O
1

+ 15_'_1 Py 91(p1eﬁ)=> $F.1(x) - i(x)$F.j(x) ce qui est impossible

car 4’}:1,1(!) est premier dans A [x] . C'est faux si ;(x) = 0 car alors

F* = {q(O).F}DF A* et ce sont deux tdéaux de ZIF* d'aprés (a).

Corollaire : Lee idéaux premiers de KX , au-dessus de 1'idéal mximal%de
A ¢t contenant strictement %A* , 8ont maximauzr.

n
si $(x) -1 da.ns,’-A?-é [x], c'est-a-dire, ¢(x) =1 + 12--1 mixi m,€ %

11 n'y a pas d'idéaux premiers de 'y au-dessus de'n’é (Remarque (b) ci-dessus).
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n
st ;(x) =0 dans,%b[x] , c'est-a~dire, ¢(x) - 17:0 xnix1 m, € mng,
% = {p@),’ﬂg} , P(x) &tant un polyndme premier quelconque de,’-%[x] ou
Pp(x) = 0 (remarque (a)). Soit f(* - {p(e) ,'TE,} un &lément de U‘m distinct de
’ngA* c'est-3-dire tel que p(x) ¥ 0. Si p* n'est pas maximal, 11 existe un idéal
maximal r{* de A% contenant ):l*. 5N A DF'*r\ A =M. Donc t:rf\ A=NL, car T est

*
maximal, et q* appartient 3 anz; . I1 existe q(@) tel que G(x) ¥ O danl,%z_,[x] et

T = {a@.1} fenr=> 20 = 20)a@) + £ 8,8" @EH=D@ = AT,

Xa3

Cecl est impossible car p(x) est premier dansmﬁé[’x] . Donc R est maximal.

St $(x) #0 et d(x) 1, solt $(x) = 1° ((®) la décomposition en facteurs
- =] .
A #* *
premiers de ¢ (x) dans ’ﬁ_é[x] . Ona % -{/]‘[(,4 A, '{‘Pm,i“’)’m’}} 11,2,...,10
d'aprés la proposition 2 II et il n'y a aucune relation d'inclusion entre les
*
€léments de 5% (Remarque (c)). Un raisonnement analogue au précédent montre que les
*
1d8aux de 5% sont maximaux.

A

4

sotent factoriels et F(c:? , alors & tout idéal q* de K* premier et au-

Proposition 3 II : Si P et g sont deux tdéaux premiers de A* tels que’% et

dessus de, on peut faire correspondre au moins un idéal premier }i‘ de K¥

au—dessus def , tel que p“c q*
n

n

H P _
Soient _n $ (x) et T[ & 1(x) les décompositions de & (x) respectivement
j=1 :{'-1 {=] F ’

dans% (x] et dans % {x) , et H* un 1déal premier de K au-dessus deH.

;:,ﬁ .{z(e),q} avec r(o) -;'1'&(9) si ;(x) $0 dans%
% ) si $(x) = 0 dans % [x] (proposition 2 III et remarques). On a

n n n
L i i R -
$ (x) }?1 ¢q’3(x) +Xq1x - ﬁl ¢F’i(x) + 2 pyx soit EIQR’i(x) E{l 4’,1’3(10

(X} ou T(x) polynOme premier

quelconque de

* Zqixi avec q; = q, - P;€KH car p,epcH et q € K. En remplagant x par 6,

nous obtenons 1'égalité : ol o .
T 4r,@ - .1TI1¢'1-5(9) +Tq)e
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Nous pouvons en déduire que Tr ¢F‘ . ©) € {4)‘1,1 (9)}:’} - q’* .
i=1

I1 existe i€ {1,2,...,np} tel que $p ,@eH* . Dol T4 -{¢ k1))
est contenu dams  H* = {4 4,3©>H ], R Etant un 1déal premier de A* au-
dessus de R (proposition 2 II).

St $(x) =0 dans% [x] , HA® est premier et sid(x) # O dans % x] ,

O a¥ et gy =14 F’i(O),P}ch"‘ ¢ H*  pour tout 1€{1,2,....n,.}
et tout H*e SE .

Si de plus .; (x) = 8§ dans % [x] , FA* est premier et N A*c g A¥ e ¥ V q*sﬂ’

Remarquons que &(x) = 0 dans % {x] entralne -& (x) = O dans % [(x] puisque KeH

Corollaire : Si A est local régulier et 81 $(x) n'est pas égal 2 1+ i .13_1
n {=]
on a ,gomixi mie’rq’ dim &' = Dim A.

Rappelons que la dimension d'un anneau A notée dim A, est un entier n tel

qu'il existe une chalne strictement croissante de n+l 1d€aux premiers de A
FicRyceccc fcR o

et qu'il n'existe pas de telle chalne ayant plus de n+l &léments.

Sotent 717, 1'1déal maximal de A et {ul,uz,...,un} une base de M.
dim A = n car A est local régulier et la chalne

1y Fe e € B anStln R,

avec Fi = {ul.uz,...,ui} i{=1,2,...,n-1 est une chafine strictement croissante
d'idéaux premiers de A [IV] . A geant factoriel pour tout i=1,2,..,,n-1 [nﬂ

Ry

on peut trouver une chalne strictement croissante d'idéaux premiers de A™ .
* X ¢ - ¥
Rlcryco. e piy <ML, = p*_

avec FI - { $ Fi'ji(e), FJ (proposition 3-IL et & (x)# 0, ¢ (x)$1 dans

[x] pour i=1,2,...,n). Donc dim A* 2 dim A, Montrons que dim A“ £ dim A,
i

>
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Soient p* et §* deux 1déaux premiers de A‘ tels que :
S H*s RN A=g , ofn A= ¥ . Montrons que p>9.

Supposons que F =H etposons S =A-f . D'aprés [V] (ch. IT, § 2 n®* S
proposition 11 et ch, V, § 2 , n® 1 lemme 1), i1 existe un isomorphisme, pour
la relation d'inclusion, entre 1l'ensemble des id&aux premiers de & au-dessus
de f et l'ensemble des idéaux premiers de A,; au-dessus de H As = R S 1déal
de Ag. S1 F*s et q*s sont les images respectives par cet isomor:hé;]me de F*
et Hf alors P ec FoNK - A NA = g 0r Kg - (:(x))

est local régulier [VI] . De plus

et [ &tant premier et A local régulier, As

- - A
¢(x) # O dans S [x]. p";jc@ est impossible (remarque (c)) et 1'hypoth2se
S

fA>
F =H est absurde./Cela suffit pour conclure que dim Iy £ dim A.

Proposition 4 II : Si A est local, factoriel et dim A > 2. , une condition

nécessaire pour que les tdéaux marimaux de K eotent au~deseus de
l'idéal maximal ], de A est que le coeffictent directeur du polynbme

caractéristique ¢ (x) de € sur A soit inversible ;

Démonstration : une condition nécessaire et suffisante pour que les idéaux

*
maximaux de A® sofent au-dessus de 1'idéal maximalqj/ de A est que 1'1déal 7§ A
engendré par 1'idéal maximal 77, de A dans A* soit contenu dans le radical de A*.
Il est donc nécessaire et suffisant que les &l&ments de A¥ de la forme

r

1+ Z mj_@i ol mieﬂf , T€N solent inversibles. En particulier 1l est
i=1

nécessaire que 1 +m @ soit inversible pour tout meN}. 1 + MmO est inversible
si 11 existe K (Q)e A* tel que (1+ ma)r.(e) = 1, soit dans A[x] ,

(1+mx)r.(x) - l+1(x)¢(x), égalité qui s'écrit :
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1) A(x) ¢(x) - p(x)(1+mx) = 1
L'égalité (1) signifie que 1'idéal engendré par ¢(x) et (l+mx) dams Alx]
est 1'anneau tout entier. Nous allons montrer que ceci n'est possible que si le
coefficient directeur de & (x) est inversible dans A. Appelons R[x] 1'id&al
de A[x] engendré par $(x) et l+mx. Soit a€ A le reste de la division généralisée
de ¢ (x) par l+mx. On 2 :
1) o ¢(x) = q(x) (1+mx)+a  (n=d* (P(x)))
montrons que P [x] NA = a A, De fagon évidente aAc g (x)NA.
Soit qe p [x] NA. q= A(x) $ (x) + K (x)(1+mx) ou encore
(2)  A(x) p(x) = - j(x)(1+mx)+q
Effectuons la division généralisée de )(x)cp(x) par l+mx
3 n™P A $x) = Peq (%) (14mx)+q; 2
avec d°* A(x) = p, q, reste de la division généralisée de A (x) par l+mx,
multiplions (2) par o™ P .
") w"P A § () = - o™ P () (Lemx)+qu™ P
L'unicité du couple quotient~reste entralne
q 8 = q@"'F
a et n®*P étant premier entre eux d'aprés (1'), a divise q car A est factoriel.

Donc q = AacaA etP(x)nA = aA,

~ -1
Si ¢(x) est le polyndme anxn+an_1xn *e..%a x + 20, et si ans‘ ?‘nm
(lorsque dim A > 2 on peut toujours choisir m tel que a ne soit pas multiple de m),
as= (-1)n aau~'~(--1)n-1 an_lm-t...-almn-14a.mn. Pour que a soit inversible i1 faut et

i1 suffit que a soit inversible

Si A est local factoriel et de dimension 1, les 1d8aux maximaux de A® gsomt
nécessairement au-dessus de 1'id&al maximal TW.= (m) de A car un id&al premier
de A* est, ou bien nul, ou bien au-dessus de '"Z La proposition 2-1I et son
corollaire entralnant que, dans ce cas, la condition nécessaire et suffisante

pour que A® soit local est la méme qu'en [I] (chapitre I. § 1 n°2).
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111 - P normal, % stant factoriel et de rang 1.

Rappelons que £ est extension algébrique simple de A et soit
¢(x) - &nxn+an_1xn-1+...+a1x-#ao le polyndme caractéristique de &sur A, son
coefficient directeur a étant un élément non inversible de A dont la décompo-

sition en un produit de facteurs irréductibles est :

A1 A2 T
8, " P Py ee &i

(2 un facteur inversible et multiplicatif prés).

Nous utiliserons la caractérisation suivante des anneaux normaux :

Un anneau nodthérien A sans diviseurs de ziro est intégralement clos si, et
seulement 81, les deux conditions suivantes sont réalisées :

(31) Pour chaque idéal premier § de A de rang 1, AF est intégralement clos.

(Bz) Chaque 1déal principal de A n'a pas d'idéaux premiers essentiels immergés.

A Etant factoriel et de rang 1, 1l est 2 idéaux tous principaux et il est
normal. Montrons que 'y est, ou bien un corps, ou bien de rang 1. (on peut dire
aussi de dimension 1, voir paragraphe II, page 10). Soit Ff* un 1déal premier
de A* ¢ ou bien q*f\A = (0) et alors H* = (o) (voir paragraphe II, proposition 2-11).
ou bien r{*/\ A ¥ (0). A &tant 3 {déaux tous principaux H* N A = (q). & (x)
€tant primitif, 4-)(!) ¥ o dans ?%Y (x] et d'apris le corollaire de la proposition
2-11, ‘7* est maximal. La condition (Hz) est donc toujours réalisée dans .

Nous allons chercher une condition nécessaire et suffisante portant sur 4>(x).
pour que la condition (Hl) soit réalisée dans A* , ¢c'est-a-dire pour que & sott

normal.

Proposition 1 III : A étant factoriel et de rang 1 , A" est normal si et

seulement 8t K; est normal pour toute partie multiplicative S = A-H

od ¥ est un tdéal premier de A.
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La condition nécessaire est &vidente car : A™ normal = a* )s normal pour
toute partie multiplicative de A et en particulier pour S = A-H ol H est un.idéal
premier de A. Rappelons que, S &tant une partie multiplicative de &* contenue dans A
on a (A')‘ )S = ’As)* . C'est cet anneau que nous noterons A’;.

Supposons que pour tout S = A-H , ol R est un idéal premier de A, f; soit

; X . %

normal. Alors pour tout idéal premier}ix de Ak , (A )S"" - (Az)s* (i 8 = A’.‘_F*’
H = fﬂ*’\ A et S = A-F) est normal comme Aé. Donc A¢ est normal d'aprés (Hl).

RECHERCHE D'UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QUE K‘S SOIT NORMAL. -

Rappelons que lorsque le coefficient directeur du polyndme caractéristique
appar."tient a8 S, la condition nécessaire et suffisante pour que A’; soit normal
a Eté& trouvée par G. MAURY en [1].

Supposons donc que ané S. ane:F = (p). Il existe i€ {1,2,...,1’} tel

que p, = p. Le polyndme caractéristique de& sur Ag est 4>(x), Ag est local
régulier de dimension 1 et d'idéal maximal pAs. Si ¢(x) = l+pxq(x), nous avons
vu (paragraphe II, remarque (b)) qu'il n'y a pas d'id&aux de X; au-dessus de pAs, dooc
done &: est un corps.

14 To
Soit T ¢1 1 (x) la décomposition de ¢d(x) en facteurs premiers dans
i=1

As

%
—_ [x] . AS est semi-local d'idéaux maximaux p: ({1 =1,2,...,q9) engendrés respecti
PAg
vement par ¢1(O) et pA..

A
Si ¢(x) est irréductible dans pli [x], A’; est local régulier de dimensionm 1,
— S ’
donc intégralement clos, car é (x) = ¢1(x)% tb(x) - 4)1(x)+pq(x) et 471(0) = —pq(9).

L'idéal maximal de Aé' est engendré par p.

- T _
Si ¢(x) - 17[-1 ¢ L i(x) avec q)l, 2 quelles conditions A-)s‘ est-11 1ntég:_.1..ng

clos ?
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Soit #1(x) un facteur d'exposant <>(i = 1 dans la décomposition précédente

de ¢ (x). Il existe un polyndme }L(x)eAs (x] de degré n, tel que l'on puisse &crire

q
b (x) = '171'1 ¢oi( oK P }(x)

Ag est normal 8l et seulement si (A';)s est normal pour tout { = 1,2,...,q avec
i

§i = A’;-Ff’i . Or (A";)s* est local de dimension 1, d'idéal maximal (F-*L)S* dont une
. i i
base est {¢i(e),p} . Mais comme
“PHL©)
Q9 ,a]
T efie
3=1
j#t

CNOR

p est une base de (F’:)S*’(“;)S"‘ est donc régulier et par suite normal.
i i

Soit ¢>1(x) un facteur d'exposant A g > 1 et supposons A;‘ normal. On peut
alors engendrer }1: par ¢1G) (méme démonstration qu'en[ﬂ pages 38-38). Nous
avons vu qu'il existe }L(x)eA[J.J tel que :

q
=T 5w + ppm

{=]1
montrons que )uL(G) #F(‘i. 81P,(o)e P*i , }_Q ©) = ¢1(0) Y(Q). K &tant le corps des

quotients de Ag donc de A, on peut Ecrire dans k[e]

a, a8, a _, n-1
Y@ st O bt p— @
d 1 n-1

Posons D = b,b, ... by - D)«L@) - ¢1(<9) DY(S) = ¢1(G) 1 (&) avec
o) = alﬂie*q...; al O n-le Aq E:].
Db = 0=DT ¢ 7H0) + Dy - ni“/r14>f“(0) + ¢, A

q ]
- ¢1(‘9)[_D B #? i ©) + 'R(G)_‘_] . Cette dernidre &galité entraline
i=1

q J
D 7['1 43?'1(9) + 3(8) = 0, ce qui est impossible car & serait racine du polyndme
j-
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q )
D Ir bjo‘ J(x) + N\ (x) dont le degré est strictement inférieur 3 celui de <ﬁ(x), n.
=1

Nous pouvons conclure :
Si d; est normal, . (©) n'appartient 3 aucun FJ’: pour 1 tel que X 171.
Réciproquement, sij (©) n'appartient & aucun F?:. pour {1 tel que X 1>1, on
* .
peut &crire dans (AS)Si (une base de (ﬁ:)s,f étant [p, ¢j (9)] ) ¢

q
-T $%te
i=1

H (©

et par suite (F*;.)S* est engendré par 4>1(0) ce qui entralne que (K;)g‘ est local
i i

régulier de dimension 1, donc intégralement clos. K'g est normal. (pour i tel que & 1-1

nous avons montré que (A’g)sx est normal).
i

INTERPRETATION DE LA CONDITION " ¥ (©) N'APPARTIENT PAS A Fr\; A L'AIDE DE b(x).

Ff: étant engendré par ¢1(9) ety , )&@)effxi 8i, et seulement 8si, il existe
A(e) et q(e) dans A’s" tels que :

P © = 3@ ¢, +pa©@
Posons (x) = A(x) ¢, (x) + pq(x). On a alors jr (x) =Y (x) 9 x)b (x) =

q ,
Y (x) H] (x)[ ’U; ¢?1(x)] + pq'(x), q'(x) &tant 3 coefficients dans Ag.
{=

Le reste de la division de}&.(x) par ¢ 1(:), comme celui de ¢ (x) par 4:1(x),
a tous ses coefficients multiplesde p. Réciproquement, s8'il en est ainsi,
W (x) = A(x) 4)1(:!) + pr(x) solt}é(@) - 7\(9)4’1(9) + pr(0). pr (®) appartient 2 }1’:.
Remarquons qu'il revient au méme de dire que le reste de la division de p(x) par

(bi(x) a tous ses coefficients multiples de p, ou que le reste de la division de

q
¢(x) par 4;1():) a ses coefficients multiples de p2 car ¢(x) - ZTI 43,‘?(1(!) + pHL(x).

Nous pouvons Enoncer :
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Théordme : Soit A un awmeau Q@ élément unité, faotoriel et de rang 1 , plongé dans un
surameau B commutatif et sans diviseurs de séro, ayant méme élément wnité
que A et 8oit & un élément de B, algébrique sur A, dont le polyndme

caractéristique sur A est noté ¢ (x).

Solent : F =(p) un idéal premier de A et S = A-
= R Ag 1'idéal maximal de Ag
% (x) le polynome déduit de {{(x) par passage aux classes des

coefficients, modulo [7¢, et d)o“'(x) sa décomposition dans — [x] en facteurs

As
s
YA
1(x) - 304..&3“1: ﬁjeﬁ; ] = {o,l,...,ni}

4’1(:) -530 toeot §n1x i

ol 551 est un représentant dans AS de 31.

premiers avec

Alors pour que A‘x soit intégralement clos, i1 faut et i1 suffit que, pour
tout idéal premier )d = (p) de A, la condition C* suivante soit réalisée:
(C*) ~ Pour tout 1 tel que 0(1 est supérieur ou &gal & 2 le reste de la division
de¢(x) par 4)1(!) n'a pas ses coefficients tous multiples de p2.
Remarques : (1) Si il existe i tel que A I>’2 alors le discriminant d de ¢ (x)
est nul modulo Fs. Autrement dit, si d = %1.“%2 » 11 suffira de vérifier la
condition (C*) pour (pl)’ (pi),...,(pr)-

(2) On peut relever ; (x) = } +3 x *...*3 x dans A, car

F—- est isomorphe 2 -Z-%y donc dans chaque classe 4d' élénenu-g N il yaun

représentant situé dans A.

-1+ V7

Exemples : (1) A = 7, B =R, O = b(x) - 6: +42x-1 d = 28 = 2?’(7.
6
Sipe=2 $(x) = 2(3x2+1)-1. ‘PF (x) = 1.

Sip=17 $(x) = 6(x-1) + l4x-7. Le reste de la division de¢(x) par x-1 est + 7.
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I1 n'est pas multiple de 72 . Donc Z(@) = 7* est intégralement clos.

(2) A=17 B =T, e-l’—srﬁ— $(x) = 5x% - 2x-1 4 = %22

4)(:) = 5(x—2)2+3(6x-7). Le reste de la division de CP(x) par (x-2) est 3x5 = 15
et 15¢(32) .
De méme ¢(x) = 5(x#1)2-2(6x#3). Le reste de la divisiond«#(x) par (x+1) est 6,
6 ;(22) donc 7 (_14'5_«?) = Ztst intégralement clos,

M A=7 B=R, 6&=3 (WVID), b = 4x2-5%-25, d = 52X 17

¢(x) - 4x2 dans 31 . Le reste de la division de ¢(x) par x est =25 = -56(52).

Donc 7 [% (1+ m)] n'est pas intégralement clos dans JR.

IV - Dans ce paragraphe le lecteur trouvera deux démonstrations, l'une dite "classique"

»
1'autre homologique de la proposition suivante :

Proposition : St & est local régulier et 8t © est fortement entier sur A dlors

A ¢e8t local régulier.

Premi2re démonstration : Soit /Yfz]*l'idéal maximal de A¥ Alors /Yfg(f\ A= %

est 1'unique 1déal maximal de A et dim A¥ o dim A (voir [I) chapitre I). Donc A
est local. De plus si {D(x) est le polynome caractéristique de & sur A, alors
g(x) - $ 'a (x) est la décomposition de ; (x) en facteurs premiers dans A [x] »
et m* est engendré par {m,&e)}u ]\)1 et par % si A=1 (voir [I] chapitre I
page 35). '

Soit p la dimension commune de A et de . n suffit de montrer qu'une base
minimale de"lﬂ, a exactement p &€léments. Si q est le nombre d'éléments d'une base
minimale de’n@, A &tant local, P {q. Supposons q>p et soit {“I’UZ’”"“q-S une base
minimale de/}f} SL ) > 1 {ul,uz,...,uq
/m’* et si A=1 {ul.uz....,uq} engendre /I@#

. 4)' (&% est un systdme de générateurs de
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Cas = 1. On peut déduire de ce systéme de générateurs de %* une base

minimale de p &léments car AX est régulier. Soit par exemple {ul,uz....,up}

On a alors :

Y q

uq hl ul *oto"“p up

u - ;\q-l u +...+'hq-1 u
9 1 1 P P

(D

s 0000000000000 00000 0000000

- Pt P+l
ul”1 h 1 ul*..dhp up

n-1
avec 'hi = k;)ai’RleA*

-1 P
Le systéme (I) s'écrit : (II) {uj = \;t-o (12-1 ‘-}.,k ui)el‘} j=q,q*1l,...,p*l

- gl q q
uq 81.0 014'82’0 uz +...¢ ap’o up
]
(II) % (III) 'EEEEEEEREEE I I I A BN ECEC A AR BB AN B ai’kéA
- p+l P+l
uP"’l al’o 1 +...t lp’o l.lp
% n-1
(car dans A bjei - o%rbj =0 Vj=1,2,...,0-1)
i=1

(II1) contredit la minimalité de la base {ul,uz....,uq} de'"'b. L'hypothése q)p

est absurde. Donc q=p.

Cas A> 1. On peut déduire du systéme de générateurs {ul,uz,...,uq. 6'(0)} de /7/6*'
une base minimale de p é€léments. Soit, par exemple {ul’uZ'“"“p-l' ¢'(0)} cette
base (elle contient nécessairement ¢'(O) car pour M %A* n'est pas maximal).
, +4
11 existei’,pje N tel que uje(/bb“‘)r'.'1 et uj # (475"))“‘1 pour j=q,q-1,...,p car
f\(%‘) = (0). Nous pouvons &crire :
Len 3 3 3 3 M
' - - .
uj - al ul# ) 2 Y ""*lp-lup-l + 'hp B @)] 3=q,q-1,..,p

*
ol ’{\16 A et ’J\g est inversible dans A* ou bien nul.
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(a) Si tout les 7\3) sont nuls , t.\q,uq_l,...,up 8'expriment en fonction de

Upslgseeesty g ce qui est impossible (voir cas A1),

(b) S1 un seul des 'Ag est non nul, '}‘p par exemple, alors

uj-7\{u ...*.A

p-1 p-1 j-q’q-]ﬂ""p*l

' - -
uq,uq_l,...,uw1 8'expriment en fonction de ul,....up_1 (méme démonstration

que dans le cas A =1) ce quil contredit la minimalité de la base de%{ul.uz,...,uq}

donc q=p.

(c) S1i plusieurs 7\; ne sont pas nuls, il existe parmi les }&-j correspondants
un plus petit €lément, soit }Lp par exemple., On a alors }& j)/};.p Vj = q,9-1,...,p.

’h; €tant inversible, on peut écrire

[‘b"'s’)]}&p -7\_; wy = Ay Ay - - AR )
p
2 (¢ PR Gt i S

p-1 p—l P
P
B}

Soit u = ’A Yy +...*?\

j - q’q-l’coo.p+ln
Ce qui s'écrit encore
-3 J ]
uy o 1% +0(2 u, +...+0(p up j = q,q-1,...,p*1
ol 0('1 (-"_—,A*. On est ramené au systdme (I) du cas ] = 1, donc & une impossibilite
donc q=p et A est local régulier.

Deuxiéme démonstration : Soit M un A-module. Le &*-module déduit de M par extension

a A* de 1'anneau des scalaires sera noté MK" et on a Mp‘, =M QA el

Propriété 1 : Si M est un A-module libre de type fint alore M ¢ est un Kmodule
de type fint.
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n
En effet on pzut crire M = 1:1 2e1 ol {ei} 1=1,2,...,0 est une base
£ =(o aedo a = o (e
i=] i=1

de M. M ® A’ car le produit tensoriel

A 1 %

g est isomorphe 3 A, donc Ae1 .A A est isomorphe

et M ‘A A* est i{somorphe 2 § & (A*)n qui est un £ -module libre de type
i=1

commite aux sommes directes., Ae
a At
fini.

Plus généralement si M est un A-module libre H‘* est un A'*-module libre.

Propriété 2 : Sotent M' M,M" des A-modules teles que on ait la suite exacte
1) w—5u_8, M 5o

alors la suite de A modules

' A%
(2) Moe > Mr— H;*—-) o

est exacte.

Le foncteur . .A A% G&tant exact 2 droite, (2) est une suite exacte de A-
modules. C'est aussi une suite exacte de A*-module car les A-homomorphismes

f.ld‘ et gOlA,, sont aussi des A*-homomorphismes :

(01, ) (X @'od)) - (fo1A,)(m'oh* &) = (Em)o M &) = N'(£(n")0d¥)
= ]*(f.lﬂ.)(m'ta*) avec 7\", a*e A* , m'& M.

De méme pour 8°1A*'

Propriété 3. A" Stant un A-module fida2lement plat ( & fortement entier sur A,

donc A¥ 1ibre) il y a équivalence entre les assertions sutvantes :

(1) M'.—£> M8 M est une suite exacte de A-modules
£01 ghl .
(2) MH M, x " est une suite exacte de AK*-modules.

@ &tant fortement entier sur A, A¥ local =) A local ((I) chapitre I page 35).
Pour démontrer qu'il est régulier nous allons utiliser la caractérisation suivante

des anneaux locaux réguliers (fVI] théordme de Serre-Bus-hbaum—Auslander) :
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Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un anneau local soit régulier
est que sa dimension homologique globale soit finie.

Rappelons que, si A est un anneau local noethérien,

(1) la dimension homologique globale de A, notée S(A), est la borne supérieure
des dimensions homologiques des A-modules M de type fini.

(2) la dimension homologique d'un A-module de type fini, notée dhA(M), est
le plus petit entier n tel que Torn+1(M,A/476) = (o).

Nous allons montrer que si A est la dimension de A, donc aussi de A* » pour
tout A-module M de type fini dhAM \“E.

M &tant un A-module de type fini et A un anneau local notehérien, il existe une
récolution libre de type fini de M.
Montrons alors que

al o *
@ oL 8, o 5 10K 5L 0, £ Mo AE S 0

est une résolution libre de type fini du &% -module My = M 8, ¥ . Cela résulte

A

immédiatement des propriétés 1 et 2 ou 1 et 3,

M Etant un A-module de type fini, M,¥ est un K —module de type fini car si
{efZ""’e;;)'J est un systéme de générateurs de M, {elo 1, ezo 1,000, epo 1} est
un systime de générateurs de R‘-module Muye A* &tant local régulier dh# (H‘w) = n,ce,

Alors ( [VI] théor2me 6 page 75).

»* - ¥ e
L Ker[ L8 K—s L, 8, A

est un 1-nodule libre de type fini et on a la suite exacte de i.x-module :
X % ]
M 0—> L 5L 0 o ... Lok 5L8A S WA= o0
Soit R le noyau de L _, —> L _,. On a la suite exacte

0 ? Rn Ln-l > I'n-2
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A* étant plat, on en déduit la suite exacte

X ¥
0—=> R 08 - L _0A" > L _.8A

ce qui montre que RnOAA* = L:' . Montrons que Rn est un A-module libre de type fini,

En effet :

<+
RnnAA est un A*-module libre de type fini. A* &tant un A-module libre de
q-1
type fini, RnOAA* est un A-module libre de type fini. De plus e Aai(q-d‘ ($(x))
1
entraine Rn.AA = @ (RnOAO ) . A6 E&tant isomorphe 2 A RnDAAa est isomorphe
i{=0 q-1
a Rn . RnOAA* est isomorphe er tant que A-module 3 @ Rn qui est donc un A-module
i=0
libre de type fini et par conséquent Rn aussi,

On a la suite exacte

4) o > R > L > L s> oo ——3 Lo—y M_,0
qui est une ré&solution libre de type fini de M. La formule de d&calage des Tor
nous donne

A A
Tor ., (M,A/%) - Torl(Rn.A/m'b) = 0 car R est libre donc
an, ) ¢n <t
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