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Sur les ORDRES MAXIMAUX, SANS DIVISEURS de ZERO, NOETHERIENS,

dont tous les IDEAUX (& DROITE ou & GAUCHE) sont BILATERES.

G. MAURY.

INTRODUCTION

Cet article fait suite 3 la thése (3] et utilise quelques-uns des résultats
qui y sont obtenus, ainsi que la notion de puissance symbolique niéme d'un idéal
premier introduite par A.W. GOLDIE en [5] I1 traite des ordres maximaux, sans
diviseurs de zéro, dont tous les idéaux 3 gauche et tous les idéaux 3 droite sont
bilatéres et qui vérifient, de plus, la condition de chaine ascendante pour les
idéaux. Dans la premiére partie, nous établissons une condition nécessaire et suf-
fisante pour qu'un anneau non commutatif, sans diviseurs de z&ro, dont tous les
idéaux 3@ gauche et tous les idéaux 3 droite sont bilatéres, vérifiant, de plus,
la condition de chaine ascendante, soit un ordre maximal de son corps des fractioms.
La condition obtenue redonne, si on l'applique au cas commutatif, une caractérisation
connue des domaines d'intégrité noethériens intégralement clos ([8], [9]), appelée
caractérisation (C) en E{L La deuxiéme partie donne des conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un ordre maximal régulier noethérien 3 droite et 2 gauche,
sans diviseurs de z&ro, ait tous ses idéaux 3 gauche et tous ses id&aux 2 droite
bilatéres. On se reportera aux mémoires [2] ou [3] pour les définitions concernant
les ordres maximaux réguliers. Le présent article compléte 1l'exposé DZ] La troi-
sidme partie, assez courte, &tudie certains suranneaux d'un ordre maximal A , noe-

thérien, sans diviseurs de zéro, qui sont plats en tant que A-module 3 gauche et

A-module 38 droite.
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R désigne dans cette partie un anneau non nécessairement commutatif, & &1&-
ment unité 1, sans diviseurs de zé&ro, noethérien , dont tous les id&aux & droite
et tous les iddaux 3 gauche sont bilat@res. Soit P un idéal premier de R. Soit P(n)
la puissance symbolique nidme de P [5]. Soit S =R - P, S est un sous-demi-groupe
de R contenant 1, R vérifie la condition de ORE & droite et & gauche par rapport {f
S. L'anneau de fractions de R selon § est RS = SR en notant 58 = {s-la,ae R,
8 € S} et SR = {as-l,ae R,s €S}. Aux lemmes 1 & 6 on suppose rl\ P(n) =0,

Lemme 1 : Supposons f\ P Lo, on peut écrire :

4

(VaeR),(Vses),3 széS,B sle S avec sa = as, , as = s,a.

Démonstration : A cause de 1'égalité Ra = aR, on a toujours sa = asl,sle R. I1

faut démontrer que s, appartient & S. Si a appartient & S, as, appartient & S donc

aussi S)- Soit a appartenant 3 P,si a est nul on peut prendre 8 = 1, si a est non

p(n)

nul, il existe n tel que a appartient &

(n)

et tel que a n'appartient pas & pla+1)

<@
(sans quoi a appartiendrait & O P et serait nul). Supposons 8, € P, alors sa

appartiendrait 2 P(n)P donc a appartiendrait & P(n+]), contrairement & 1'hypothése

['_En remarquera que dans le cas particulier envisagé ici, la définition de P(n)
P(l) P(n'l)

s'obtient par récurrence ainsi :

= P, si est défini, on définit. P(n)ainsi

p(m).{xeR,3 s,s'€ S tels que sxs'€ P(n-l)P (ou EPP(n_l))}:l-

Lemme 2 : Rg a tous ses idéaux Q@ gauche et tous ses idéaux Q droite bilatéres :

Démonstration : Soit xERS. I1 faut démontrer Rsx = st. Posons x = as ],ses,geg

dome  xRg -'as-]RS = aRg = {aRr-l,res} - {Ra‘f-ls‘té S} = {R‘t'-la.r'e S} si 1'on a

at = 1'a (lemme 1), et xRS = aRS = Rsa = Rsx.
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Lemme 3 : Soit R' un sous—anneau de K, corps des fracticns de R, contenant R; on a

Démonstration : Soit ab-le K, a ,beR,b# 0 ; d'aprés le lemme !, s &tant donné dans

-1
S, on peut trouver s' et s" dans S tels que sa = as' et bs' = s"b. On a donc sab™ =

as'b~! = ab~'s" et sab R’ équivaut 3 ab-ls"eR' d'ol R'S = SR'. D'ailleurs si l'on

suppose X = ab ' dans R' on a sx = xs",s €5,5" €S, et de méme xs = slx,sés,slé S.

Lerme 4 : Um idéal Q de R est P-primaire d gauche si et seulement st :

(H) 1) il existe neN tel que Pn_c_Q,- 2) xagQ et x(Q entraine aeP.

Démonstration : On sait que @ est P-primaire a gauche [4] si :

1) 11 existe neN tel que Pn_C_Q H

2) XAcQ, XéQ, entraine AcP, X et A désignant des idéaux de R. Si la condition
(H 2))est vérifiée , XAcq, X#Q entraine l'existence de xeX, fo tel que l'on
ait VaeA, xagQ donc aeP et AcP donc Q est P-primaire 2 gauche. Réciproquement
si @ est P-primaire & gauche, soit x#Q et xaed alors on a RxaRcq@, Rx.aRcq avec
Rxﬁ, donc aRcP et agP. Remarquons que tout idéal P de R est premier si et

seulement si abgP entraine a ou beP.

Lemme 5 : L'intersection d'un idéal premier (respectivement primaire 4 gauche) de Rg

avec R est un idéal premier (respectivement primaire A gauche)de R.

Démonstration : Soit Q' un idéal P'-primaire de R_, P'idéal premier de Rs. Soit Pl -

S’

P'AR. Pl est premier car abePl,a,beR, entraine abeP’ donc a ou beP' donc a ou

beP,. Soit @, = @'MR. Considérons a,b€ R et ab€q,,a¢q, ; on en déduit abeQ’',afQ’
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donc be P' donc bePl, Par ailleurs P'P¢ @' entraine P'nr\Rng et Ptl1 = (PhR)'¢c P'™

NRES Ql D'aprés le lemme 4 Ql est P!-primaire i gauche.

Lemme 6 : Soit PP = RSP = PRS PP est l'idéal maximum de RS et tout idéal contenant

Pf, est Pp-primaire d gauche.

PR -1 .
Démonstration : L'ensemble des &léments de la forme s p,p€ P,s €S forment un idé&al

de RS (utiliser le lemme 1). Tout &lément de RS non contenu dans cet idéal est de la

forme s~ *s',s€ S,s'e S donc est inversible dans RS. Ainsi tout idéal propre de RS est

contenu dans cet idéal égal d'ailleurs & RSP = PR,. Remarquons que R, est noethérien

S S
INR). Soit I un idéal contenant P;

(car tout idéal I de R_ s'écrit RSI' avec 1

S
et soit @ un idéal premier associé 3 I [4] On a P;SISQ (I est bilatére) donc
Q= PP' Le seul idéal premier associé 3 I est PPe Par ailleurs PP est le seul rési-

duel 3 gauche propre premier de I car I'. Y = A avec Y¢I entraine AYcI et I &tant
bilatére ADI2 P,z, donc A - PP’ et PP est idéal premier minimum contenant I de sorte

que I est Pp-primaire ([41,th 5.1).

Proposition 1 : Soit R un anneau vérifiant les conditions du début de ce paragra-~

phe (noethérien, & élément unité, sans diviseurs de zéro, dont tous les idéaux (a
droite, & gauche) eont bilatéres). Soit P un idéal premier de R tel que'(;:\ P(n)= [0}
et tel qu'il n'y ait pas d'idéaux P-primaires entreP et 1.’(2)5 Soit S = R~P . Pour
n=1,2, . ona, a désignant un élément convenable de R indépendant de n,

P; = Rsan = anRS et P est un idéal premier minimal de R non nul (c'est & dire Q pre-

mier non nul et QCP entratne Q = P). Les idéaux propres de R, sont Pg,n = 1,2,...

S
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Démonstration - On a P; # P, sinon (3 P; # 0d'ou . 5 (P;nR) #0; orona

d aprés GOLDIE ES] p;r\R = P(n), 1'anneau local associé par GOLDIE 3 P é&tant ici RS.
On aurait donc fﬁ p(m) 0, contrairement 3 1‘'hypothése. Soit alors aePP et a#P;
et 1= P; + Rsa ; I est Pp—prlmaire (lemme 6), INR est P-primaire '(.lemme 5) conte-

2 2
nant P;OR = P( ) donc INR =P oulInRkR = P(z) et 1= RSP = PP ouls= RSP(Z) = PP

. . “ . , 2
. Mais ceci entraine I = PP car aﬁ?rz,. Ainsi on a PP PP + RS

déduit d'aprés le lemme de NAKAYAMA (cas non commutatif) P", = Rsa. De méme PP = aRS

a, d'oi 1'on

_ N F n
et pourn-l,Z,...P;-aRS Rsa.

n

Tout 1déal de RS est un PP n=1,2,. . En effet soit I un idéal de RS engen~

- . _ _ r; . . I
dré par a, 1= l,...or. On a a, =a.a 1, aiglPP ; soit T 1nf(r|,..-.1‘n)

r2-r r-r l.’1

_ 1 . .
I = (Rsa] + Rsaza ‘... Rsara )a et o, est inversible dans RS donc

o

I-= Rsa ; RS ne contient donc qu'un seul idéal premier non nul et par suite P ne

contient aucun idéal premier non nul, car autrement soit Q@ cP un idéal premier non

nul, QRS = RSQ serait premier dans RS Eout élément de QRS s'éerit qs-l, qe ¥, s €S
-1 -1 - -1 .y -3 -3
Alors, as bs € QRS et a,b%Q entralnent as b € QRS et, si l'ona 8 b =25dbr ,
-1
T €S,ab € QRSnR, ab = qy8, = T€ R, q; = rsle @ donc r€Q et abeQ,a,be contrai-

rement a4 1'hypothése @ premiea. Dés lors QRS = PRS entraine @ = P .

Propceition 2 : Avec les hypothéses de la propositiom précédente, Ry est un ordre

maxtmal du corps des fractions K de R.

Démonstration : Cela résulte d‘un résultat de ASANO ([2], th 2,9), compte tenu que
tout Rs-idéal est inversible. Démontrons ce dernier poipt. Soit T un Rs-idéal, 1l

existe A€ RS tel que AT _c_RS, AT est visiblement un idéal & droite de Rs donc bilatére
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oL, . -1
(lemme 2) done AT = R_x= xR_, xeRS-{O} (proposition 1). Soit T = A st, posons

S S
% -1 -1 -1 - x _,-l -1, o -1 -1, .
T = Rgx A onar"rsnsx Ao A 'xRg = Rg et TTW = A xRRX A = A Rgxx A
A-IRS)\ = )\-IXRS = RS- RS est un ordre maximal régulier puisque l'on a VxeRs
Rsx = xRSg
Théoréme 1 : Soit R un anneau sans diviseurs de zéro, noethérien, dont tous les

idéaux d droite et tous les idéaux A gauche sont bilatéres, et d élément unité.
R est un ordre maximal régulier de son corpe des fractions K 8i pour tout idéal
principal de R, Ra, a€R, a # 0, et pour tout idéal premier P associé Q Ra, il n'y

P(n)

a pas d'idéaux P-primaires (d gauche) entre P et P(z), et st L'on a Q = 0.

Démonstration : Il est bien connu d'abord que R admet un corps des fractioms [l] .

Soit P un idéal premier associé i Ra. D'aprés les propositions 1 et 2, Rs pour
S = R-P est un ordre maximal de K et P est un idéal premier minimal de R. soit
Ra = f?j Xi une décomposition r&duite en idéaux tertiaires de Ra, Xi étant

Pi—tertiaire donc Pi-primaire (2 gauche) puisque Pi est minimal (i = 1,...,n).
Donc tout idéal principal non nul est intersection d'idéaux primaires dont les
radicaux sont des id@aux premiers minimaux (condition C2 du théoréme II,9 page
98 de la thése [3]). Par ailleurs tout id&al premier minimal Q de R est idéal

n

premier associ& & Ra pour a€ @, a # O : en effet de Ra = Q Xi, XiPi-primaire,

i=n p,.

on déduit TT PilgRa cq donc Pi = @ pour un i, Ig<ign. Donc pour tout P premier
i=1

minimal, S = R-P, Ry est un ordre maximal (condition C3 du théoréme 11,9 de la

thése [3]). Enfin pour tout ordre R' dans K contenant R et pour § = R-P, P premier

minimal on a Ri, = PR' d'aprés le lemme 3 (condition C, du théoréme II 9, de 1la

thése [3]). D'aprés le théoréme II 9, de la thése [3] on peut alors affirmer que

R est un ordre maximal dans K.



Ordres maximaux,... 89

Dans tout ce qui suit et jusqu'i la fin de la premiére partie, R, qui est
toujours un anneau 3 élément unité, sans diviseurs de zé&ro, noéthérien, est de plus

un ordre maximal régulier de son corps des frations, qui, sauf au lemme 7, a tous

ses 1déaux 3 gauche et tous ses idé&aux 3 droite bilatéres.

Lerme 7 : Scit P un idéal premier minimal de R, on a :

P =0
i

n=«
Démonstration : Soit K = f\ P". Si K est non nul, désignons par X la classe de
n=1

A idéal de R, modulo l'équivalence d'Artin R (cf.[Z] ou [3]). Ona K# R car

K =R entrainerait P = R, ce qui est impossible (cf.[3], lemme’ II,1 page 97). On

_ P

P -_ —_
pourrait alors écrire. K = Q] <@ TeP et @, = P par exemple, Qi 1= 1,...,T

1

et P étant des &léments premiers dans 1'ensemble des classes (théoréme I1I,5 page 93

de la thése [3]). Comme on a K&? ™ pour tout n entier naturel on peut &crire

_p.*l P, _P _P _ P _P —

P! 2°P ! 92 Z.U.Qr T oet P_D_QZ 2"’Qr ¥ donc P = QJ. pour un j, 2gjgr . Or ceci
est impossible car on a 51'. # Ej pour i # j, i,j=1,...r. I1 y a contradiction et
K = 0.

Lemme 8 : p(m) e¢st le plus grand idéal de la classe P® modulo R et l'on a

M p(n) _ 0, P désignant un idéal bilatére minimal non nul.

Démonstration : D'abord les P(n) sont tous distincts pour n=1,2... En effet, si

1'on avait P(n-i) = P(n) cela signifierait (cf.[S] proposition 3,3)

o *
GP(n)FE pin ])P pour des idéaux F et G convenables appartenant & F(-)Passons

aux classes modulo R, compte tenu de P(n) = P(n-]), il vient :

6P Fep™ P o G.Fc P et G.FEP puisque P est maximum dans sa classe
modulo R (c£.[3])-

(#*) F est ici la famille des id@aux qui rencontrent S .
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Soient seF, s'€ G, s et s' appartenant & S, on en déduit ss'€ P, ce qui est

\]
impossible. On ne peut donc avoir P(n) # P(n ) avec n #n'.

P(n)

Deuxiémement, est le plus grand idéal de la classe de P* modulo R.

P(n)

En effet, on sait d'aprés GOLDIE (Eﬂ, théoréme 4,3) que est P-primaire

des deux cStés, n = 1,2,... Les idéaux P(k) sont donc les plus grands id&aux de

leur classe P(k)modulo R, k = 1,2,... Les classes P(k), k=1,...,n sont des classes

P-primaires contenant P° (cf. |3], théoréme II,6 page 94 et lemme II,l); ce sont
P

P p(k)

donc des classes parmi les Pk, k=1,...,n. Comme les classes
=k
pl) 7 o P(k)

sont distinctes,

on a 1l'égalité est élément maximum de la classe Pk, k=1,...,n.

On montre alors en remplagant Pt par P(n), comme au lemme 7, que l'on a

o

M P@® -,

1

Lemme 9 : Avec les hypothéses précédentes on a pour n=l,2,...,RSP(n) - P(n)R

n _ (o
RP" = PRy (PP) .

S

Démonstration : L'anneau local associé par GOLDIE & P dans 1l'article [5] grace

3 la condition [1\ P(n) = 0 est R,. En appliquant les résultats de GOLDIE ([5],

S
théoréme 4,6) on peut &crire : p(™) (Pp)n(”\R d'ol résulte P(n)RS = RSP(n) - (PP)P
car on peut montrer que si I est idéal de RS’ INR = I' est idéal de R tel que

RSI‘ = I. I1 reste 3 établir (PRS)n = PnRS= Soient x.€ RSP - PRS pour i=1,...,n

i=n
.y =1 -
et considérons |] x.-Ona x, =s, p, = p!s! avec p. et p! appartenant a P
j=f I i i*fi il i i

. -1 =1 -1
et si,si appartenant & S. On peut &crire x x, = p;s; 8, Py = P;T 'p, avec

-1 e e m w1 v " ‘ - 1
T = szsle S. Or t Py s'écrit 3 son tour p'T , T'€ S, p"e P et xlx2 plpzr .
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On peut appliquer ce raisonnement 3 X XKy ooy X Xy n e X On obtient finalement
-1
X X

= " " -~ " "
Xp- X = PP, . Pl Y . 8vec ve S, P,s>Pys-<+»P; appartenant a4 P, On a donc

X oo X YE P?  donc X, X € PnRsr L'inclusion Pn'RSQ(PRS)n est immédiate.

Théoréme 2 (réciproque du théoréme 1) : Pour tout idéal premier associé 4 Ra =
aR, a # 0, aeR 17l n'y a pas d'idéal P-primaire strictement oompris entre P(Z)et P.

De fagon générale lee seule idéaux P-primaires entre P® ot P aont P(n), P(nml),.h,l"e

Démonstration : Rappelons que les idéaux P-primaires sont maximaux dans leur classe

modulc R et celles—ci sont distinctes de la classe de R car P est premier minimal
[3]- La classe d'un idéal P-primaire contenant P? est donc de la forme P pour un

certain k, lgken . Un idéal P-primaire contenant P est donc &lément maximal de la

classe P pour un certain k, lgk<n; c'est donc P(k).

Remarque : Il existe des ordres maximaux dans K, noethériens, sans diviseurs de zéro,
dont tous les idéaux 3 gauche et 3 droite sont bilatéres et qui ne sont pas obliga-
toirement commutatifs : Soit ® un domaine d'intégrité local régulier complet de di-
mension 1 et soit K son corps des quotients. Soit A un corps (gauche), algébre
centrale simple sur le corps K . Si A est un ordre maximal de A , alors A est

sans diviseurs de zéro, noethérien, 3 1déaux & droite et idé&aux 3 gauche bilatéres

[cf. [10]-‘cor011aire page 14 et th.3 - 11 page 13; cf. Dl] Satz 12 page 100],

Complément : Le lemme 8 et le théoréme 2 sont valables aussti pour un ordre maximal

régulier, sans diviseurs de 3éro, noethérien (sans L'hypothdse que tous les idéaux

sont bilatéres,.
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Dans cette deuxiéme partie R désigne un anneau, 3 €lément unité, non néces-
sairement commutatif, noéthérien, sans diviseurs de z&ro, ordre maximal régulier
de son corps des fractions K, vérifiant la condition (C) suivante (sauf au théo-
réme 6).

(C) : pour tout idéal premier non nul minimal P de R, tout idéal & gauche
P-primaire et tout idéal 3 droite P-primaire est contenu dans P.

La condition (C) est en particulier vérifide lorsque tout idé&al & gauche
(et tout idéal 3 droite) P-primaire est bilatére. Nous utiliserons le thé&oréme

suivant ([3] page 96, th.2,8).

Théoréme O : Soit R' un ordre maximal, régulier, noethérien, sans divisewrs de zéro.
Soit a, a#0, a€ R, Ra (respectivement aR) est intersection d'idéaux A gauche
!respectivement d droite) primaires (au sens de LESIEUR et CROISOT [4]) dont les

radicaux sont des idéaux premiere bilatéres minimaux non nule de R.

Dans toute la suite nous dirons id&al pour idéal bilatére. Soit P un idéal pre-
mier de R et S = R-P . Rappelons que si I dé&signe un idéal 3 gauche @-primaire,
Q@ désignant un i1déal premier, il existe un entier naturel p tel que Qp_C_I (cf. [4]
propriétés 5,5 et 5,6 et théoréme 5,1) et si § est premier minimal, la condition

(C) entrafne 1IS&4&.

Théoréme 3 : R vérifiant les hypothéses de la partie II, S est un sous—demi groupe

multiplicatif de R et R vérifie la condition de Ore des deux cdtés par rapport a s,
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Démonstration : Solent s et s’ deux éléments de S, nous allons &tablir que ss

appartient 3 S Appliquons le théoréme (0) :

n

Rs = &:) X, X.1 1déal & gauche Pi-prlmalre, i=1,...,r
.
‘R - : - = = :z Vel : P '
s' R = {:) Xl, Xi 1déal 3 droite Pi primaire, 1=},...,Tr",
il existe des entiers P, et pj , 1=i,...,f, j=1l,...,r"tels que :
r o 1=r j=r’ D! r'
T P.lgm X. =Rs; 11 Pric () x!=s'R
i=} ! 1=t j=1 1 j=1 3

Si ss' appartient 3 P, on a Rss'RCP et par suite
i=r j=r’ .
T &) T 5
Pi . PJ.J € idéal engendré par Rss'RCP.
i=] =1

On en déduit de 13 que 1'un des P; ou 1'un des Pi est compris dans P. Mais ceci
entraine que s ou s' appartient & P contrairement & 1'hypoth&se. Ceci &tant, mon-

trons que pour tout s appartenant 3 S, il existe un s' appartenant & S, tel que
PP P

i=r i=r
P. .
RsDs'R : on a établi plus haut W Pil_c_ Rs. Supposons que W Pil appartienne
i=1 i=1

a P, on en déduirait que l'un au moins des Pi serait contenu dans P dounc aussi Rs
contenu dans Xi donc dans Pi (condition (C)). Il existe donc s', s8'€ S, tel que
n
Py
s'RE TT P. € Rs.
je1 1

On démontrerait de méme que pour tout s appartenant & S, il existe s'" appar-

tenant & S tel que sRDRs".

I1 est facile de démontrer pour terminer que R vérifie la condition de Ore des

deux cOtés par rapport 4 S : démontrons par exemple qu'étant donnés a non nul ap-
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partenant 3 R et s appartenant 3 S, il existe a' appartenant 3 R et s' appartenant
a S tel que as' = sa'. Il suffit de se rappeler que, d'aprés ce qui précéde il

existe s'€ S tel que sRDRs'.

Corollaire 1 :— Si M est un idéal A gauche de R, on a :

Mp = {xeK|] s €S, sRxcM} = {xeK|JFs'€ S,s'xeM},

et My, est un idéal & gauche de 1'anneau Rp.

- 51 M est un idéal @ droite de R, on a :

PM = {xeKla s€S, xRseM} = {xeK|J s'€e S,xs'ec M},

et PM est un idéal 4 droite de 1l'anneau RP = PR noté ausst RS.

Démonstration : Démontrons d'abord que RP est un sous-anneau de K : soient x et y

-

appartenant & RP’ il existe s et s' appartenant & S tels que sRxCR,s'RycR. Comme

sRs'¢ P, il existe TR tel que sts' n'appartient pas & P. On peut écrire alors :

st8'R(x+y)< s1s'Rx + sTRgsRx + s1RER et x+y appartient 3 RP'

Considérons maintenant xy. On a, y' désignant un &lément de R tel que

siys"E S’ s'y"styE s\fy"RySszyE Rc

En s’inspirant de cette démonstration, le lecteur &tablira de m@me que MP est
un idéal a gauche de Rps M désignant un idéal a gauche de R. Finalement de sRxg M,
nous déduisons sx€M puisque R posséde un &lément unité&. Réciproquement de sx e M,

s € S nous déduisons successivement Rsxe M et s'Rx€M, avec s'e S tel que Rsa s'R,
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Il est bien connu que la condition de Ore des 2 cOtés par rapport 3@ S entraine

1'existence d'un anneau de fractions au sens ordinaire de R selon S, moté& R_ : R

S S
est 1'ensemble des &léments K de la forme as-],aeR,se §; on a donc RS = PR; on a
de méme Rs = RP Remarquens que si M est un idéal 3 gauche de R, on peut é&crire
MP - RSM

Dans toute la suite de l'article P désignera un idéal premier bilatére minimal

non nul de R.

Propostition 3 (ASANO |6-| ) : Rpestun ordre maximal régulier.

Démonstration : Le lecteur est prié de se reporter 3 l'article r6:j page 25, théo-

réme 5,4 (la démonstration de ce théoréme donnée dans le cas od R est un demi-
groupe se recopie lorsque R est un anneau) Dans le cas particulier od R est un
anneau dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux, ce résultat se trouve

aussi dans L’Z] (théoréme III-13).

n
Lerme 10 : Soit M = ( \ xi avee xi, i=1,...,n, et M désignant des idéaux d
i=|

n

gauche. On a My = Q (Xi)P' St de plus X, est Pi-pmmazre avec Pi¢ P, on a
n

Démonstration : De Mf X; résulte My S(X;)p pour i=1, - ,n, donc Mpc Q (X )p
Soit maintenant x € ( ) (xi)P ¢ pour chaque i=l, ..,n, 11 existe sies tel que °

i=}

sixe xi, Il est facile d'établir par récurrence sur n, grace 3 la condition de Ore
3 gauche, l'existence d'éléments ., appartenant 2 S tels que y = a8, = . =as.,
n

avec YES- On en déduit yxexi, i=l, - .,n donc yx € /M) Xi et xeMP. La deuxiéme
1= )
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partie du lemme est démontrée au lemme II,2 page 98 de la thése ¢3].

Lemme 11 : Si A est un idéal de R maximal dans sa classe modulo l'équivalence

d' Artin R, on a :

AP = PA = RSA = ARS ; en particulier on a PP = PP.

Démonstration : De sRxcA on déduit RsR . RxRc A en désignant aussi par RsR 1'id&al

engendré par RsR dans R. En passant aux classes des idéaux modulo 1'équivalence
d'Artin R dans R (on pourra se reporter pour les définitions et les propriétés rela-

tives & 1'dquivalence R i 1'article [7] ou [3]), on obtient : RsR.RxRcA donc

'i'xn"'sﬁ'i",x + A.RsR ! et RxR.RsRg A et RxR.RsRc A puisque A est maximum dans sa
classe modulo R : par suite x appartient 3 PA et réciproquement. On a .donc ‘AP = PA"
Comme P est maximal dans sa classe modulo R ([3] chapitre III, théoréme II,5 et
lemme 1I,1), on peut appliquer au cas particulier P = A,

Lemme 12 : Y a€R, R.a = (Ra)p -

S

. . . - -1
Démonstration : Si x appartient 3 R,a, ona x = s }a,A€R donc sx¢Ra et

S
Rsae(Ra)P.. Soit x€ (Ra)P, il existe s€S tel que sxg¢Ra, donc x = s-lAa pour A€ R

et X€ Rsa, (Ra) P,C_Rsa ;

Lemme 13 : pour n=1,2,... (Pn)P = (PP)n = (PP)n.

(La démonstration est la méme que celle du lemme 9).
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Prcpogition 4 : Ry est un anneau noethérien ; PP est son plus grand idéal 4
gauche et aussi son plus grand idéal d droite- PP et '0) sont les seuls tdéaux
premiers de Rs. Il y a une zorrespcndance entre les idéaux d gauche propres

i@ drcite prcpres; de R, et les idéawx 4 gauche 'd droite) ne rencontrant pas $ :
1 idéal A gauche de Rg—r 1" = INR
1' 7déal 4 gauche de R—1 = RSI',

de plus 1 désignant un 1déal & gauche de RS’ ona 1= RS(I N R).

Démonstration : Soit I un idéal & gauche propre de R., I' = R/ I est un idéal &

S!

gauche de R. On a IQRSI'. Soit i = s laeI,aeR,se S. On peut écrire si = ael’

et 1GRSI' D'ailleurs I' ne rencontre pas S sinon on aurait I' = Ry Si I' est

maintenant un 1déal 3 gauche de R ne rencontrant pas S, R, I' est un 1déal a gauche

S r .
de R, propre car s1 ! appartient 3 RSI‘ on peut é&crire 1 = Z o aji.'i avec
=1

i:'ié I',ajeR,st-S pour j=1,...,r. On a vu au lemme 10, au cours de la démonstra-

tion, l'existence de y,ye S, tel que :

y=os = ... =as , ajGS_- J=l, -,

r

-1

Dés lors y = 2 Ysj'a.ia €1', ce qui entraine une contradiction.
i=1

Le fait que RS est noethérien se démontre comme dans le cas commutatif Cher-

chons les id&@aux premiers de RS" Démontrons d'abord que PP est le plus grand idéal

8 gauche de Rs : Soit I un idéal a gauche de RS’ I# RS,I‘ = INR ne rencontre pas

S donc est inclus dans P et on a I = R 1'c RSP =P

S P

Comme PP - PP (lemme 11), PP est aussi le plus grand idéal i droite de Rg.
Soit Q un idéal premier non nul de Rg donc compris dans PP' On veut démontrer

Q= PP.. Soit Q' = QNR, 0£Q'cP. Démontrons que Q' est complétement premier dans R
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-

(ab€qQ',a,b€R entrafne a ou b appartient & @').On peut supposer d'entrée que
a et b n'appartiennent pas & S, car si 1'un d'eux par exemple a appartient & §,
de abc @', on déduit be @ donc b€ @’'. Supposons donc que a et b appartiennent

3 P et qu'ils n'appartiennent pas 3 §' : de abc @', on déduit (Rsa) b € @, done

n
(Ra)P.b_C_Q (lemme 12). D'aprds le théoréme O, on peut écrire Ra = M Xi, Xi Pi-
i=1
n
primaire i=1,...,n, et d'aprés le lemme 10, (Ra)P = ﬂ(xi) ; puisque l'on suppose
i=1 P

que a appartient & P, 1'un des Pi’ par exemple P'l’ est égal & P. D'aprés le lemme 10
P p
on a (XI)P = (Ra)Pn Comme P lg X1 pour un certain entier naturel P,»> on a (P ]}PS
DNa fiee .

. - A . A
(XI)P et d'aprés le lemme 13 (P p PP < (X])P. Si 1'on avait (PP €qQ, on
déduirait @ = PP c'est 3 dire ce que nous voulons établir. Supposons donc (PP 1

. . 1 Pl o

#Q, il existe alors a’', a'#Q R a'G(PP)P donc a'RSE(PP) S(XI)P' On a donc
a'Rsbs(Ra)

nalement @' est complétement premier dans R. Il est donc égal a Pet @ = P

Pb €Q avec a' et b n'appartenant pas 3 § : il y a une contradiction. Fi=-
p’

Lerme 14 : Soit X un tdéal 4 gauche P-primaire de R, P désignant rappelons le un

idéal premier minimal de R, on a :

Démonstration : Elle a &té fait sous des hypoth&ses plus géné&rales au lemme II,2

page 98 de la thése [3]

Proposition § : Soit T un idéal non nul de R, R§/T est un anneau d idéaux 4

gauche tous principaux et 4 idéaux 4 droite tous principaux.
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Démonstration : JACOBSON a démontré (cf- [7] théoréme 24, pages 128 et 129) que

si L est un ordre maximal régulier noethérien vérifiant la condition de chaine des-
_ L . . R

cendante affaiblie pour les 1déaux (c'est & dire que toute chalne descendante

U Y ) . . .. .
d'idéaux”de L contenant un 1déaf’donne s'arréte au bout d'un nombre fini d‘'idéaux),
pour tout i1déal T de L, L/T a tous ses id@aux 3 gauche principaux et tous ses
idéaux a droite principaux. Or Rs est un ordre maximal régulier noethérien, sans
diviseurs de zéro, ne possédant qu'un seul idéal premier non nul Pp qui est d'ailleurs
le plus grand 1déal 3 gauche et le plus grand idéal a droite de RS On sait alors

' s < . . - C o )
qu'il vérifie la condition de chaine descendante affaiblie pour les idéaux (cf. Bﬂ,

théoréme 2,16) et on peut appliquer le théoréme de JACOBSON a RSc

Théoréme 4 : Les seuls idéaux d gauche irespectivement & droite, non nuls, de Rg
sont ies P; n=0,1,2,.. : ainsi tous les idéaux d'un c3zé de RS sont bilatéres.

Enfin 11 existe un élément a,a€ R, tel que R a" = anRS = Pg, n=1,2; ...

S S

Démonstration : D'aprés la proposition 5,‘§S = Rq/P% est un anneau & idéaux 3
gauche (respectivement 3 droite) tous princlpaux et Pp/Pg = KS;’ ae€ iS On a donc
Rsa + P% = pp et d'aprés le lemme de NAKAYAMA PP » Rsa Soit I un 1déal a gauche
propre non nul de RS, I contient Pg pour un certain n puisque pour i€ I, 1%#¥0 Rsl
?st Pp—prim§ire (théoréme 0). On a donc I/$2+! ='E§Z', en posant a'€ I et

‘E; = RS/P2+1 - On peut &crire successivement I = R.a’ + P;’! = Rga + PP Pg € Rga
+ PP . IC€I, donc 1 = RSa' + PPI’ et d aprés le lemme de NAKAYAMA, I = Rsa' Mais

- - . . X
a' appartenant a Pp s'écrit aa = a' et il est aicrs facile de prouver que I = Rsa

. . . r .
pour un édtier naturel r. En particulier on a P, = Rsapspg; si 1'on avait p>r,
P T . r P - n
on en déduirait PP - PP mais cela entratnerait /) PP # 0, contrairement au lemme
i

x

7. On a donc plr et cec! entraine p=r (démonstration par récurrence sur p, pour

p=l, on a évidemment r=1) Le théoréme s‘en déduir alors facilement
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Théoréme 5 : Tout 2déal 4 gauche !respectivement d droite, de R est bilatére :

Démonstration : Nous considérons un idéal 3 gauche P-primaire, P premier minimal,

X. D'aprés le lemme 14, X = RSXI'\R° D'aprés le théoréme 4, RSX est un idéal bilatére
de Rs donc X est un idéal de R. Soit alors Ra = fi xi,a €R, a#0, une représenta-
tion de Ra comme intersection d’'id&aux i gauche P:-primaires, théoréme O, Pi premier
minimal 1i=1,...,n. Chaque Xi est bilatére et par suite Ra est bilatére. On d&mon-

trerait de méme que aR est bilatére, et par suite tout idéal d'un c6té de R est

bilatére.

Théoréme 6 : Soit R un crdre maximal régulier, nsethérien, sans diviseurs de zéro
Les conditicns suivantes sont équivalentes :

1) - Tout idéal d'un 26té (& gauche, d drcite est bilatére
2) - Tout idéal d'un c®té P-primaire, P premier minimal, est compris dans P

3) = Pour tout idéal premier minimal P de R, soit S = R - P, Pour tout s
appartenant 4 S, il existe s° er s" appartenant d S tels que RsDs'R

et sR2Rs".

4) - Tout idéal 4 gauche prineipal {resp. d droite priveipal! est eompris doms

chacun deg idéaux premiers qui lut somr asszciés.

Démonstration :

N=2) : Si X est un idéal & gauche par exemwple, P~primaire, P premier mjpissl
on 4,X -REP. En particulier si X est bilatére on a X".R = X et

X est compris dans P.
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2) == 3) : Voir le théoréme 3 et sa démonstration.

3)==> 1) : Les résultats obtenus aprds le théoréme 3 sont valables sous 1la
condition de 3) remplagant celle de 2) le théoréme 3 &tant alors
valable sous la condition supplémentaire que P est premier minimal
non nul. En particulier le th&oréme 5 est vrai.

2)=> 4) : Immédiat par application du théoréme O.

11 suffit de remarquer que 1l'@tude faite & la partie II est vala-

4) = 1)
ble sous 1'hypothése 4) au lieu de 2), le théoréme 3 restant

exact alors.

- IIT -

Lemme 15 : Soit A un anneau non nécessairement commutatif, sans diviseurs de zéro,
noethérien, K son corps des fractioms, B un sous-anneau de K ccntenant A, L'injec—

tion canonique o : A+ B est un épimorphisme d'anneauz.

Démonstration : Soient B8, et B, : B -~ C deux morphismes unitaires d'anneaux tels
que B;8 = B,a . Soit beB , bk0, on peut trouver a€ A et s€K , sfO tel que
a =bs donc B;(bs) = B,(bs) et B;(b)B,(s) = B,(b)B,(s) = B,(b)B,(8) ; en multi-

pliant & droite par Bi(s—l) il vient B8;(b) = B,(b) domc B, = B;.

Lemme 16 : On garde les mémes hypothdses qu'au lemme précédent. On suppcse de plus
que B est plat en tant que A-module d& droite et en tant que A-module d gauche. Soit

£3 un idéal bilatére de B. Suppcsons que A soit un crdre maximal de K, alors on a

qa;/t:ao
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£. - (xe K|fxechs=Ber B .= (xex|x #cb) = B.

Démonstration : D'aprés un résultat de SILVER [:(13) prop.l,6 page 4-8:1 on a £=MQAB

= BBAUL avec K= £GA<. D'aprés un lemme de HARADA [(14),1emme I page 62j on a
£¢"£= Homﬁ(g-,ﬂ), en identifiant x€K au morphisme x qui & beB fait corres-

pondre bx , et de mé€me g ﬁ = I-lom.;(ﬂ,ﬁ)c

Or d'aprés BOURBAKI E(lS),prop.l page 106]- il existe un Z-isomorphisme entre

r, : N r =i . , . s r, .
Hom.B(UtOB,FOUL) et HomALUL,HomB(B,BOUL)_I : cet lsomorphisme associe & he.Hom.B(BC(x,
BA W), h' application linéaire de R dans Hom;(B,BO k) = BB, qui 3 xeW associe,
Vye€B, h'(x)y = hxy (on identifie OlOAB i (B et BOAUI i Bot) donc h'(x) = hx. Par
ailleurs d'apras BOURBAKI [(16) prop.10 page 38] il existe un Z-isomorphisme entre

T : r . . . .
HomA(UL,BGAUl) et BOAHomA(Ut ,t) qui & h' application de ¢ dans BﬂAU'- "associe yeu,
yeB , ueHomZ(ut,UL) tel que :Vxew, h'(x) = you(x) = yeux donc hx = yux et
h = yu. Ainsi BOA homZ(UL,UL) s'identifie 3 Hom;(g,,ﬁ') et A €tant un ordre maximal
de K, on a HomZ(Ut,U'-) = W' W= A et B = Hom;(ﬂ,ﬁ') "y " & . on obtient de

méme £.°'£ = B.

Théoréme 7 : Soit A un anneau sans diviseurs de zérc, noethérien, ordre maximai

de son corpe des fractions K. Soit wn sous-armeau B det‘K econtenant A, piat en tant
que A-module d droite et A-module d gauche, dont tous les tdéaux (4 druite, d gauche,
sont bilatéres, alors B est un anneau noethériern, sans diviseurs de zéro, crdre maxi—

mal de K.

Démonstration : Le fait que B est noethérien résulte de l'articie [ 15[ {prop. 1,6

page 48). Soitﬂ un B-1déal, il existe A€ B tel queeki B donc 1l existe un 1idéal
ﬁ' de B tel que £ =£'l-],-, On a alors #' " . &' = {xel(jxﬁ'gﬂ' ):‘e" £
En appliquant le lemme i6 on trouve AN TR £-3 on démontrerait de méme

5.‘ ﬂ = B. Ainsi B est un ordre maximal de K.
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Remarque : Le théoréme 7, appliqué au cas ol A est commutatif (dome aussi B/,

redonne wn résultat de J. MARCT [17].
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