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LOCALISATIONS EXACTES ET LOCALISATIONS PLATES

Michel HACQUE

Etant donné un anneau A, avec élément unité, soit A = ModA la catégorie des
modules unitaires & gauche sur A.

Une localisation dans A peut 6tre caractérisée par 1'une des données suivantes :

(a) Une sous catégorie localisante C de A,

(b) Un ensemble F topologisant et idempotent d’'idéaux & gauche de A.

(c) Un systéme localisant (L,Y¥) constitué par un foncteur localisation

L exact & gauche de A dans A et un morphisme fonctoriel ¥ : I,—3L
. 2
tel que YL et LY soient des isomorphismes fonctoriels de L sur L,
(d) Une sous catégorie locale L de A, c’'est-a-dire une sous catégorie
pleine de A, telle que le foncteur canonique ¥ de L dans A admette
n
un adjoint & gauche T, qul est un foncteur exact & gauche de A dans L.

(e) Une mono sous catégorie M de A,

La terminologie utilisée est celle de [i] et de [ﬁ]u

~y
Lorsque ces données caractérisent une méme localisation L dans A, ellas sont

reliées, par exemple, par les conditions suivantes :

L'ensemble F est constitué par les idéaux 3 gauche I de A, tels que A/I
soit un objet de C. Réciproquement, la sous catégorie localisante C de A, est la
sous catégorie pleine de A, caractérisée pér les objets F-négligeables.

La sous catégorie locale L de A est la sous catégorie pleine des A, carac-
térisée par les objets de A invariants pour le syst@me localisant (L,¥), c’est-a-

nJ
dire par les objets M pour lesquels Wm $: M —> LM est un isomorphisme et alors T



88 Localisations exactes et localisations plates

est caractérisé par : L = %?i‘

Réciproquement, le systeme localisant (L,Y¥) est caractérisé par : L =‘§¥ et
¥ est le morphisme fonctoriel d’adjonctian,

La sous catégorie locale L de A est la sous catégorie pleine de A caractérisée
par les objets C-fermés. Réciproquement, la sous catégorie localisante C de A est
le noyau du foncteur localisation L ou du foncteur‘?.

La mono sous catégorie M de A est la sous catégorie pleine de A caractérisée
par les objets M de A vérifiant FM = 0.

Réciproqusment, la sous catégorie locale L de A est la sous catégorie pleine

de M, caractérisée par les objets purs de M,

A/
Dans la suite, la localisation L sera caractérisée par l'une quelconque de

ces données.

De plus, soit T le foncteur canonique, exact, de A dans la catégorie quotient
A/C. Soit Ar 1'opposé de 1'anneau des endomorphismes de TA dans A/C et soit
WA :t A=) Af 1'homomorphisme d'anneaux défini par T, en identifiant A & 1’'opposé

de 1'anneau de ses endomorphismes dans A. Soit AF = ModAF la catégorie des modules

& gauche, unitaires, sur Ap et soit (WAL* le foncteur restriction des scalaires

de AF dans A,

I1 existe un foncteur S’ de A/C dans AF caractérisé par la condition suivante
pour un objet P de A/C, 1'objet S'P de AF est le groupe abélien HomA/C(TAuP] muni
d’'une structure de AF-module a gauche par la composition par les endomorphismes

de TA dans A/C.

Le foncteur section S = (WA]*~S' de A/C dans A est unadjoint a droite au
foncteur T et il est possible de supposer que : L = ST = [WAI*S°T.

Le A-module 3 gauche défini sur 1'anneau AF par WA est donc [wAL‘°AF= LA
noté également AF.

Plus généralement, tout objet M de A dStermine un homomorphisme :

WM t M— MF = LM.
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Le module Pleeut étre caractérisé par :

MF= lig Hom(I,MF M)
IeF

et‘!’1 ect alors la limite inductive des homomorphismes canoniques de M= Hom(A,M)

dans Hom(I,MAF M].
Soit p : A—2 A' = A/q 1°’homomorphisme canonique de 1l'anneau A dans l’anneau
quotient Q' de A par 1'idéal bilatére@ = FA.
L'idéal bilatére (= FA de A est le noyau de 1'homomorphisme :
: A—>
¥p P AT AL

de 1°'anneau A dans l’anneau localisé AF de A pour F, dont le module sous-jacent

peut étre caractérisé par :

AF = lig Hom(I,A')
IeF

1. Localisations exactes

D'aprés le corollaire 3 de I}] (p. 369), 1l'exactitude du foncteur localisation

L est égquivalente & l'exactitude du foncteur section S.

,‘d o ©
1.1 Définition : Une localisation | dans A est exacte, si le foncteur localisation

L (ou le foncteur section 5) est exact.

1.2 Proposition : Avec les notations précédentes, il y a équivalence des conditions
sutvantes :
(a) La localisation ?_l est exacte,
(b) Si M est un sous objet de Q et e M et Q eont des objets de L, alors
Q/M est un objet de L.
(e) Ext?(N,M)= O pour tout objet N de C et tout objet M de L.
(d) ExtI(I,M] = 0 pour tout 1€F et tout objet M de L.
(e) Pour toute suite exacte de la forme

0—>M > § —b—> P —> 0
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dans laquelle M et Q sont des objets de L, pour tout J&F et tout
ue Hom(J,P), 72l existe I &€F, avec I1CJ et ve Hom(I,Q) tels que pov
ecotneide avec la restriction de u ¢ I.
L'éguivalence des conditions (a) et (b) résulte de la proposition 7 de [1}
(p. 376).

Pour tout objet M de L, une enveloppe injective Q de M dans A est aqssi un

objet de L. Tout objet N de C détermine une suite exacte :
Extl(N,0)—> Extl(N,Q/N)—> ExtZ(N,M)—> ExtZ(N,Q)
dans laquelle les termes extrémes sont nuls puisque Q est injectif.

La condition (b) entraine que Q/M est un objet de L. D'aprds le corollaire
4-4 de [2], il en résulte Ext (N,0/M) = O, ce qul implique Ext%(N,M) = 0. Ainsi,
la condition (b) implique la condition (c).

Pour tout objet M de L et pour tout IeF, puisqus A/I est un objet de C, la
relation ExtltI,M] = EthIA/I,M], montre que la condition {c) entraine la condi-
tion (d).

La condition (d) implique la condition (e) en choisissant I = J, puisque
ExtltJ,M) = 0, entraine la surjectivité de 1'application canonique :
Hom(J,Q)—2 Hom(J,P).

Les hypothéses de la condition (b) entrainent que P = Q/M est un objet de M,
L *homomorphisme

YP : P —J>'PF
est donc injectif :

Pour montrer que P est un objet de L, 11 suffit donc de montrer que ¥_ est

P
surjectif.

Tout élément x de PF est représenté par un homomorphisme ueHom(J,P) pour

un certain JeF,
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La condition {e) entraine qu’'il existe IEF, avec ICJ et un homomorphisme
veHom(I,Q) tels que pev coincide avec la restriction de u & I. Puisque Q est un
objet de L, 1’homomorphisme veHom(I,Q) se prolonge en veHom(A,Q); qui détermine
p,V = weHom(A,P). La restriction de w 3 I est donc pov et elle coincide avec la
restriction de u & I, ce qui prouve que les homomorphismes w cHom(A,P) et ue Hom(J,P)
ont la méme image dans Hom(I,P) et par suite, aussi dans PF' I1 en résulte que

1'élément x de Pp est 1'image par ¥, de w eHom(A,P) = P, Aussi, la condition (e)

P
implique la condition (b), ce qui achéve la démonstration.

1.3 Corollaire : La localisation T dans A est emacte si 1'une des conditions suivantes
est vérifiée :
(1) Tout objet M de L est injectif dans A.
(2) L'ensemble F posséde un sous ensemble cofinal constitué d'idéaux a

gauche projectifs.

En effet, la condition (1) entraine les conditions (c) st (d).
D'autre part, la condition (2) entraine la condition (e) en choisissant IEF ,
avec IcJ et I projectif.

Exemple 1.4, Si Fe est 1l'ensemble des idéaux & gauche de A, exxentiels dans A, et

si F = Fg est 1'ensemble topologisant et idempotent engendré par Fe, il est connu
que la localisation caractérisée par F = Fg est exacte. Il est facile de retrouver

ce résultat puisque la condition (1) est alors vérifiée.

2. Localisations plates.

Pour tout homomorphisme d'anneaux ¢ : A—> B, le foncteur restriction des
scalaires ¢x de ModB dans ModA, est un adjoint & droits au foncteur extension des
scalaires ¢* de ModA dans ModB.

Pour toute sous catégorie localisante C de ModA, associée 3 un ensemble F

topologisant et idempotent, i1l est facile de vérifier que la sous catégorie pleine
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D de ModB caractérisée par les objets dont 1'image par q* est un objet de C,
constitue une sous catégorie localisante de ModB, appelée 1l'image de C par ¢.

L'ensemble G topologisant et idempotent, associé a D, appelé 1'image de F
par ¢, est constitué par les idéaux & gauche J de B, tels que ¢x(B/J) soit un
objet de C.

Enfin, un épimorphisme d’anneaux ¢ : A—> B est plat & gauche, si B est

un A-module plat & droite .

K%
2.1 Définition : Une localisation L dans A est plate, si le foneteur localisation

L commute aux limites inductives.

v
Une localisation L dans A étant exacte si le foncteur localisation L
commute aux limites inductives finies, toute localisation plate est une loca-

lisation exacte.

2.2 Proposition : Pour toute localisation L dans A, il a équivalence des
eonditions sutvantes :
(MLakmﬁwﬁm?}néww.
(b) Le foneteur localisation L admet un adjoint & droite
(c) Le foncteur Zocaiisation L est isomorphe au fonecteur : (‘PA]*J‘PA]’¥

(d) L'homomorphisme d'anneaux : ¥, * A= Ap est un épimorphisme

A
plat 4 gauche et la sous catégorie localisante C de A est le
noyau du foncteur [WAf¥.

(e) L'image G = WA[FJ de F par ¥y vérifie G = {Acl).

(f) Le foncteur section S commute aux limites inductives.

La proposition 1 bis de Eﬂ (p. 404) montre que la condition (a) entraine

la condition (b).
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-
9 . .
Soient ¢' : [?A)'ﬁwA)ﬁ —_ IAF et ¥' : IA*—%Y (?A]K.(?Aj , les morphismes
fonctoriels liés a 1'adjonction de (?A)* et de [WAj .

La conditior (c) entraire qu'un systdme localisant (L,¥) peut €tre caractérisé

¥
par L = [‘I’AJ*uI‘PA) et ¥ = ¥', Le morphisme fonctoriel LY = (‘PAJ;((‘PAY\‘%" de

2

X X %
L= [WAI*(WA) dans L® = (WAbf.(WA) Q(WAL(otwA] est donc un isomorphisme fonctoriel.

Puisque le foncteur (WA]x est fidéle, il en résulte que le morphisme fonctoriel
(‘I’A]*‘l" de [‘!’A]* dans (‘l’Af( [WA]*(‘PA]* est un isomorphisme fonctoriel. D'aprés les
propriétés générales des foncteurs adjoints, le composé Q'IWAY‘o(TAf(W' est un
isomorphisme fonctoriel de [WAfx sur (WAI* , ce qui entraine alors que le morphisme

fonctoriel Q'IWAfX de (WA]f(WAlx.[WAT* dans (WAf‘ est un isomorphisme fonctoriel.

¥
Puisque Ap = (WA] A, ce résultat, appliqué a 1'objet A de A, donne un isomorphisme :

<I:.)
AF
est aussl 1’homomorphisme canonique de [TAf¥lYA1‘AF=

P 1YY LA —> Ap
Comme cet isomorphisme ¢AF
= AF BA AF dans AF‘ induit par la multiplication dans AF' la proposition 1.1 de
Pﬂ, montre que WA t A—> AF est un épimorphisme d'anneaux. Puisque le foncteur
localisation L, caractérise par LM = [?A]%.(WAT*M = AFGAM, est exact, il er résulte
gue AF est un A-module & droite plat. Enfin, puisque le foncteur [?A)* est fidéle
et puisque la sous catégorie localisante C de A est le noyau de L, elle est aussi
le noyau du foncteur [WA)* Ainsi la condition (c) entraine la condition (d!-

Si ?A : A—> AF est un épimorphisme d’anneaux, la proposition 2.1 d= [ﬂ
montre que le foncteur [WA]*.est pleinement fidéle, ce qui entraine que ¢’ ast
un isomorphisme fonctoriel de [WAi*(YA)* sur TAF . La sous catégorie localisante

D= VA[CJ de AF‘ image de la sous catégorie localisante C de A par ¥,. est la

A

sous catégorie pleine de AF' caractérisée par les objets N de AFD tels qgue [VA;FN

soit un objet de C. La condition (d) entraine alors qu’un tel objet N est isomorphe
X

& (¥,)" (¥ )xN, qui est nul puisque C est le noyau du foncteur (WAfK, I1 en résulte

que D ne contient que des objets nuls. L°image G = WA(F] de F par ¥, étant
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1'ensemble topologisant et idempotent constitué par les idéaux a gauche J de AF .
tels que Ap/J soit un objet de D, 11 en résulte la relation G = {AF} . Ainsi,
la condition (d) entraine la condition (e).
Avec les notaticns précédentes, le foncteur S’ de A/C dans AF est toujours
adjoint & droite au foncteur T(WAL¥ et la proposition 3 de [1] (p. 413) montre
que le foncteur T(WAL* induit une équivalence entre AF/D et A/C . La condition (e)
signifie que D ne contient que des objets nuls, ce qui entraine que AF/D est
canoniquement isomorphe & AF. Il en résulte que le foncteur T (WAL* détermine
une équivalence entre AF et A/C et que par suite, le foncteur S' détermine une
équivalence entre A/C et AF' Il en résulte que les foncteurs S' et (WALx commutent
aux limites inductives et la relation S = [WA)*. S’ montre que le foncteur section
S commute aux limites inductives. Ainsi, la condition (e) entraine la condition (f),
Enfin, puisque le foncteur T, qui est un adjoint & gauche, commute toujours
aux limites inductives, 1a relation L = ST montre que la condition (f) entraine

la condition (al), ce qui acheéve la démonstration,

3. Caractérisations des localisations plates.

3.1 Lemme : S5i un homomorphisme d'anneaux ¢ : A—> B est un épimorphisme plat

a gauche, alors :

(a) Le noyau C du fometeur extension des scalaires &ﬁ, est une sous-
eatégorie localisante de A.

(b) L'ensemble F topologisant et idempotent associé d C est constitud

par les idéaux & gauche I de A, vérifiant l'une des conditions suivanteg :
sutvantes :
(1) - B 8,(A/I) = O

(2) - B ¢{I) = B.
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En particulier, F posséde un sous ensemble cofinal, constitué d'idéaux

a gauche de type fint.

(¢) St ¥, : A—> Ap caractérise un localisé de A pour cet ensemble F,
alors il existe un tsomorphisme unique u de Ap sur B, tel que

¢ = uowA.

Soit Ql 1'homomorphisme fonctoriel de &*b,(dans I 1i1é 3 1'adjonction

ModB’
de ¢x et de &*. Puisque ¢ : A——> B est un épimorphisme d’anneaux, la proposition
2.1 de [3] montre que le foncteur by oSt pleinement fidéle, ce qui entraine que
¢1 est un isomorphisme fonctoriel. Puisque ¢ : A—> B est un épimorphisme plat

a gauche, le foncteur &‘, caractérisé par $¥M =B B8, M, est exact,

A

La proposition 5 de [i] (p. 374) montre que C = Ker¢® est une sous catégorie
localisante de A et que ¢' induit une équivalence entre A/C et ModB. La condition
(a) est donc démontrée.

La relation I€F, signifie que A/I est un objet de C, c’est-3-dire que
6*(A/I] = 0, ce qui se traduit par la condition (1].

Puisque B est un A-module plat & droite, une suite exacte

0 ———I —>A— A/ZT—> 0.

donne une suite exacte :

00— BSAI———) BSAA —_— BBA[A/I] —0
La condition (1) équivaut donc & la surjectivité de 1'application canonique
de BGAI dans B&AA identifié &4 B, Or, 1l'image d'un &lément de BBAI de la forme
;bfﬂ qr est 1'€lément %bi¢[qi]81 de BSAA, identifié a 1'€1ément fbi¢[ai] de B,
Comme ces éléments sont les &léments de 1'idéal & gauche B¢(I) de B engendré par
¢(I), la condition (1) est équivalente & la condition (2).
Puisque la condition (2) signifie qu'il existe un nombre fini d’éléments
bj de B et a; de I, tels que fbi¢(a ) soit 1'élément unité de B, tout élément

IEF contient 1'idéal & gauche de type fini, engendré par ces &léments a; et
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cet idéal & gauche est aussi un élément de F .

Ainsi F posséde un sous ensemble cofinal, constitué d'idéaux & gauche de type
fini, ce qui achéve la démonstration de la condition (b).

La démonstration de la proposition 5 de 1] (p. 374) montre qu'il existe
un foncteur unique R de A/C dans ModB, vérifiant & = RT. De plus, le foncteur
Q*,R est adjoiht & droite au foncteur T et R détermine une équivalence entre A/C
et ModB.

Puisque R est une équivalence, 1l'application u = R{TA,TA) est un isomorpﬁisme
de 1'anneau des endomorphismes de TA dans A/C, isomorphe & 1'opposé de 1'anneau
AF’ sur 1'anneau des endomorphismes de ¢*A = B dans ModB, isomorphe & 1'opposé
de 1'anneau B. Comme 1’'homomorphisme T(A,A) de l'anneau des endomorphismes de A

dans A, isomorphe & 1l'opposé de 1l'anneau A, dans l'anneau des endomorphismes de TA

dans A/C, isomorphe & 1'opposé de 1'anneau AF‘ s'identifie 3 ¥, : A——%—AF et comme

A
1’homomorphisme ¢K(A,A] de 1l'anneau des endomorphismes de A dans A, isomorphe a

1'opposé de l'anneau A, dans l'anneau des endomorphismes de &*A = B dans ModB;

isomorphe & 1l'opposé de l'anneau B, s'identifie & ¢ : A~>B, la relation 6‘ = RT

entraine la relation :
¥(A,A) = R(TA,TA) o, T(A,A)
qui donne alors :

¢ = uo?A.

Cette relation entraine ¥, = u_1:¢ et puisque ¢ est un épimorphisme, il en

A
résulte 1'unicité de 1'isomorphisme u, ce qui achdve la démonstration,

3.  Définition : Un ensemble F topologisant et idempotent d'idéaux a gauche d'un

anneau A avec élément unité, est plat 8'il vérifie la condition suivante -

(P)  "Pour tout MEF, il existe IEF et des familles finies :

(n,) d'éléments de M et (fillsisn d 'homomorphismes de 1 dans -

"1l1<ign
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A' = A/FA , vérifiant :
T fieelx) = e
relation dans laquelle p est 1'homomorphisme canonique de A sur A' = A/FA

et Py 8a restriction ¢ 1",

3.3 Lemme : Pour toute localisation T dans A, 21 y a équivalence des conditions
sutvantes :
(a) L'ensemble F topologisant et idempotent d'idéaux 4 gauche de
l'anneau A, est plat.

(b) L'image G = ‘{'A(F) de F par ¥, vérifie G = {Ag}.

Puisque 1'anneau AF est isomorphe 3 1'opposé de l'anneau des endomorphismes
de TA dans A/C, si b et c sont des éléments de Ap, représentés par des homo-
morphismes f : I —> A' et g : J—> A’, avec I€F et J e F, alors
I' = f-l[?[J]] est un élément de F et le produit d = bc dans Ap est représenté
par le composé h = g',f' : I'—> A', de la restriction f’' de f 8 I' et de 1'ho-
momorphisme g' : p(J)—> A', déterminé par g, puisqu'il vérifie g(FAJCFA' = 0.

En particulier, si a est un élément de A, 1'élément WA(a] de AF est représenté
par fa i A.~—> A’, caractérisé par fa(al = plalp(a), qui détermine!f; : A— A',
caractérisé par f;(a'l = a'plal). Le produilt b.WA[a) dans AF est donc représenté
par h = f o £ : I—> A’, caractérisé par hla) = fla)o(a) pour tout c€I, c'est-
a-dire par h = fopla).

La condition (b) signifie que pour tout Me F, 1'idéal & gauche de Ap engendré
par WA(M] est ldentique a Ap, c'est-a-dire qu'il existe des familles finies

?
(x1]1§1‘n d'éléments de M et (billcisn d'éléments de AF’ vérifiant

i=n

Z bi‘PAtxi] =1,

i=n
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- Si la condition (&) est vérifiée, d'aprés ce qul précede, la relation précé-
dente est également vérifiée en choisissant pour bi 1'élément de Ap représenté
par f,, puisque P représente 1'élément unité de Ap. Ainsi la condition (a)
entraine la conditicn (b},

Réciproguement si la condition (b) est v%fifiée, les éléments bi de AFii%nt
représentés par des homomorphismes f; : Ii—-ﬁr A' avec IieiF. Puisque I' = {:}'Ii

est un élément de F, il est possible de remplacer Ii par T' et f; par sa restriction

fi a I', L'homomorphisme :
i=n

h =Z 'Fiop[xi]

i=n
de I' dans A' représente donc l'unité de AF et comme cette unité est aussi repré-
sentée par p : A—7 A', 11 existe I€EF, avec IcI', tel que Py soit la restriction

de h 8 I. Si1 f, est la restriction de f! & I, il en résulte la relation :

i i
i=n
E fi.p(xi) =P
i=n

Ainsi, la condition (b) entraine la condition (a), ce qui achéve la démonstration.,

3.4 Définition : Un ensemble F topologisant et idempotent est de type fini s'il
posséde un sous ensemble cofinal, constitué d'idéaux & gauche de type

fint.

3.5, Proposition : Pour toute localisation t’dbns A, 11 y a équivalence des condi-
tions suivantes :
(a) l'ensemble F est plat,
(b) l'ensemble F est de type fint et le foncteur localisation L est exact.
(c) 1l'ensemble F est de type fini et en posant (&= FA, i1 vérifie la

econdition sutvante :
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(Ry) " Pour tout MeF, il existe :

- un idéal de type fint 1eF , ayant une famille de générateurs

(aj)lsjsm ,

- une famille finte (x,), 4 o d'éléments de M,

- une famille finte (v d'éléments de A, ces éléments

137 1¢1¢n, 1¢j<m
vérifiant les conditions suiv%r_z:es :

(0g) : Pour tout indice J : ; Vig¥g = aj(moduZoO)
(Y] : Pour tout indice i, toute relation de la forme :
=m
- Aj ay = 0 (modulod.
avee JeA, entraine :
=m ] i
- AJ Vg F 0 (moduloq)

Si F est plat, le lemme 3.3 et la proposition 2.2 montrent que la localisation
t'vérifie la condition (d) de la proposition 2.2, c'est-a-dire que Y : A--’?AF
est un épimorphisme plat & gauche et que C est le noyau du foncteur (WA)’ﬁ Le
lemme 3,1 entraine alors que F est de type fini. Puisque toute localisation plate
est exacte, la condition (a) entraine la condition (b),

Le corollaire 2 de [1] (p. 414) montre que la conditon (b) entraine la
condition (c) de la proposition 2.2 et d'aprés cette proposition 2.2 et le lemme
3.3, i1 en résulte que la condition (b) entraine la condition (a).

Compte tenu du fait que tout ensemble F plat est de type fini, il est toujours
possible de supposer que 1'id6al a gauche I€F, intervenant dans la condition (P)

de la définition 3,2, est de type finl et possdde une famille de générateurs

[ajlkjsm'

Etant donné un homomorphisme f : I—% A', soit [VJ]1<j<m une famille d'éléments
de A vérifiant f(aj) = p(vj] pour tout indice j. Puisque f(@NI)cFA' = 0, toute
relation de la forme :

=m
a = A, a, = 0 (modulo @'

=T 3



110 Localisations exactes et localisations plates

entraine donc :

=m
fla) = p(A,)f(a,) = 0.
T=1 J |
c'est-a3-dire :
A = A =0
S p( J)p(vjl p(j=1 JvJJ
ou encore : :
=m
- Ajvj = 0 (modulo .

Réciproquement, si cette condition est satisfalte, la relation :
=m =m '
f( B, a,) = § plu,lolv,)
J=1 NN =1 J J
caractérise bisn un homomorphisme f : I—> A’,

Ces remarques montrent que la donnée d'une famille finie (fil d'homo-

lgign

morphismes de I dans A', est €quivalente & la donnée d'une famille (VijJ1<i<n,1<j<m

d'&léments de A vérifiant la condition [Q'a].

La relation figurant dans la condition (P) se traduit donc par les relations
i=n
- fi(aJJp(xi) = pI[aJJ

pour tout indice j, c'’est-a-dire par les relations :
i=n

§=1 p(vijlp(xi] = oI(ajJ
qui se traduisent par la condition (Qal.
I1 en résulte bien 1'équivalence des conditions (a) et (c), ce qui achdve 1la

démonstration.

3.8 4
3.6 Théoréme : Pour toute localisation L dans A, il y a équivalence des conditions

sutvantes :

(a) La localisation Zrest plate.

(b) L'homomorphisme d'anneaux : Y h: A —> AF est un épimorphisme plat
d gauche et la sous catégorie localisante C de A est le noyau du
foneteur (?A)f

(e¢) L'image G = WA(F) de F par ¥, vérifie G = {Ar}

(d) L'ensemble F topologisant et idempotent est plat.
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L'équivalence des conditions (a), (b) et (c) résulte de la proposition 2.2.

et l’équivalence des conditions (c) et (d) résulte du lemme 3.3.

3.7 Corollaire : Si un ensemble F topologisant et idempotent posséde un sous
ensemble cofinal constitué d'idéaux projectifs de type fint, alore
(a) L'ensemble F est plat.
(b) L'homomorphisme d'anneaux ¥, : A--> Ap est un éptmorphisme

plat a gauche.

La condition (a) résulte du corollaire 1.3, qui montre que le foncteur
localisation L est exact, ce qui entraine la condition (b) de la proposition 3.5.

La condition (b) résulte alors du théoréme 3.6.

3.8 Remarques :

(a) D'aprés la proposition 2.2, le théoréme 3.6 et la proposition 3.5
si le foncteur localisation L est isomorphe au foncteur (?AL((?Afé, c’'est-a-dire
si LM = Ag BA M, l'ensemble F est de type fini et le foncteur localisation L est
exact. Ce résultat constitue une réciproque du corollaire 2 de [1] (p. 414).

(b) Il est facile de vérifier que la condition (P;] entraine la
condition (e) de la proposition 1.2, c'est~a-dire que le foncteur localisation
L est exact. Ainsi, la condition (c) de la proposition 3.5 entraine directement
la condition (b}.

(c) D'aprés la proposition 2.1 de [4], un idéal & gauche I de A est
un idéal projectif de type fini si et seulement si, 11 existe des familles finies

[xillsisn d'éléments de I et [gi]lsi‘n d’homomorphismes de I dans A tels que pour

tout x I :
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Cette caractérisation des idéaux projectifs de type fini, montre donc que les
hypothéses du corcllaire 3-7, entrainent la condition (P) en choisissant pour I un
idéal projectif de type fini contenu dans M. Il en résulte aussi une autre démons-
tration de la condition (a) du corollaire 3-7.

De plus, lorsque &= FA = 0, la condition (P), qui entraine que 1'idéal M est
projectif de type fini s°’il est possible de choisir I = M , exprime en somme une

propriété de "projectivité globale” des éléments de 1l'ensemble F.

4, Applications aux épimorphismes plats d'anneaux.

Etant donné un anneau A, avec élément unité, deux homomorphismes d’anneaux
¢ : A=—> Bet ¢’ : A—=>»B', de source A, seront dits équivalents s'il existe un
isomorphisme u : B' —%» B, vérifiant : ¢ = ue ¢’ .

Pour toute localisation’r dans A, déterminée par un ensemble F topologisant
et idempotent, soit X(Tﬁ = u(F), 1a classe d'équivalence d'homomorphismes d’anneaux
de source A, caractérisée par un homomorphisme wA P A AF , de A dans le localisé
Ap .

Soient XA et u les applications déterminées par ces conditions.

4.1 Théoréme : Avec les notations précédentes, pour tout anneau A avec &lément
unité, l'application X [}@sp. u] est une bijection de 1'ensemble des

localisations ewactes L dans A (resp. de 1'ensemble des ensembles ¥

topologisants, idempotents et glats‘J sur l'ensemble des classes

d'équivalences d'épimorphismes plats 4 gauche de source A.

Pour toute localisation plate T/dans A, déterminée par un ensemble F topo-
logisant, idempotent et plat, le théordme 3-6 montre que xr?E = u(F) est une
classe d'équivalence d’épimorphismes plats & gauche de source A. Ds plus, les
appliccations A et u sont injectives, puisque réciproqusment, T’et F sont +arfai-

tement déterminés par la sous catégorie localisante C de A, noyau du foncteur (WAfx;
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Enfin, ces applications sont surjectives, puisque d'aprés le lemme 3-1, toute
classe d'équivalence d'épimorphismes plats & gauche de source A, est 1'image

par X d'une localisation Trdans A et que cette localisation est plate puisque la
sous catégorie localisante C de A, qui lui est associée, est le noyau du foncteur

¢*’et par suite du foncteur [?AIX, ce qui montre que la condition (d) de la propo-

sition 2-2 est vérifiée.

4,2 Corollaire (N, Popescu et T. Spircu) [&7:

Pour tout homomorphisme d'anneaux ¢ : A—> B, il y a équivalence des

conditions suivantes :

(a) L'homomorphisme d'anneaux ¢ : A~—> B est un épimorphisme plat &
gauche,

(b) L'ensemble F des idéaux & gauche I de A tels que B¢(I) = B est
topologisant et idempotent [;esp. la sous catégorie C de A moyau
du foncteur ¢ est Zocalisamte] et de plus, il existe un tgomor-

phisme u : Ap—> B, tel que ¢ = Uo¥ pe

Le lemme 3-1 montre que la condition (a) entraine la condition (b).

Si la sous catégorie C de A, noyau du foncteur ¢*} est localisante, il
est immédiat qu’elle est associée & 1l'ensemble F topologisant et idempotent
constitué par les idéaux & gauche I de A tels que B¢(I) = B,

La seconde hypoth&se de la condition (b) implique donc la premigre. Lorsgu'elle
est réalisée, elle entraine que 1l'image G = WA[F) de F par ¥, vérifie G = {A:},
c'est-ad-dire la condition (e) de la proposition 2-2. La proposition 2-2 et le
lemme 3-3 entrainert que 1’ensemble F est plat.

Le théoréme 4-1 montre alors que la condition (b) entraine la condition (a),.
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4.3 Lerme_: Etant donnée une partie I de l'anneau A, telle que les idéaux 4
gauche de A qui contiement n Elément de I, constituent un ensemble
F = F): topologisant et idempotent[ par exemple, une partie multiplicative
I vérifiant la condition :
(X) «Pour tout se€ et tout a€ A, 1l existe t€L et be A, tels que
ta = bs » ]
alors, il y a équivalence des conditions suivantes :
(a) L'ensemble F = F . est plat.

(b) En posant @& = FA, la partie L vérifie la condition sutvante

"Pour tout o€ I, il existe s€ L et v€ A, tels que :
(1) vo = s (modulo&).
(2) Toute relation de la forme :

G (modulow

"t

As

avec \€ B, entraine

As 0 (moduloa) "
De plus, lorsque I est une partie multiplicative vérifiant (¥X), ces
conditions équivalentes sont réalisées lorsque L vérifie la condition :

(X%x). "Si a€A, st scl et s as = O alors 7l existe te X, tel que ta=0",

| La détermination de F = FZ montre que la condition (b) entraine la condition
(P;]de la proposition 3-5, ce qui montre que l'ensemble F est plat. Ainsi, la
condition (b) entraine la condition (al.
Réciproquement, si F est plat, pour tout o€, en choisissant M = Ao, la
condition (P]) entraine qu'il existe s€I , une famille finie [xill<i<n d’éléments
n, = a,0 de M et une famille (v_)

i i 1% 1¢1¢n d'éléments de A, ces 8léments vérifiant les

conditions suivantes :

i=n i=n
vV, X, = E v,X, 02 3 (moduloey
=T i =1 i71
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et pour tout indice i, toute relation de la forme :
As = 0 (modulo®

entraine

)‘Vi 2 0 (moduloadd

Puisque & est un idéal bilatére, il est immédiat que la condition (b) est

vérifiée en chaoisissant :
i=n

v = v,a
e 1

[

Aussi, la condition (a) entraine la condition (b).

Enfin, lorsque I est une partie multiplicative vérifiant la condition (X},
1'idéal bilatére & de A est constitué par les &léments a de A, pour lesguels
i1 existe tel, tel que ta = 0. Ainsi, pour toute relation de la forme : |

As = 0 (moduloa)
avec A €A et s€I, il existe s'€ I, tel que s'As = 0, et en posant a = s'X ,
la condition (X%) entraine l'existence d'un élément teg L, tel que ta = ts'A = 0,
et puisque ts'€ I, il en résulte A€ & c'est-a-dire :
A = 0 (moduload)
Puisque € est un idéal bilateére, la condition (*%) entraine alors la condition

(b) en posant s = ¢ et v = 1,

4.4 Corollaire : Pour tout homomorphisme d'anneaux ¢ : A—>B surjectif, il y a
équivalence des conditions suivantes :
(a) L'homomorphisme surjectif ¢ : A ——> B est un épimorphisme
plat & gauche.

(b) Le noyau @& de ¢ est un idéal bilatére fortement idempotent & gauche

[2], c’est-a-dire qu'il vérifie la condition suivante :

"Pour tout ae&, il existe au moins BE, tel que a = Ba ",
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Il est immédiat que 1l'ensemble F des idéaux & gauche I de A, vérifiant
B¢(I) = B, c'est-a-dire ¢(I) = B, est constitué par les idéaux & gauche de A qui
contiennent un élément de la partie multiplicative I = 1-Q.

D’aprés le corollaire 4-2, la condition (a) entraine @ = FA. Il en résulte
que pour tout a€ &, il existe se€ I, de la forme s = 1-B avec Red, tel que sa = 0,
ce qui entraine @ = Ba. Aussi la condition (a) entraine la condition (b).

Réciproquement, si la condition (b) est réalisée, 11 est facile de vérifier
que la partie multiplicative I = 1-&, vérifie les conditions %) et (¥¥). Le lemme
4-3 entraine que 1'ensemble F = FZ est topologisant et idempotent. Il est facile de

vérifier que @ est le noyau FA de 1'homomorphisme d’anneaux Y¥,: A —> Ap = As o

A

Puisque tout &lément de A, est de la forme [‘I’A[s]:[-l ‘I’A[a] avec sl et agA et

z

puisque ‘i’A[s] = 1, i1 en résulte que Y, est surjective. Il existe donc un isomor-

A
phisme u : AF..__» B, tel que ¢ = u, ‘J’A et 1l'ensemble F = FZ topologisant et
idempotent est constitué par les idéaux & gauche I de A vérifiant B4(I) = B. Le

corollaire 4-2 montre alors que la condition (b) entraine la condition ({al.

4.5 Remargue :

Une démonstration du corollaire 4-4 a été obtenue dans [2] et il a 6té montrs
que les idéaux bilatéres fortement idempotents & gauche interviennent dans 1la
caractérisation des mono sous catégories, abéliennes ou localisantes, de la catégorie.

des A-modules & gauche.
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