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Mathématiques
Lyon 1969 t. 6-1

THEORIE DES FIBRES ET GRASSMANNIENNES
DES ESPACES DE BANACH

par R. OQUZILOU

Ce travail a été présenté au cours du premier semestre 1968-1969 a la
saction de recherches "Géométrie et Topologie des variétés” du Département
de Mathématiques de Lyon,

Les deux premiers chapitres constituent une tentative de synthése des
- théories des fibrés dans le cadre des catégories. Le premier chapitre est une
théorie globale des fibrés principaux des catégories a produits ; on y retrouve
toutes les propriétés élémentaires des fibrés topologiques principaux. Pour
pouvoir localiser les fibrés principaux d‘'une catégorie, ce qui est 1l'objet
du second chapitre, on s’est placé dans le cadre d'un site 3 recollements
aprés avoir défini de fagon fonctorielle cette vieille notion de recollement.
Le lectsur retrouvera ainsi tous les types classiques de localisation qu’on
rencontre en topclogie, en géométrie différentielle ou en géométrie algebrique..
A cdté de cet aspect interne de la théorie des fibrés localement triviaux, on
présente 1'aspect externe de cette théorie comme l'avait déja fait M. Karoubi
dans son ceours & 1l'Université d’Alger : en prenant less fibres dans une catégorie
convenablement liée & la catégorie de base.

Au dernier chapitre, les grassmanniennes banachiques sont définies comme
espaces d’orbitss de groupes linéaires, ce qui permet d'avo’r une classification
homotopique des fibrés vectoriels de dimension finie au moyen des espaces de

suitses lF[E)° Ensuite, une attention particulidre est accordée aux grassmanniennes
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des espaces de Hilbert et, grdce au théoréme de contractibilité de Kuiper, on

arrive & dégager pour ces variétés quelques propriétés homotopiques spéciales

au cas de dimension infinie.
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I. FIBRES PRINCIPAUX D°UNE CATEGORIE A PRODUITS FINIS.

E désignera la catégorie des ensembles et de leurs applications, T désignera
la catégorie des espaces topologiques et de leurs applications continues.

Pour tout couple (A,B) d'objets d'une catégorie C, 1l'ensemble des
morphismes de C de source A et de but B sera noté C(A,B). Le foncteur Baws C(A,B)
de C dans E sera noté A(.) si aucune confusion n'est possible sur la catégorie C.
Ainsi, pour tout morphisme f : X-—-Y de C, 1’application A(f)} de A(X) dans A(Y)
gst définie par

A(FI(X) = Fox , X 3 A—>X,

Si aucune confusion n'est possible sur 1'objet A, A(f)(x) sera noté f(x).

Dans tout ce qui suit C sera une catégorie & produits finis. L’objet final
de C, définl & une isomorphie prés, sera appelé le point de C et noté "pt”. Pour
tout objet X de C, 1les morphismes pt —>» X de C seront appelés les points de X et
leur ensemble pt(X) sera noté ﬁo Enfin, nous fixerons dans C un systéme de géné-
rateurs, i.e, un ensemble A d’'objets de C tel que le foncteur NIC(A,.), A€A, soit
fidele. Pour E et T, catégories & générateur ponctuel, on prendra bien entendu
A= {ptl.

Un objet A de C sera dit vide s'il existe un objet B de C tel que B(A) = @,
ce qui revient & dire que A = B

Un morphisme f : A—3 B de C sera dit constant si, pour tout objet X de C,

X (f) est une application constante de X (A) dans X(B) ; puisque, AxA est défini,

ceci revient & dire que les composés de f avec les dsux projections AxA ===} A sont
égaux, Notons gque, pour-un objgt non vide A, les morphismes constants A-—B sont

en correspondance biunivoque canonique avec les points de B.
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Dans les dlagrsmmes de morphismes, les fléches muettes indiqueront des

projections.

1, Groupes d’une catégorie :

{1,1) Si v : GXG—y G est un morphisme de C, pour tout objet A de C, on a une loi

de composition interne :
Alu) & ALGI*ALG)—> A(G]
définie par 3
Al (x,y) = Eolx,y]) , X,y 1 A3 G

S1 aucune confusion n’est & craindre sur le morphisme u opu sur 1'cbjet A, on

posera :
Alulix,y) = xy
Si, pour tout objet A du systdme de générateur A, la loi A(u) est associa+ive,
alors ceci reste vrai pour tout objet A de C. Dans ces conditions, on dit que u est
% moncide de C,
Proposition : Pour un morphisme u : GXG——% G de C, les assertions suivantes sont
gquivalentes :

(1) Pour tout objet A de C, la loi interne A(y) est une loi de groups.
(11) (G,u) est un monoide non vide et il existe un morphisme constant
e : G—3 G, un morphisme 1 : G —> G tels que :

Molid .e) = uole,idy) = id.

B

e

]

u@(idG,i] uoﬁtnidGl

Dans ces conditions, e et i sont unigues et i est un automorphisme

involutif de G,

Preuve : Pour passer de (i} a (ii) 11 suffit de prendre pour e 1'élément neutre de
G(u) e+ pour 1 1°irverse de idG pour cette loi. Le passage de (i1} & (i) se fait par

composition avec les morphismes A—3G de C (cf. (2] 1.
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Définition : Unm triple y : GxG—G ; .8, 1 : G ;::% G satisfaisant aux condil
tions (ii) est appelé un groupe de C. On retrouve ainsi tous les types
usuels de groupss : groupses abstraits, i.e, groupes de E; groupes topo-
logiques, i.e, groupes de T; schémas en groupes, variétés en groupes ...

A tout groupe (u ; e,i) sur un objet G de C est associé un morphisme
" u' s GxG G appelé la contraction de ce groupe et défini par :
p' o= u,(ixidG)
i.e, pour tout objet A de C, on a :
w'g,h) = g th h.ge A(G)
I1 est clair que les deux endomorphismes [prlpu) et (prl.u'] de GxG sont
des isomorphismes réciproques. Réciproquement, un monoide w : GxG — G de C tel
que 1'endomorphisme [prl,u) soit inversible est un groupe de C,

(1.2) Soit G un groupe de C (u: GX6—>G ; e,1 : 6—2% G sont sous-entendus).

Définition : On dit qu’un morphisme v : PxG —> P de C est un G-objet & droite

de C (ou encore une action & droite de G dand C) si, pour tout objet
A de C, le groupe abstrait A(G) opdre & droite sur 1l'ensemble ALP)
au moyen de 1'application A(v) : A(P)}xA(G) — A(P). Cecl revient &

dire, en termes plus explicites et avec la notation abusive

volp,g) = pg , PEAP), geAlG)
que
(pglh = pl(gh) g.h eAl(G)
pe = p

(on peut d’ailleurs se limiter & vérifier ces gégalités pour les objets

A du systeéme de générateurs A),
Les G-objets & gauche de C se définissent de fagon analogue.

Exemgles :

o/ Avec la loi u de G, on définit de fagon évidente un objet & droite My

et un abjet & gauche U, sur 1’objet G.
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1/ Pour tout objet B de C, la projection BxG—3 B est un G-objet & droite
suivant
b.g = b beA(B) , geA(G)
Un tel objet & droite sera dit trivial.
Définition : Un morphisme d’'un G-objet A : PxG—) P & un G-objet v : @xG— @
consiste en un morphisme f : P—>0Q tel que
for = votfxidG]
Ceci a lieu si, et seulement si, pour tout objet A du systéme de générateurs
A, ona:
flpg) = flplg p€A(P), geA(G)
on peut alors organiser les G-objets & droite ds C en une catégorie CG dans
laquelle se plonge canoniquement la catégorie C en faisant opérer trivialement G
sur les objets de C. De la méme fagon, on définit la catégorie GC des G-objets
a gauche de C.

Proposition 1 : Les catégoris CG st GC sont canoniquement isomorphes.

Preuve : Il suffit de considérer, pour tout objet P de C, les morphismes :

[i,prz.prll (prz.ioprll
PxG > GxP = PxG »

de composer le premier avec un G-objst GxXP-— P et 1ls second avec un G-objet
PxG —P,
Explicitement, cette isomorphie se traduit par :
pg = g-lp peAlP) , geAlG)
Ces deux isomorphismes réciproques seront notés de la méme fagon : Ut p*
(ce qui ne risque pas de préter a confusion).

Proposition 2 : La catégorie CG est a produits finis.
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Preuve : Le point de ® est celul de C. Le produit u de deux G-objets
A : PxG——P, v : QxG —>0 est obtenu en multipliant le morphisme diagonal
G————7 GxG par l'identité de PxG, ce qui donne un morphisme :
PXQXG ———> PXQXGXG - PXGXQXG ,
puls en composant ce morphisme compos€ avec Axy-e
En clair, ceci donne pour tout objet A de C:
(p,g) = (pg.gg) , peA(P),q€A(Q),geAlB)

Applications :

1/ Pour tout objet B de C, le produit de pr, : BxG—y B et de uy GxG —G

1
dans CC fait opérer G sur BxG suivant :
(b,g)h = (b,gh) , beA(B) ; g,h€Al(b)
De tels G-objets seront dits élémentaires.
2/ A tout G-objet & droite A : PxG —> P et & tout G-objet & gauche
v i XF—3 F on associe canoniquement le G-objet & droite Xv* suivant :
(p.fg = (pg.g ) . peAlP),feAlF), geAlG)

C'est ce que nous appelerons le produit tordu & droite de X et de v.

A tout G-objet v : PxG—> P, on associe l'endomorphisme 6 = [v.iopr2]
de PxG , i.e :
9&Lg]=(p&gﬂ7 , peA(P), geA(G)
I1 est clair que © est un automorphisme involutif st que :
Vo0 = pry ’ prloe = v 5
c’est pourquol nous dirons que © est la symétrie de v .
Soit v : PXG——3) P un G-objet & droite de C. Si, pour tout objet A du
systéme A, le groupe abstrait A(G) op2re librement sur l'ensemble A(P), 1l est

clair que ceci reste vral pour tout objet A de C. Dans ces conditions, nous

dirons que ce G-objet est libre.



Théorie des fibres ...
94

On remarquera que, pour tout objet libre v : PXG-——? P de C, un endomorphisme
¢ : PxG——PxG de C tel que :
pr‘1°¢ = prl ’ Vo = Vv
est toujours égal 3 1°identité de PxG, ce qui psrmet d'affirmer que la symétrie
€ de v est alors déterminée par les égalités :
Vo0 = pry , prloe = v

2. Fibrés réguliers, fibrés principaux :

Dans tout ce qui suit, G désignera (abusivemsnt) un groupe de C.

(2.1) Définition : Un fibré de C de groupe structural G (en abrégé : G~fibré)
consiste en un morphisme £ de c® dont 1s but est un objet trivial de

CG ; ce but, noté B(£), est appelé la base de § et la source de £, notée

E(E), est appelé l’espace de E.
On a donc, pour un G-fibré £ et pour tout objet A de C:

Elpg) = &£(p) , p<A(E,}, geAlG)

1

et ceci caractérise les G-fibrés.

Exemples : Soit u : GxG —) G un groupe et v : PXG —— P un G-objet de C; alors :

*

1/ v est un G-fibré pour le G-objet produit v*us.

2/ pour tout objet B de C, pry ¢ BxP —> B est un G-fibré pour le G-objet
idBXv : BXPxG——) BxP ; pour P = G et v = My» ON retrouve le G-objet élémentaire
BxG, c'est pourquoi les G-fibrés pry : BxG —~=» B seront dits élémentaires,

Rappelons que la catégorie Mor(C) des morphismes de C a pour morphismes
les couples (f,g) : § —3 n de morphismes de C tels que no,f = gof ; lorsqu’on
se limite aux morphismes de C de but donné B et aux morphismes (f.lBJ t E=>n

de Mor(C), on retrouve la catégorie CB des objets de C au-dessus de B,
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D&finitions : La catégorie des G-fibrés (resp. G-fibrés de base B) de C est
la sous-catégorie pleine de Mor(C®) (resp. (CG]B) dont les objets
sont les G-fibrés (resp. G-fibrés de base B).

Les G-fibrés de base B isomorphes au fibré é&lémentaire BXG.___) B sont
dits triviaux. Notons que toﬁt G-fibré isomorphe a un fibré &lémentaire est
trivial,

Exemple : La symétrie © d‘un G-objet v : PxG ~——) P est une isomorphie entre

le fibré élémentaire PxG —Y P et le fibré v (exemple 1).

Théoréme : Soit B un objet de C et v : PxG —> P un G-objet de C ; alors
les B-morphismes f du G-fibré BxG —» B au G-fibré BxP—) B sont en
correspondance biunivoque canonique avec les morphismes s : B—)P
de C.

Preuve : La recherche des morphismes f se raméne évidemment & celle des

morphismes de G-objets g : BxG P 3 avec un tel g, on a ls composé

{pr,.e)
B ! 3 Bx(G > P, Inversement, pour tout morphisme s : B—P, le composé
s*idG Y
BxG — PxG - P est un morphisme de G-objets.

De la sorte, on définit la correspondance biunivoque en question par :
f(b,g) = (b,s(blg) b €A(B), geA(G)
et alors, pour P = G, on a les :

Corollaire 1 s Le demi-groupe des B-endomorphismes du fibré &lémentaire

BxG — B est un groupe. isomorphe & B(G).

Corollaire 2 : Tout endomorphisme d'un fibré trivial au-dessus de sa base est

un automorphisme.
(2.2) En présence du plongement canonique de C dans CG, i1 est tout naturel de

se demander si on peut associer & un G-objet de C un objet ds Cde fagon univer-

selle ; plus précisément :
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Définition : Un G-fibré £ de C est dit régulier si, pour tout G-fibré n tel
que E(n) = E(&), il existe un morphisme unigue g : B(E)—?B(n) de
C tel que gof = n. Un G-objet de C est dit régulier si c'est 1'espace
d'un G-fibré régulier.
Proposition : Pour un G-objet v : PXG —3 P de C, les G-fibrés réguliers de C
d'espace + sont les conoyaux du couple (prl.v) : Px6 /3 P.
{clair 1),
Exemples :
1/ G —3pt est un G-fibré régulier (utiliser la contraction du groups G),
2/ Dans E et T tout G-objet P est régulier car 1l'application canonique
P —3P/G est un G-fibré régulier.
3/ Dans une catégorie de variétés différentielles un G-objet P est régulier
si, et seulement si, ie graphe de la relation d'équivalence définie sur
P par G est une sous-variété de PxP et si la projection de ce graphe sur
P est une submersion (1),
(2.3) D&finition : Un G-fibré & de C est dit principal s'il est régulier et

si le carré :

E(E)XG oy E(E)
£
ECE) & B8

est cartésien (i.e représente un produit fibré).
Un G-objet de C est dit principal si c’est 1l'espace d’un G-fibré principal,
Exemples :
1/ G —>pt est un G-fibré principal.
2/ Dans E, un G-fibré régulier P——P/G est principal si, et seulement

si, G opdre librement sur P, i.e, pour tout couple xSy mod G de points
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de P, il existe un seul é€lément 1(x,y) de G tel que xtix,y) = y.

3/ Dars T, un G-fibré régulisr P—¥ P/G est principal si, et seulement
si, l'application (p,g)+—>(p.p.g) est un hom&omorphisme de PxG sur
le grephe de la relation d'équivalence définie sur P par G ; dans ces
conditions, l’applicetion orbitale g+—» gp de G dans P définie par un
point p de P est un homéomorphisme de G sur Gp. Explicitement, dire que
P est un G-objet principal signifie que 1l’application (x,y)p—t(x,y)
définie sur le graphe de G (ex. 2) est continue en tout point (x,x)
ce qui a lieu notamment pour un sspace homogéne G—>G/H . Lorsque
G est discret, ceci équivaut & l'existence d'. recouvrement de P par
des sections locales ouvertes de P—>P/G, i.e, P —> P/G est un revé-
tement de P/G.

4/ Une G-variété différentielle est principale si, et seulsment si,
son espace topologique est principal et si ses applications orbitales
sont des immersioens.

Définition : On dit qu'un G-fibré £ : P— B de C est sectionnable s'il
existe un morphisme s : B—3 P de C tel que £,8 = idB 3 un tel mor-

phisme s est appelé une section de &,

Proposition 1 : Si un G-*ibré sectionnable £ : P——> B de loi v : PxG—)P

est tel que
Pxg ———— P
l :
P—_ % .8

soit cartésien, alors ce fibré& est régulier.

{Preuve aisée cenfiée au lecteur).

Corolleire : Tout G-fibré trivial est principal.
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Ce qui s'cbtient, pour un fibré élémentaire de base B, & partir de l'exemple
L qui précéde.
Théordme 2 : Les sections d'un G-fibré principal £ : P——3 B sont en corres-

pondance biunivoque canonique avec lss G-morphismes de P & G.

Preuve : Soit s : B—3P une tells section, 1.e, £,80,E = £ ; on a alors un
morphisme unique (idp.r*) : P— PxG tel que votidp,f*) = 8, , 1.e, pour tout
objet A de P :
p.r*(p) = 8,£(p) . p AIlP)
et un calcul rapide montre que :
r*lpg) = g-lr"(pJ
d’ol, en posant r = 1°r$ H
ripg) = r(plg.
et ainsi :
p = (s,&(p)l.r(p) , p €A(P)
Inversement, si on associe & tout G-morphisme r : P—3»G 1l’endomorphisme
f = v,[idP,ior) de P, i.e :
p = flpirip) s p € A(P),

on a §,F = £ et f,v = fopr,, ce qui donne un morphisme unique s : B—> tel que

1
80 = f d'ol £,80,8 = &,
Le lecteur s'assurera que la correspondance entre s et r qul vient d’étre
décrite est biunivoquse.
Corollaire : Un G-fibré principal est trivial si, et seulement si, il est sec-
tionnable.
Preuve : En utilisant les fonctions A(.) qui, gréce & la proposition 1, conser-

vent les fibrés principaux sectionnables, on se raméne au cas bien connu des

fibrés d'ensembles.
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Application :

Soit B et F deux objets de C; 1l’ensemble EndB[BXF) des endomorphismes de
BxF—>B au-dessus de B s'identifie canoniquement 3 1l'ensemble C(BxF,F), ce
qui fait de B\A~N>EndB(BXF] un cofoncteur. Il est aisé de voir que 1'application
EndB(BXF] —_ EndB,(B'XFJ. ‘qui correspond & un morphisme f : B'—yB de C , est

définie par le carré cartésien :

Fxid,
B'xF > BXF
=y

B’ B

ce qui fournit un sous-foncteur B anﬁ.AutB(BxF].
Théorgme : Soit v : GXF——3F un G-objet & gauche de C; il existe alors un

morphisme canonique

B(G) ——> AutB(BXF]

naturel en B,

Explicitement, & tout morphisme s : B—G de C est associé un auto-

morphisme unique t de BxF tel que :

t(b,f) = (b,s(b)f) ., beA(B),feAlF)
Preuve : D'aprés ce qui précéds, idBXv : BxGxF——y BxF est un G-fibré principal
pour le produit tordu & droite du G-objet &lémentaire BxG et du G-objet F (2.1, ex.l] ;
d'aprés (2.1, th) 11 correspond & un morphisme s : B—> G de C un élément u de
AutB(BXG) suivant
u(b,g) = (b,s(blg) s beA(B). geA(G).
Mais comme le fibré idev de base BxF est isomorphe au fibré trivial

BxGxF — BxF (2.1, exsmple précédant le théor2me), le morphisme u xidF est un

endomorphisme du produit tordu précité ; par conséquent, i1 existe un morphisme

unique t : BxF—> BxF tel que :
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tolidgxv) = (idxv) o (uxid.) ,
on a donc, en clair, pour tout objet A de C:
t(b,gf) = (b,s(blgf) , bE€A(B), geAlG), fEA(F)
Remarque : Ce morphisme fonctoriel B(G)— AutB[BXF) est injectif si, et
seulement si, G opére fidélement sur F, i.e, pour tout objst A de C, le groupe

abstrait A(G) opére fidélement sur 1'ensemble A(F],
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II. LOCALISATION DES FIBRES DANS LES SITES A RECODLLEMENTS,

1, Recouvrements et reco.lements :

(1.1) Définition : Sur une catégorie C, un site (ou topologie de Grothendieck)
consiste en la donnée, pour tout objet X de C, d'un ensemble de familles

de morphismes de but X (appelées les reccuvrements de X pour ce site)

de sorte que :

1/ Pour tout cbjet X, 1’identité de X constitue & elle seule un recouvre-

ment de X,

2/ Pour tout recouvrement U,-—> X de X et pour tous recouvrements

i
xl
Uji"" Ui des Uig la famille Uji-—’7 Ui‘-" X est un recouvrement ds
3/ Pour tout recouvrement Ui——‘7 X et pour tout morphisme f : ¥ —>» X,

il existe un recouvrement unique f*(Ui)-Jv Y et une famille unique de

morphismes f*IUi) — Ui tels que les carreés

X
U ) ——— U,

Y > X

soient cartésiens (le recouvrement f*TUi]-——> Y est appelé 1'image

réciproque par f du recouvrement Ui“’X).
4/ Pour tout recouvrement ¢i H Ui—ﬂrx » 1€ 1, et pour tout indice j de I,

les morphismes ¢?(UJJ-A7Uj , 1€1I, forment un recouvrement de UJ"

Premiéres conséquencss :

a) D'aprés 3/, deux recouvrements d'un mé8me objet X sont identiques dd&s qu‘ils

sont isomorphes au-dessus de X. Pour dsux morphismes X———£—+ Y ——§—+ Z. on a donc :
*

(gof) = £¥.g*

b) D'aprés 4/, on a pour tout recouvrement [Ui) de X :
o

*,
ACRIEAUS (= uynu,)
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Pour ce qui suilt, nous supposerons de plus la condition suivante :
5/ Pour tout recouvrement (Uij, i€1I, d'un objet X, on a :
UiﬂUi=Ui » i€l
ce qui suppose que les Ui—4>X sont des monomorphismes.

De plus, on ne réduit en rien la généralité de la théorie en supposant que :

8/ La réunion de deux recouvrements d'un mé8me objet X est un recouvrement de X,

Examples :
1) s espaces topologiques st leurs recouvrements ouverts farment un site avec
x* -1

£ = £ ; c'est cet exemple qui motive la terminologie précédente.
2) Dans l'exemple précédent, on psut remplacer les recouvremsnts ouverts par laes
recouvrements fermés localement finis.
(1.2) Soit I un ensemble. Il existe une application canonique de IxI dans P(I)
celle qui 3 un couple (i,j) associe la paire {i,3}. Par cette application, 1l'ordre
de P(I) induit sur IxI un préordre qui se traduit pour deux indices i et j par le

diagramme

(1,J) &= (3,1)

ol les flaches horizontales désignent des isomorphismes réciproques et 1les fléches
en pointillé des morphismes composés (on identifie les éléments de I & ceux de la
diagonale de IxIJ.

Dans tout ce qui suit, les ensembles IXI seront munis de ce préordre, ce qui
permettra de parler des foncteurs IXI —— C sans autre précision. En clair, un
tel foncteur consiste en la donnée, pour tout couple (i,3j) de IxI, d’'un morphisme
X, > X d'un morphisme X, —> X, et de deux isomorphismes réciproques

31 i’ 1] 3
= ]
Xer==; XiJ qui, pour 1 = j, sont égaux & 1l'identité de Xi.
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. C : ’
Exemple : Soit C un sits. Pour tout recouvremsnt (Ui), iel, d'un objet X de C,
on obtient un foncteur IXI—> C en prenant Uij = un UJ et pour iscmorphismes

UJi o2 Uij 1’identité de Uiﬂ UJ. Un tel foncteur sera appelé un foncteur de

r ecouvremsnt.

pD&finition : un atlas au-dessus d'un objet X d’un site C consiste en la donnée
d'un recouvrement (Ui——? X) et d'une famille d’'isomorphismes ¢i : X{—¥-U

Soit ¢i : Xi—-‘vu1 et ¢J : Yj—e—vj deux atlas au—dessus d'un mSme objet de

C; dans ces conditions, on a, pour tout indice i, un recouvrement XJE—4> Xi‘xji »

= V » »
iituin J] et, pour tout indice j, un recouvrement ij—? Y 1J wjtuirwvjl

gt des 1somorphismes réciproquss in — Yij appelés les isomorphismes de tran-

gition entre les deux atlas., Les isomorphismes de transition entre un atlas et
lui-m8me sont appelés les isomorphismes de transition de cet atlaes.

Avec un troisiéme atlas (Zk—‘* wk] au-dessus de cet objet de C, on & le

diagramme de carrés cartésiens :
///ﬂ kﬁk\
/’ik /

\/\/”

—_—
xir\ /1_1
xJi’_'_)'Y
ol le triangle central :
kanZik
X31° % — V3N Yy

est commutatif,
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Ceci devient particuligrement édifiant lorsqu'on prend trois atlas égaux.
Définition : Un foncteur [1.JJ-1/>XJ1 de IxI dans C est dit de recollement s'il
est astreint aux conditions suivantes :
(i) Pour tout indice 1, la famille in—‘—"’ Xi , J€I, est un recouvrement

de Xi'

(1i) Pour tout couple d'indices (1,J), le recouvrsment inn in—%v xji'
k€I, est 1l'image réciproque par X,,/ > X,, du recouvrement X, ,N X —*»
ke I,

(i1i) Les isomorphismes

/XJ k" X1k
AN
inn in_______> xijn ij
induits par les isomorphismes in—-—> Xij’ ij———? xjk’ in—) xik‘
forment un triangle commutatif.

D'apréé ce qui précede, il est clair qu’'un atlas sur un objet X de C définit
canoniquement un foncteur de recollement isomorphe & un foncteur de recouvrement.
Définition : On dit qu'un site C est & recollements si :

(1) tout foncteur de recollement de C est isomorphe & un foncteur de
recouvrement.

(ii) tout objet de C est limite inductive de chacun de ses foncteurs
de recouvrement.

Ainsi, dans un site a recollements, & tout foncteur QS recollement (i,j]A-nyi

correspond un atlas Xi—)Ui au-dessus d'un objet X ;3 on dit que cet objet X, limite

inductive ds ce foncteur, est obtenu par recollements des objets Xi au moyen des

isomorphismes Xj iz:’_ xij .
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Soit Y un autre objet de C obtenu par recollements d’cbjets Yi au moyen

b- 1
ji'—’ Yij et soit fji H in—-4>
31 au recollement (i,j) > in, i.e, les fji sont des restrictions des

et sont compatibles avec iss isomorphismes de transition ; alors, ce morphisme

d'isomorphismes Y un morphisme du reccllement

Y4
(1,33 > X

fi
fonctoriel passede une limite inductive f : X—> Y. Catte limite inductive est
dite obtenue par recollement des fio
(1.3) Définition : Une sous-catégorie M d'un site & recollements C est dite
localisante si :

(1) pour tout objet M de M les recouvrements de M ont leurs composantes

dans M,
(11) un morphisme M—>N de C appartient & M d&s que M appartient & M et

gue, pour un certain recouvrsment [Ui) de M, les restrictions Ui—9 M—> N

de M —> N appartiennent a M,
(111) pour tout morphisme f : M—> N de M et pour tout recouvrement (Vi]

de N, les morphismes f*(vi)—>v appartiennent a M,

i

Définitions : Soit M une sous-catégorie localisante d'un site 3 recollsments C.

On dit qu'un atles (X;) au-dessus d'un objet X de C est modelé sur M

ten abrégé : un M-atlas) si les isomorphismes de transition de cet atlas

appartiennent a M,

On dit que deux M-atlas sont compatibles si leur réunion est ur M-atlas,

i.e, 1les morphismes de transition entre ces deux atlas appartiennent a M.

Les hypothéses faites sur M permettent de voir que :
1) deux recouvrements d‘un méme objet M de M sont des M-atlas compatibles.
2) la compatibilité des M-at;as de C est une relation d‘équivaiencs.

Définition : Une M-variété Erde C consiste en la donnée d’un objet X de C et d une

classe de M-atlas compatibles au-dessus de X.
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Exemple : Un objet M de M et 1'ensemble de ses recouvrements forment une variété
{canonique) sur M.

Un morphismely-—4>?Jde M~variétés consiste en un morphisme f : X—> Y de
—>V,), j€J, représentant Y, 11 existe un M-atlas.

J J
(Mi«y UiJ, ie I, représentant X, une application T : I —> J et une famille de

C tel que, pour tout M-atlas (N

morphismes fi : Mi'——§ N tels que les diagrammes :

(1)
f

1 N
—> “1(1)

My
1 !
T
i

Vt(i]

solsnt commutatifs.

Avec cette définition, il est clair que :

1/ les M-variétés de C et leurs morphismes forment une catégorie C(M).

2/ tout morphisme M—> N de M est un morphisme des variétés canoniquement
associées & M et N st le foncteur de M dans C(M) ainsi défini est un plongement,
ce qui permet de faire de M une sous-catégorie pleine de C(M).

Soit X une M-Variété sur un objet X de C et (U;) un recouvrement de X ;

v
alors les atlas de X définissent sur chacun des U, des M-atlas compatibles st

i

2% A
ainsi, la variété X induit canoniquement des variétés Ui telles que les U~ X

i
solent des morphismes de variétés. De la sorte, les recouvrements de C font de
C(M) un site et :
Théordme 1 : Toute M-variété de C est obtenus par recollements d’objets de

M dans C(M),

Théoréme 2 : Le site C(M) est 3 recollements.
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Pour montrer, e.g, que tout foncteur de recollement (ij) <> yj; de C(M)
est isomorphe 3 un foncteur de recouvrement, on commence par recoller les objets
X1 de C sous-jacents aux/X; , ce qui donne un objet X de C et un recouvrement (Ui)
de X ; puls, en prenant pour chagque indice i, un M-atlas VA i A€ Li' représentant
‘y; (ce qui donne un recouvrement UAi de Uil on faorme au-dessus de X un atlas
ka¥7-uxi dont on montre qu’il est modelé sur M.
2., G-fibrés localement triviaux :

Dans tout ce qui suit C désignera un site 2 produits finis et & recollements
et G sera un groupe de C,
(2.1) Soit v : PXG—> P un G-objet de C et §& : P—> B un G-fibré pour v , 1i.e,
Eov = Eopr1 et soit (Bi] un recouvrement de B. Il existe alors, pour chaque indice

1, un G-objet v, : PG> P, , P, = g*uail, tel que la restriction § : P,~> B,

i’ 1
de £ soit un G-fibré et que Pf—JPP soit un G-morphisme. Les symétries de vy et v

constituent une isomorphie des diagrammes :

P;X6 — PxG PyX6 — PxG
vi v
Pi ~— P Pi — P
qul sont donc tous deux cartésiens et ainsi, le morphisme v s'obtlent par recollement

des morphismes vi. Par conséquent, si tous les Ei sont réguliarsg E 1'est aussl et

le carré :

PxG
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est cartésien si, et ssulement si, les carrés

\Y
1
PX6 —————— P,

sont cartésiens.

Définition 1 : on dit qu'un morphisme ¥ : A—>B de C est localement sectionnable

s'il existe un recouvrement [Bi] de B tel gue les restrictions

fi : #*[Bi)-—+ Bi de f soient sectionnables.

Définition 2 : on dit qu'un G-fibré & : P—>B de C est localement trivial s'il

existe un recouvrement [Bi) de B tel qua les restrictions Ei : é*tBi}J> Bi
soient des G-fibrés triviaux ; un tel recouvrement (BiJ est dit trivialisant

pour le fibré &.

De 1’'étude faite au début de ce paragraphe, on déduit que :

Théordme 1 : Il y a identité entre les G~fibrés localement triviaux de C et les

G-fibrés principsux de C localement sectionnables.

Exemple : Dans un site de variétés différentiables, tout G-fibré principal est

localement triviel.

Soit £ : P—>B et n : Q—>B deux G-fibrés localement triviaux. On psut
disposer alors d’un recouvrement (BiJ de B qui trivialise a la fois £ et n st 11
est clair que tout morphisme f : P—> Q de £ & n au-dessus de B s’obtient par
recollement des morphismes fi H E*(Bi] —~—~>'n*(Bi] induits par f ; or, on sait
(I) que ces fi sont des isomorphismes ; comme les inverses f;l sont compatibles a
avec les recouvrements é*[Bi]<—-)»P et n*(Bi)—%> . on voit que :

Théoreéme 2 : Tout morphisme de deux G-fibrés localement triviaux de base B est

un isomorphisme.
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(2.2) Soit & : P—>» B un G-fibré localement trivial et B = [Bi), i€1I, un
recouvrement de B qu; trivialise £ ; il existe donc, pour chaque indice i,

un isomorphisme @, @ E*(BP ~— B, xG de G-fibrés de base Bi (une telle famillc

i
[ai) est appelée une trivialisation de g). Ainsi, pour tout couple (i,j) d'indices

de I, on a un automorphisme :

-1
aji = aj°ai j)XG —_— [Bir\BJJXG
de G-fibrés de base BirsBj, ce qui donne d'aprés I un morphisme in : Bin BJ~A>»G

tel que, pour tout objet A'de C :

: (Biﬂ B

(1) ), g€A(G)

uji[b,g) = (b,in f

Pour tout triple (i,j,k) d’indices de I, les restrictions & Bin Bjn Bk des

(b)g) be A(B, N B

morphismes YJi ’ ij v Yiq satisfont dans ls groupse C(Bin BJr\Bk.G] a la condition:

(2) kg * Y1 T T
Définition : De fagon générale, toute famille de morphismes in, : Bin BJ 0
astreinte & la condition (2) est appelée un cocycle de B & valeurs dans
G relativement au recouvrement B = (Bi] s l'ensemble de ces cycles
est noté thB,G]°
Nous venons de voir que toute trivialisation d’un G-fibré localement trivial
€ : P—»B détermine un cocycle. Inversement, tout cocycle in : Ui"”g‘“’ G
relatif & un recouvrement U = (U;) de B donne un foncteur de recollement
(1,]) vrny (U UJ]XG dont les isomorphismes de transition A4 sont définis par
la formule (1) ; en recollant ce foncteur, on obtisnt un G-fibré de base B tri-
vialisé par U et défini & une isomorphie prés.
Si Is(U,G) désigne 1‘ensemble des classes d'isomorphie des G-fibrés de base

B localement triviaux de C, on a donc une surjection canonique :

tw,5) — Is(U,6)
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Dsux cocycles y et Yy’ de 7% (U,G) représentent la méme classe d’isomorphie

si, et seulement si, il existe des isomorphismes A, : U,xG —> U;xG de G-fibrés

de base U1 compatibles sur les [Uin UjJXG. En exprimant ces morphismes sous la

forme :
)\i(bpg] = [b,,oi(b]g] beA(Ui] , g€ A(G)

ol les oy Ui-—? G sont canoniquement associés aux Ai (cf. I), cette compatibilits

s'exprime :
(3) in°°i = oj‘in
dans chaqus groupe C[UinUJ,G),

Définition : Dsux cocycles relatifs a U sont dits cohomologues s°il existe des

morphismes oy ¢ Ui——>G qui satisfont & la condition (3).

Ainsi, la cohomologie des cocycles relatifs a U est une relation d’équivalence
et 1'snsemble H1[U,G] des classes de cohomologle de ces cocycles est canoniquement
isomorphe & Is(U,G) :

H w,6) =5 1s(U,6)

changemsnt de recouvrement :

Soit V = [VJJ. JE€J, un recouvrement de B plus fin que le recouvrement
U=(u), i€, 1.,
il existe une application 1 : J—> I telle que :
vV,cu

3 T1(3)
D'un cocycle de ZI(U,G] on déduit un cocycle de ZI(V.G) par composition :

s J€J

anVJ, > UT(J]nU‘t[J'

]——‘rG
et ceci préserve la cohomologis,d’od une application :
Te ! Hl[U,GJ ———)Hl(V.G]

compatible avec les isomorphismes cenoniques HI(U,G] 2y Is(U,G).
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Proposition : 7, ne dépend que des recouvrements U et V.
En effet, pour deux raffinements T 12‘: J——%y I et pour un cocycle y de HIIU.GI.
on a :
YTl[j].Tl(J'] ’Ytl(j“lnfzfj'l :YTI(J].TZ(J] 'YTZ(le TZ(J')
i.8e. TI(Y] et 12[71 sont cohomologues dans Zl[U,G].
Soit Is(B,G) l'ensemble des classes d'isomorphie de G-fibrés localement triviaux
de base B ; soit HI(B,GJ la limite inductive des HI(U,G] sulvant le préordre de finesse

des recouvrements de B. En conclusion de ce qui vient d'&tre fait, on a un isomorphisme

canoniqus :

Hl(8,6) % 1s(8,6)

(2.3) Le cofoncteur pr;Hl(B,G]

Soit f : B'—>B un morphisme de C et U = (Uil un recouvrement de B, En associant
& tout cocycle Y de B relatif a U la famille de morphismes :
*, % o % Y
f (Ui]ﬂ*F (Uj) i (UinUJ]—9 UihUJ —>» G )
on définit une application vy —= f¥(y) de Zl(U.G] dans 21( #(),6) compatible avec

la cohomologie)d'oﬁ un morphisme :

% : wle,6) ——> ulee’,6)
Ceci donne 1le cofoncteur Hltu.G] de C dans E.

Interprétation géométrique :

Si £ : P—> B est un G-fibré localement trivial, 1'image par f* de la classe

d’isomorphie de £ est représentée par les G-fibrés localement triviaux £' : P—» B’

obtenus par recollemsnt des diagrammes cartésiens :

X fxid
f (Uinf]xs G (uinuJ]xG
U, nu.) f y U,0U
i 7] BERE T

au moyen des automorphismes des (Uin uj]xs (resp. f*(Uir)Uj)xG au-dessus des U .N U

17
(resp. f*lui(\ujll définis canoniquement par un cocycle un UJ-a»G représentant £,
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A la limite, on a donc des carrés cartésiens :

P! ————>P

T f
B'————ouxB

Ces fibrés isomorphes &' sont dits obtenus & pertir de £ par le changement de base

f: B"—3B.

Corollaire : Soit £ : P——yB un G-fibré localement trivial. Pour tout objet C de C,
1dcxg : CxP~—>CxB est un G-fibré localsment trivial lorsqu’on fait opérer G
trivialement sur C , i.e, lorsqu'on définit le G-objet CxXP par :

(c,plg = (c,pg) ) c €A(C), peAlP), geA(B)

(2.4) Le foncteur Gvkal(B,GJ

Définition : Soit F et G deux groupes de C. Un morphisme de F & G consiste en un
morphisme f : F—>G de C tel que, pour tout objet A de C, 1'application
A(f) : A(F) ——A(G) solt un morphisme de groupes de £. De la sorte, les
groupes de C s'organisent en une catégori. : Grp(C),

Soit B un objet de C st f : F—G un morphisme de groupes de C. En composant
avec f un cocycle Uin UJ-——&F relatif & un recouvrement U = (Ui] de B, on obtient un
cocycle Uir\UJ———ss et l'application ZIIU.F)-—-VZIIU,G] ainsi définie est compatible
vec la sohomologie des cocycles, ce qui fournit une application HI(U,F)——yliltu,G]
dont on vérifie qu'elle est naturelle en U lorsque U décrit l'ensemble des recouvrements
de B préordonné par la relation de finesse. Ds la sorte, on obtient une application
fy ¢ HIIEAFJ———§PH[B,G) d'ol un foncteur de Grp(C) dans E.

Les G-fibrés dont lss classes d'isomorphies sont dans 1'image de fx sont dits

obtenus & partir des F-fibrés par glargissement du groupe structural au moyen de ¥,

Inversement, les F-fibrés dont les classes d'isomorphie sont dans 1'image réciproque
par fx de la classe d'isomarphie d’un G-fibré § sont dits obtenus & partir de £ par

réduction du groupe structural au moyen de f.
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Proposition 1 : Soit ¢ : H—>G un morphisme de groupes de C. Un G-fibré localsment
trivial £ : P—%B est réductiblé d un H-fibré localement trivial
n : Q—»B si, et ssulement si, 11 existe un cocyclse h rUN U, —> H

13 i3

tel que (¢oh,,) représents £.

ij
Aspect géométrique de la réduction :

Soit ¢ : H~—> G un morphisme de groupes de C. Tout G-objet u : PxG--» P
de C devient par composition un H-objet PxH -i22:2> PXG —ty P
Solt P un G-objet de § un H-objet. Un morphisme de Q & P consiste en un
morphisme f : Q—> P de C., qui est un H-morphisme lorsqu’on considare P comme
un H-objet; en clair, ceci veut dire que, pour tout objet A de C :
flgh) = f(ql¢(h) , g€ A(Q) , he AlH)
Ceci dit, on a 18 :
Théoréme 2 : Un G-fibré localement trivial £ : R— B est réductible & un H-fibreé
localement trivial n : Q—»B si, et seulﬁment si, 11 existe un morphisme

f du H-objet Q au G-objet P tel que : §,f = n,

La construction du couple (n,f) s'obtient par recollement des diagrammes

id, . *¢
H 1.3 5 U, %G

\ / .Uy e Uy,

UiJ
13 et Byy = ¢°hiJ (cf. prop. 1)

Uijx

au moyen des h

3. Fibrés de Steenrod :

(3.1) Soit B un objet de C, G un groupe de C et F un Guobjet & gauche, On sait
(ch.I) que tout morphisme g : B—> G dé&finit canoniquement un automorphisme gF
de E = au-dessus de B suivant :

g (b,f) = (b,g(b)f) ; bEA(B), fe AlF)

et 1'application g~y gF est naturelle en B.
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Pour F = G, cet automorphisme est un automorphisme du G-fibré trivial
BxG — N et tous les automorphismes de ce G-fibré de base B sont obtenus
de cette fagon.

Les gF : BXF— B*F , g€&BI(G), seront appelés les automorphismes de Steenrod
de BXF,
Définitions : Soit F un G-objet & gauche de C. Un morphisme € : E~>B de C
sera appelé un fibré de Steenroo de fibre F é'il existe uh recouvrement (Ui)
de B et, pour chaque indice i, un isomorphisme Gi : ex[UiJ:ES'UiXF au-déssus

de U, de telle sorte qus, les morphismes ;

-1
aj,a A (Uinu

soient des automorphismes de Steenrod.

i

)*F-—»[Uiﬂu IXF

J J

Un tel couple (Ui).(ai] sera appelé une trivialisation de £,

Soit £ : E—>B st &' : E*— B dsux fibrés de Steenrod de méme fibre F,
Un morphisme f : E—>E’ de-c sera dit de steenrod si §'of = £ ot s5'il existe
une trivialisation [Uil.tai) de &, une trivialisation (Ui).(di).de £' telles

que, pour tout indice 1 :
a-l U

uxF—2> 5 E*(uiJ_..f__;s'*(uiJ_iL_,uiXF
soit un automorphisme de Steenrod.
Il est clair que les morphismes de Steenrod des fibrés de Steenrod de base

B et de fibre F forment une catégorie d’'isomorphismes. Cette catépgorie sera not&e
Hl(a,F).
Théoréme 1 (Adjonction d’'une fibrs].

Soit B un objet de C, G un groupe de ¢, V: G*F—»F un G-objet 2

gauche. A toute classe & de H1(B.G] est assoclé de fagon canonique

une classe EF dse H1(B,FJ. Si G opédre fidalement sur F, on qbtient

alors une équivalence entres la catégorie des G-fibrés localement

triviaux de base B et la catégorie des F-fibrés de Steenrod de bass B,

_ Pour F = G, cette équivalence est une identité.
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Preuve : Si un cocyclse giJ H Uij—-€>G [UiJ = Uir)UJ) représente un G-fibré localement

trivial § : P—> B, on a dans CG les diagrammes commutatifs

gG
i3
Ui xG —, UinG
G
g, >id
* iy F
Uy GxF »Us exF"
idxv idxv
gF
i3
u, xF u,, xF
i3 > 1]
(G opére trivialement sur UiijJ'

La naturalité de g!——)gF permet de recoller ces diagrammes et leurs projections

sur les Uij suivant un diagramme

PxF% .y P

oll n est un G~fibré localement trivial dont 1’espace PXF* est le produit tordu &

droite de P et de F (cf. I)

Ce dlagramme est un carré cartésien dans CG car :

pr
GxF*___l_._)G

\|

F
représente dans c® le produit du G-objet & droite G et du G-objst trivial F.

Si G opére fidélement sur F, toute trivialisation [Ui)‘ [ai] d'un F-fibré
de Steenrod de base B détermine un cocycle Uir\UJ—qu. d’od la seconde assertion,

La troisidme assertion résulte du fait évident que, pour F = G, le diagramme cartésien

précédent est identique a
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pxg ———P

P_——5 3B
Remarqgue : £F peut &tre considéré comme le morphisme de C universellement associé
au morphisme pr, : Px#t__;P de CG, ce qui permet de montrer que :

Théoréme 2 : Les sections du fibré de Steenrod EF : PE-——)B obtenu par adjonction

de la fibre F & un G-fibré localement trivial £ : P—>B sont en corres-

pondance biunivoque canonique avsc les G-morphismes de P & F* .

Pour une section o de EF et pour un morphisme s : P———)F*cette correspondance
est définie par :
0ok = notidP,SJ
i.e, en posant pour tout objet A de C :
pf = ne(p,f) ’ pe€ A(P), feA(F)
par
0o&(p) = p.s(p)

Remarque : Soit H—>G un morphisme de groupes de C, £ : P—>B un G-fibrs

localsment trivial de C réductible & un H-fibré localement trivial n : Q—=>B ;

dans cb» conditions, l'adjonction & & d'un G-objet & geuche F donne, & une isomorphie

prés, le méme résultat que l'adjonction a n de la fibre F considérée comme un H-objaet

& gauche,

(3.2) D&finitions : Soit f : H—> G un morphisme de groupes de C. Si f est un mono-
morphisme, on dit que H est un sous-groupe de G au moyen de ¥ ; dans ces
conditions, H opére librement sur G.

On dit qu’un sous-groupe H est régulier si G est un H-objet régulier, ce
qui donne un H-fibré régulier G —» G/H. S1 ce fibré est principal, on

dit que H est un sous-groupe principal de G.
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Exemples : Dans E, tout sous-groupe H d'un groupe G est principal. Dans T , un sous-
groupe H d'un groupe G est principal si, et seulement si, c'est un sous-groupe topo-
logique de G.

De ceci, 11 résulte que, dans une catégorie de variétés différentielles, un
sous-groupe H d'un groupe G est principal si, et ssulement si, c'esst une sous-variété
de G ; H est alors un sous-groupe fermé de G..

On dit qu'un sous-groupe H d'un groupe G de C est trivialisant s'il est régulier
et si le H fibré G—> G/H est localement trivial, ce qui revient a dire que H est un
sous-groupe principal de G st que G —3G/H est localement sectionnable. Ceci a tou-
Jjours lieu pour les sous-groupes principaux des groupes d'une catégorie de variétés
différentielles,

Soit H un sous-groupe trivialisent d’'un groupe G de C; on a donc un H-fibré
localement trivial 6 —> G/H qui, multiplié a gauche par le H-objet trivial G,
fournit une H-fibré localement trivial GxG —> GXG/H et, comme la multiplication u
de G est un morphisme du H-objet ainsi obtenu au H-objet G, on a un diagramme

canonique commutatif :

GXG ——tmd G

G*G/H —E-eG/H
qui fait de G/H un G-objet & gauche canonique :
Théordme 1 : Soit £ : P —3 P/G un G-fibré localement trivial de C et H un sous-
groupe trivialisant de G : dans ces conditions, P est un H-objet régulier,
le H-fibré n : P — P/H est localement trivial et sa base P/H s'obtient

par adjonction & £ de la fibre G/H.
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Preuve : Soit gij : Uin UJ——)-G un cocycle représentant § ; on a alors des diagrammes

commutatifs canoniques :

u,xG

UixG/H < Ui
et des morphismes de Steenrod. @

UiJXG-——-)UiJ*G' s UinG/H-—"UiJ"G/H (Uij = Uif\UJ)

dont 11 est aisé de montrer la compatibilité avec lss morphismes canoniques

Ui g —> Ui xG/H.

J
On peut donc recoller les H-fibrés localement triviaux Ui*G—-vuiXG/H au

J

moyen de ces automorphismes, ce qui donne un H~fibré localement trivial P——yP/H

P
\\l

P/H ——> P/G

et un diagramme commutatif canonique :

Théoréme 2 (Ereshmann) : Soit § : P ——3P/G un G-fibré localement trivial de C gt

H un sous-groupe trivialisant de G. Pour ques le groupes structural G de
solt réductible & H, il faut et il suffit que le morphisme canonique
P/H —=3 P/G soit sectionnable,
Preuve : Si1 § : P—>P/G est réductible & un H-fibré n : Q—>P/G, on a un H~
morphisme Q— P au-dessus de P/G, ce qui permet d'avoir un carré commutatif :
Q P
| ]

P/G—~> P/H

—

d'od le diagramme commutatif :
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—P

/

P/G

\

P/G ——P/H
et, pulsque Q — P/G est un épimorphisme, 11 s'ensuit que le composé :
P/G —SP/H —>P/G,

est égal & 1'identité de P/G.

Réciproquement, si on dispose d’une section P/G —> P/H du morphisme P/H—¥PP/G,

on a un carré cartésien :

g ——>p

P/6 —SPVH
od Q—— P/G est un H-fibré localement trivial et Q—yP un H-morphisme d’'od, par

composition avec P/H—— P/G, un diagramme commutatif :

g —>FP
P/G

4, Fibrés vectoriels :

(4.1) Dans tout ce qui suit, nous supposerons 1l'esxistence d'un foncteur canonigue
fid2le du site C A recollements dans la catégorie T (le foncteur d'oubli) qui préserve
les produits de C, qut tramsforme les recouvrements de C en des recouvrements ouverts
de T et nréservs les images réciproques de ces recouvrements, ce qui permettra de
considérerles objets de C comme des sspaces topologiques et les morphismes de C comme
des applications continues. Nous supposerons de plus que, pour tout objet X de C un
recouvreﬁenf ouvert de X dans T est toujours sous-jacent 2 un recouvrement de X dans
C bien déterminé. Enfin, pour tout coupls (X,Y) d'objets de C, les applications cons-

tantes X—>Y seront supposée &tre des morphismes de C;
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Les sites de variétés différentiellss satisfont & toutes ces conditions,
Une C-catégorie consistera en la donnée d'une catégorie L dont le bifoncteur
Hom : L°xL—> E (qu'il est commode de noter L.) se factorise par le foncteur d'oubli
de C dans E, ce qui revient, pour tout couple (E,F) d’'objets de L, & faire de L(E,F)
un objet de C tel que, pour tout triple (E,F,G) d'objets de L, 1'application
(f,g)— gof de L(E,F)xL(F,G) dans L(E,G) soit un morphisme de C. Nous supposerons
de plus que, pour tout objet E de L, le groupe Auf[E] des automorphismes de E est un
groupe de C dont 1'espace topologique est un ouvert de L(E,E).
Exemple : C'est ce qui se passe pour une catégorie de variétés différentislles C
et pour la catégorie L des espaces de Banach sur lesquels ces variétés sont modelées,
Définition : Soit,L une C-catégoris. Un L-atlas au-dessus d'un objet X de C consiste
en la donnée :
(1) d'un recouvrement [Ui], :|.€:I, de X et d'une famille [Ei]' i€1,
d’objets de L (les couples (Ui.Ei] seront appelés les cartes de cet atlas),
(ii) d'une famille (FXJ,><€X. d'objets de L (les fibres de 1'atlas) et
d'une famille d'isomorphismes de L :
Txi : Ei-'—v——-) Fx , 1€1I, eri
telle que les applications :

8,, @ UiﬂU _— L(Ei,E )}, 1, jJeI

Ji J J

définies par
-l -
eJi[x] ij oTyq , xeuinu

soient des morphismes de C.

J

Ces morphismes eji qu’on appelle les morphlsmes de transition de 1'atlas

considérs satisfont 3 :

eii(x] = idE , xGIJi

i

i(><] = eki(x) . xsuin UJ nuk.

ekJ[x),eJ
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Deux L-atlas au-dessus d’'un objet X de C :

= F = ® ] 9 '
a (Ui'Ei”‘x‘T ] , B [HA E!, Fx A

xi A XA

sont dits équivalents si
(1) F =F° . XEX,
X x
(i1) les applications
Ou H UinU)\ _— L(Ei.E)‘ )
définies par :
-1
= ’ ny?
@M(x] T o T , x.GUi U)\~

sont des morphismes de C,

Un L-fibré de base X consiste en une classe de L-atlas équivalents au-dessus

de X.
Remarque : Soit o un L-atlas au-dessus d'un recouvrement (Ui‘ de X, Pour tout recou-
vrement (VJJ de X plus fin que (Ui] on définit, gréce aux raffinements de (VJ] dans
(Ui]’ des atlas au-dessus de [VJ] gui sont tous équivalents a 1l’atlas a.
Définition : Soit deux L-atlas au-dessus d'un objet X de C:
= = ’ ’ ’ ’
a (UinEianp Xi] » B [UA IE qul XA]
Un morphisme de a & B consiste en une famille de morphismes de L:
f_ : F,——F' s X €X
X X X
tslle que les applications :
. " ’
¢k. : Uiﬂ UA —_— L[Ei’EA)
définies par :
-1 ,
¢>‘1(x] = T’x)‘ °fx 0T, 4 . x€Uin us
solent des morphismes de C,

I1 est clair qu’un morphisme d'atlas reste un morphisme lorsqu’'on remplace ces

atlas par des atlas équivalents, ce qui permet de définir la catégorie L(X) des
L-fibrés de base X.
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Cas particuliers :

1/ La sous-catégorie pleine des L-fibrés purs de L(X) est constituée par les
fibrés dont les fibres sont, pour chacun d'eux, isomorphes & un méme objet de L.
Tout atlas de cartss [Ui,Ei) représentant un L-fibré pur est équivalent a un
atlas de cartes [Ui'Ei] dont les Ei sont égaux.

2/ La sous catégorie pleine des L-fibrés triviaux de L(X) est constituée par
les fibrés qui peuvent &tre représentés par un atlas & une seule carte ; cette
catégorie est équivalente & la catégorie dont lss objets sont ceux de L et dont
les morphismes sont les morphismes de C de la forme :

X —— L(E,F)
(4.2) Soit Ll""‘Ln'L des C-catégories et T : LIX...XLn-—-a L un multifoncteur
mixte de varilance [el,...,enJ. Pour tout entier 1.6|3un] et pour tout couple [Ei'Fi)
d'objets de Li' posons :
L:’(Ei,Fil = L(E.F,) si e, =1
L [Ei’Fi] = L(Fi,EiJ si e, = -1

Nous dirons que T est un C-foncteur si les applications qu'il définit :

€ €
1 n
L (ElsFljx--oxL [EnaFn] —‘_—> L(T(ElplnanEn]; T(Flpo--:Fn])

sont des morphismes de C.

Principe de transfert (Milnar) :

Pour tout objet X de C, un C-multifoncteur mixte T : LixoooxL —yL
induit canoniquement un multifoncteur mixte TX : L1(X)X.,.XLn(X] —=y L(X)
de méme variance st & tout morphisme T—5 de deux tels multifoncteurs
correspond un morphisme Ty—> Sy.

Preuve : Pour fixer les idées, limitons nous & un foncteur :

T LxL,— L.
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Sia' = (Ui'Ei'F;'T;i] est un Ll-atlas, a” = (Ui.E;,F;.r;i] un Lz-atlas,
alors a = (Ui,T[Ei,E;].T[F;.F;].T[T;il,T;i]l est un L-atlas. Si f; : a'—> B’
est un morphisme de L1[X) et f) : a"—p 8" un morphisme de LZ(X), alors T[f;.?;]
est un morphisme de L(X).

Le transfert des morphismes fonctoriels s'effectue par les fibres de la

mé8me fagon que celul des foncteurs.

Corollaire 1 : Tout lsomorphisme fonctorisl T 224S donne un isomorphisme fonc-

~S
toriel TX-—>SX.

Corollaire 2 : Si L est & produits finis, il en est de méme de L(X).

Il suffit pour cela de transférer le foncteur produit :
n: [xL—>L
et ses deux projections :
ido &— I ——idg

Corollaire 3 : Si L est additive, il en est de m8me de L(X).On définit la somme

de deux morphismes f,g . £—%»n de L(X) par :
(f+g)x = fx+g*.
Conséquence :
Dans une catégorie de fibrés vectoriels de Banach- au-dessus d'un objet X de
C , on peut définir, pour tout couple (£.n) de fibrés, les fibrés :
e, gen , &8, L"(g,m) , LOGEM) L LOCE,N)
et on a des isomorphismes canoniques :
(£8n)' —Z» E’'8n’
L(&8n,5) 2y LE,LIN,5))
st ce dernier isomorphisme caractérise sﬁh .
si kX est le fibré trivial de base X dont la fibre est le corps de scalaires

choisi, on a :

E' = L[E.kx)
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(4.3) Images réciproques :

Soit L une C-catégoris et f : X——3 Y un morphisme de C. Pour tout L-atlas

au-dessus de Y :

B = (V,,E,,F ,T ) » J&J, veV

3773y vl J

les quadruples :

* * I
-F = » ] » »
(8] (f (VJ] EJ Ff(x] Tf(x),j] xX€E f (VJJ
forment un L-atlas au-dessus de X et, pour tout morphisme wy : F;—-—>F; » YEY,
d'un L-atlas B' & un L-atlas B" au-dsssus de [VJJ, la famille :
oy o -
PO = Y Fr ™ PR ¢ X€X
est un morphisme de F*[B') -} ?‘[B"J.
De la sorte, on définit un foncteur (1'image réciproque par )
£ L) — L)
I1 est clair que 1'image réciproque est fonctorielle en f, i.e :

¥ o
idx idL(X)

et, pour tout courile.x f_g; Y %ﬂ »Z de morphismes de. C :

*
(g, f) = °g*
En particulier, si £ est un L-fibré de base X et [Ui] un recouvrement de X,

on définit par restriction & chacun des Ui un fibré EU de base Uin
i

Définition : Soit £ un L-fibré de base X et n un L-fibré de base Y. Un f-morphisme

de £ & n est un morphisme §——y f*(n) de la catégorie L(X). En clair,
),

'] 1
si £ est représenté par un atlas IUi.Ei,FX TxiJ et n par un atlas [Vj.EJ,F;,,ryJ

un tel morphisme consiste en une famille :
' - .
B 3 Fx i Ff(x]
telle gque les applications
-1
1
X Tf(x],J °o By o Ty,1

de Uy f*IVSI dans L(Ei’55] sont des morphismes de C.
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I1 est clair alors qu'on peut organiser tous les L-fibr$s de C en une

catégorie L(C),

Soit £ un objet de L(C) de base X; Pour tout recouvrement [Ui) de X, on a

par restriction une famille (EU ) d’objets de L(C) et une famille de morphismes
i
E—_—)Eu
Yy
De la sorte, gréce & la transitivité des images réciproques, on définit

de fagon canonique un site sur L(C),

Principe de globalisation (2) :

Soit X un objet de C et [UiJ un recouvrement de X. Pour chagus indice i, on
se donne un L-fibré Ei de base U, et pour tout couple d'indices (i,j), on

se donne un isomorphisme :

N ~J
g ¢ Eglunu —"53“’1“ U

f
J J J
de telle sorte que, pour tout triple d'indices (i,j,k), on ait :

Hki)x = (fkj ° fj:l.]x , xeun UJn Uk

Dans ces conditions, il existe un L-fibré £ de base X, unique & une
isomorphie prés, st des isomorphismes hi : Ei;u-b E/U1 tels que, pour

tout couple d’'indices (1,J3) :
-1
[hj o hy) = (fJin . xelnuy

Preuve : Pour avoir un tel fibré, commengons par recoller les fibres Eix au-
dessus des Ui(\UJ.
Si, pour tout point x de X, on considdrs le. indices i tels que xGUi.

on obtient un systédme transitif d'isomorphismes :
bix — ij'
Un tel systéme admet toujours une limite inductive ; par le choix d'une
telle limite § , on obtient des isomorphismes Ky g ° 8y~ &, compatibles avec

ceux du syst@me en question, ce qui permet d'avoir sur X une famille (EX) d'objets

de L et da regroupsr une famille d'atlas :
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(v E

12 Biae Bixe T, 1,00

représentant les fibrés Ei en un atlas unique :

( )

Uil”EiA”gx ’ hxi ° Tiia
(4.4) Sous~fibrés, fibrés-quotients :

Soit L une C-catégorie et X un objet de C.
Théoréme 1 : Pour tout morphisme f : & —a»n de L(X), les assertions suivantes
sont équivalentes :
(1) Les morphismes L Ex———dynx de L sont rétractables,
(i1) I1 existe un recouvrement [Ui) de X tel que, pour chaque i, la
restriction
-FIUi : glui.---ynlui
solt rétractable dans L[Uil
Preuve : Il est clair que (i1) implique (1).

Pour montrer qus (i) entraine (ii), on peut supposer, gréce & une trivialisation
de £ et n au-dessus d’'un méme recouvrement de X, que & st n sont triviaux; f peut
étre considéré alors comme un morphisme de C de la forme :

f : X —» L(E,F)
dont les composantes fx sont rétractables dans L et il s'agit de trouver un recou-
rement (Ui) de X et des morphismes de C :
gy Uy — L(F,E)
tels que, pour tout indice 1 :

°'Fx=id xe U

Bix E 1
Pour cela, fixons un point i de X et considérons une rétraction ry ¢ F——>E

de fi . Puisque Aut(E) est ouvert dans End(E), 1'image réciproque Ui de Aut(E) par

1'application continue h : X—=»End(E) définie par :
hx = riofx

est un voisinage ouvert de i et on a alors :
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th!or),f =id x€U, ;
x © 717 ° x E ’ i
mais, puisque Aut(E) est un groupe de C, ceci donne un morphisme gy ¢ Uf——aliF.EJ
avec -1
Bix =Ny o Ty

Définition : Sous les conditions équivalentes de ce thé&oréme, on dit que (§,f) est
un sous-fibré (localement direct) de n.

De fagon duale, on définit les fibrés-quotients (localement triviaux) d'un

L-fibré n,
En général, on ne sait pas si les noyaux de L se transmettent & L(X) ;
toutefois, on a le critére suivant :

Théorgme 2 : Soit F une classe de morphismes de L 3 noyaux directs, stable par

isomorphismes,et telle que, pour tout ocbjet X de C et tout morphisme

f : X—> L(E,F) 3 composantes dans F 11 existe un recouvrement [UJ).

J€J, de X et des familles de morphismes de C :

: » t(E), h, : U ,xU Aut(F)
gJ UJXUJ——f—§ Aut(E) 3 4% J-——>- u

telles que :

fbd,gfxm]= h,(x,y)ef(y) » JEJ ; x,yeU

J J
Dans ces conditions, pour tout objet X de C un morphisme p : £ —»n

de L{(X) posséde un noyau [—>» § et ce noyau est un sous~fibré du

fibré E.
Preuve : Soit (Ui‘Ei’Ex’Ei’_’ Ex] et (Ui.Fi,nx.Ff—evnx) des atlas représentant
les fibrés g 2t n et cx——e»ex les noyaux des Ei—-*'"x' Le morphisme p induit alors
des morphismes : A

D'aprgs nos hypoth&ses, on dispose de recouvrements U <.'._=,-U1 et de morphismes :

31
—
gj Ji Uji—d? Aut(E ) ’ hJ jixuji AUt(F )

tels que :

pi(x) o gji(x.y] = hjitx.yl ° pi(y] . X.yeUJi
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Choisissons dans chaque ouvert UJi un point xJi et posons :
pi(xji) ® Pyy
et Kerpji = Kji——-)'Ei
on a alors les diagrammes commutatifs canoniques
p
Kji.i—.::".Ei y Fy
” ’ erJinuJ g
By 54X
NERAES hyrgr, 10X
Pyre
'1'z==?- By —— L
ol les gj'i',ji(XJ sont les composés : "
g (X%, ) g s (X, X501 40)
L S AR Adaidet A SE AN
E, > E, —o £ —> E,, —> E,,
et les hj'i'.ji(XJ sont définis de fagon analogue.
A 1l'aide d'une famille Ei-——}KJi de rétractions des noyaux des Pys ON obtient
alors des morphismes
Uj Uj'i-_-—-_’ L(Kji'Kj i']
compatibles avec les morphismes KiJ-——J?cx provenant des diagrammes canoniques
Pii
Kji - Ei ’Fi
J/ ’ erji
cx > Ex K

De tout cecl, il ressort que la famille

est un L-atlas sur X et que les cx———)zx forment un morphisme de cet atlas a ¢

et 11 est clair que le sous-fibré {—>§ alnsi défini est un noyau de p dans Lix)
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Application aux C-catégories pseudo-sbéliennes (4).

D&finition : Une catégorie L est dite pseudo-ab&lienne si elle est additive et si

tout projecteur f : E—>E de L possdde un noyau ; dans ces conditions;

+ éclate suilvant :

Ker(1-p)
b
i J aq p
o-—>Kerp Z=—X E » E &= Kerp —0
p f i
ol p et q sont définis par :
1-f = ip . et f = Joq,

on a alors :
£ = Ker(l-f) 8 Ker f

et, dans cette décomposition :

l o
f =

o o
Théordme 3 : Si L est une C-catégorie pseudo-ab&lienne, 11 en est de méme des catégories
LX),
Preuve : Pour cela, montrons que la famille F des projecteurs de L satisfait aux
hypothéses du théorame 2. Pour les deux premidres hypothdses, c'est &vident. Reste
a étudler les morphismes f : X—> End(E) ol les fx sont des projectsurs,
Solt x,€ X. En décomposant E sous la forme :
F ES 8 E

ol E§ = Ker (1-f,) et EJ = Ker f,, on a :

avec 8 * 1, b =0 ,c0=0 , do =0
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32 +bc=a , a +cd=0>b ’ ¢ca + dc = ¢ R cb + b2 =d

et 11 est aisé de voir alors que, avec :

a -b
X X
gx =
c, l-dx
on a :
a a]
X
fx°gx= =gx°fx°
ic o
4%

et que g : X—> End(E) est un morphisme de C.

Comme go = 1, 11 existe un voisinage Ux de x, tel qgue
°

gxeAut[E) , xeux,

En prenant pour [Ui] le recouvrement (U ], x,€X , et pour g, : U, XU —LE)

°

les applications :
(x,y) — g o gy
on satisfait & la derniére hypothése du théoréme 2,

(4.5) Réalisation géométrique d'un L-fibré.

Définition,: Une réalisation d'une C-catégorie L dans la catégorie C est un foncteur
fidéle T : L—>C tel que, pour tout couple (E,F) d'objets de L :
(1) L(E,F) CC(T(E), T(F))
(i1) 1’application de L(E,F)xT(E) dans T(F) définie par :

(f,x) —> f(x) , fel(E,F) , xeT(E)
est un morphisme de C.
Dans ce qui suilt, nous nous donnerons une C-catégorie L réalisable dang C
dont la réalisation dans C sera sous-entendus.
Exemple : La catégorie des espaces de Banach réels est canoniquement réalisablg

dans les catégories de cF-variétés réelles.
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Soit X un objet de C et £ un fibré de L(X). Si un atlas (Ui.Ei.Ex,Ei‘>Tx?
représente £, on définit 3 1'ailde des isomorphismes de transition de cet atlas :

., : Ufﬁ U -——&L[Ei,EJ]

i J

un foncteur de recollement :

%

i
(Ui UJJXE:L —— (UintJXEJ
suivant :
Oji[x,e) = (x,¢j1(x]a) ,

ce qui, aprés recollement, donne un objet E(£) de C et un morphisme E(E}—>X qui ne
dépendent que de &, E(E) s'appelle 1l'espace de £ et le couple (E(E),E(E)—>X) la
réalisation de § dans C. De méme, on réalise dans C les morphismes £—>n de L(X)
sulvent des morphismes E({)— E(n) de base X. En fin de compte, on obtient un fonc-

teur de L(X) dans Cx. Par restriction, ce fonctsur donne une équivalance entre la

catégorie des isomorphismes de L-fibrés purs de fibre E et de base X et la catégorie

as fibrés dv Steenrod de base X, de fibre E, et de groupe structural Aut(E].

Sections dfun L-fibrs :

Les sections d'un L-fibré £ de base X sont les ssctions de sa réalisation
E(£}—>X. Pour un atlas U de cartes (Ui,Eil représentant £ au moyen de morphismes
de transition eji’ une telle section s'exprime sous la forme d’une famille de mor-
phismes 8 ¢ Ui--——?Ei telle que :

s,(x) = e
J i J

ces morphismes 8y sont les parties principales de cette section relatives 3 cet

[x].si(x) R erinU

atlas.
De fagon précise, si I'(U,§) est 1'ensemble des parties principales des sections
de & au-desus de U, on définit pour tout atlas V de £ plus fin que U une restriction
ri,g) ——ri(v,e)
qui ne dépend pas du raffinement choisi et l'ensemble des sections de £ est donné

par :

r{g) = lim,rw,gu
u
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Exeggle :
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Pour deux L-fibrés £ et n de base X, les sections du fibré L(£,n) sont

les morphismes de £ & no
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II1 ~ APPLICATIONS AUX FIBRES BANACHIQUES

1. Variétés de Stiefel ; variétés de Grassmann :

(1.1) Soit E un espace de Banach réel (ou complexe) et F un facteur direct de E,
L'ensemble S(F,E) des monomorphismes directs de F 3 E est non vide et c'est un
ouvert de l’espace de Banach L(F,E) ; plus précisément, on a le :
Lemme : Pour tout élément u de S(F,E), il existe un voisinage ouvert U de u dans

L(F,E) et une application C -différentiable p : U —L(F,E) telle que

plv) o v = 1dc ,» VEU
Preuve : Si p(u) mst une rétraction de u, on prend pour U 1'image réciproque de
GL(F) par 1’application continue de L(F,E) dans L(F) :
v t—=> olu) o v
et 1'on pose :
plv) = [pllu)Av]-1 o plu) ., VEU

Définition : la sous-variété ouverte S(F,E) de L(F,E) s'appelle la F-vari&té de

Stiefel de E.

Toute isomorphie entre deux facteurs directs isomorphes F1 et F2 de E induit

une isomorphie entre les variétés S(Fl.E) et S[FZ,E].

Lemme 2 : L'application différentiable © : S(F,E)xF~~—> S(F,E)xE définie au-dessus
de S(F,E) par :

6(u,y) = (u,u.y)

fait du fibré vectoriel trivial S(F,E)xF —> S(F,E) un sous-fibré du
fibré vectoriel trivial S(F,E)xE —> S(F,E).

Preuve : Cette application provient canoniquement de 1'injection canonique

S(F,E) <5 L(F,E) et les morphismes qu'slle induit sur les fibres :

{u}xF —=> {u}xE sont 1somorphes aux morphismes u : F—»E,
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Corollaire : L'image de © , i.e, l'ensemble des couples (u,x) de S(F,E)}xE tels

gue x u{F) est une sous-variété de S(F,E)xE,

(1.2) Par composition des morphismes, le groupe différentiel GL(F) opére librement
& droite sur la variété S(F,E) et 1'’orbite d'un élément u de S(F,E) suivant GL(F)
est 1l'ensemble des éléments v de S(F,E) tels que v(F) = u(F). L'ensemble G(F,E) =

G(F;E) = S(F,E)/GL(F) s'identifie donc & 1l'ensemble des facteurs directs de E

isomorphes & F et on a un fibré topologique régulier de groupe structural GL(F) :

S(F,E) —— G(F,E)
Lemme 1 : Ce fibré topologique est principal.
Preuve : Soit u un élément de S(F,E) et v, w des éléments de S(F,E) de méme image,
sufflsamment volsins de u pour qu'on puisse en exprimer des rétractions au moyen de
la fonction p du lemme 1 de (1.1). L'élément t(v,w) de GL(F) qui transforme v en w

ast alors :

Tlv,w) = plv) o w
1'0d la continuité de t.
Lemme 2 : Les applications orbitales GL(F)——%S(F,E) sont des immersions
Preuve : Leurs différentielles : L(F)——> L(F,E) sont les monomorphismes directs :

¢ —>uod , u€S(F,E)

En fin de compte, on a le :
Théoréme : Le groupe différentiel GL(F) opére de fagon réguliére sur la variété
S{F,E) et le fibré différentiel qui s’en déduit :
S(F,E) ——> G(F,E)

est localement trivial.
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Définition : La Cm-variété G(F,E) ainsi définie est appelée la F-variété de
Grassmarn de E, Il est clair que cette variété ne dépend que de 1la
classe d'isomorphie de F ; on peut donc parler, en particulier, de
la variété de Grassman G(n,E)} des sous-espaces de E de dimension finie n

* : S*(F,E] ———3»G(F,E) le fibré de Steenrod de groupe structural GL(F)

(1.3) Soit §
obtenu par adjonction de la fibre F au fibré principal £ : S(F,E)—>G(F,E). On a
donc un carr. cartésien

S(F,E)xF—S(F,E)

* l l

Exid -

et, comme S(F,E)XE ————> G(F,E)*E est, pour GL(F) opérant trivialement sur E, u
fibré principal et que © (ll. lemme 2) est un morphisme de GL(F)-objets, ce diagram

se factorise suivant :

S(F,E)xF S 5 stF.E)XE 5 S(F,E)
ExidE 3
s (F,E) 5 G(F,E)XE 3y G(F,E)

I1 est aisé de voir que 1'’application différentielle :
s*(F,E) ———> G(F,E)xE
de ce diagramme est injective et que son image est l'ensenblelgtF,EJ des couples
(V,x) de G(F,E)xE tels que x €V,
Nous allons montrer maintenant que cette application fait de g* :
S*(F.E)-——irG[F.E) un sous-fibré du fibré vectorisel trivial G(F,E)xE —» G(F,E).

Compte tenu de (1.1.2) ceci résulte du :
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lemme : Soit C le site des C -variétés banachiques réelles (ou complexes), L une

C-catégorie réalisable dans C , & et n deux L-fibrés de C de base X,

f : E(n)——=E(£) un morphisme de C au-dessus de X, s : Y —»X une
submersion surjective. Dans ces conditions, si (s™(n), s®(f)) est un sous-
fibré de §"(£), alors (n,f) est un sous-fibré de E.

Preuve : Par une trivialisation convenable, on est ramené au cas de fibrés triviaux :

A
vip — S o ey
s><1dF s><idE s
XxF f > XXE ——— X

or, sl on exprime f au moyen d'une application.
¢ : X—> C(F,E),
%, exprime alors é*[f] ce qui, compte tenu des hypothéses faites sur s*(f), entraine
que :
® : X—=»L(F,E)
et que ¢ est différentiable.
Le fait que les Qx » x€X, sont des monomorphismes directs résulte de ce qus
s est surjective.
Nous sommes en mesure d'affirmer maintenant que :
Théoréme : Soit E un espace de Banach, F un facteur direct de E. Alors, 1'ensemble
‘g[F.E] des couples (V,x) de G(F,EJXE tels que x €V est une sous-variété
de G(F,E)xE et la projection :
Ye g ¢ S(F,E) —> G(F,E)
est un sous-filbré du fibré vectoriel trivial
G(F,E)XE ——> G(F,E)
Ce sous-fibré est isomoifphe au fibré vectoriel obtenu par adjonction

de F au fibré principal :

S(F,E) ———» G(F,E).
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2., Varistés de Stiefel normales

(2,1) Soit E un espace de Hilbert réei (cu complexe). Désignons par GL(E) le groupe
des automorphismes de 1'espace de Bana.h € et par U(E) le groupe unitaire de E, i.e,

le sous-groupe des éléments u de GL(E) tels que :

Proposition 1 : U(E) est une sous-variété de GL(E).; ie fibré principal GL(E)

GL(E)——>GL(E)/U(E} est trivial et sa base est une variété isomorphe
a l'espace H(E) des opérateurs hermitiens de E.
Preuve : H(E) est un facteur direct de 1'’espace de Banach L(E) et :
exp : H(E) —3 GL(E)
est une application différentiable rétractable dont une rétraction différentiable

est définie par :

ul-——)-;- logu*;,u

Ainsi, 1l'ensemble P(E) des automorphismes hermitiens positifs de E est une
sous-variété de GL(E) canoniquement isomorphe a H(E) et 1'injection canonique de
P(E) dans GL{E) admet une rétraction différentiable :

P U [d*o u]l/2

Mais alors p-l[idE] = U(E) est une sous~variété de GL(E). Les autres assertions

deviennert évidentes.
(2.2) Soit F un sous-espace fermé de 1'espace de Hilbert E. Désignons par S'(F,E)

l’ensemble des isométries linfaires de F dans E ; c’est évidemment un sous-espace

fermé de S'(F,E) sur lequel le sous-groupe topologique U(F) de GL(F) opdre. Il est
clair que S'(F,E) est un espace principal de groupe structural U(F) et que, dans
S'(F,E), les orbites suivant U(F) sont les traces des orbites de S(F,E) suivant

GL(F), ce qul donne par passage au quotient un diagramme :
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S'(F,E} =————> S(F,E)

S'(F,E)/U(F) ———> G(F,E)

Ce diagramme fait de S°(F,E)/U(F) un sous-espace de G(F,E), & savoir le sous-
espace topologique de G(F,E) constitué par les sous-sspaces de E isométrique a F ;
or :

Lemme : Deux espaces de Hilbert toplinairement isomorphes sont isométriques.
Preuve : Si f : Ef“>Eé est un tel isomorphisme, alors f*i f est un automorphisme

1o

hermitient positif de E, et, en prenant h = [f*; f]llz, on voit que f hot et h "3 f

1
sont deux isomorphismes réciproques conjugués, i.e, deux isométries réciproques.
En résumé, on peut dire que :
Théordme 2 : Pour un espace de Hilbert E et un sous-espace fermé F de E, le fibré
topologique principal S(F,E)~—a G(F,E) de groupe structural GL(F) se
réduit canoniquement au fibré topologique principal S'(F,E]-—;> G(F,E)
de groupe structural U(F).
Corollaire : Le fibré S'(F,E}—> G(F,E) est localement trivial;
Compte tenu de la proposition 1, ceci va résulter du :
Lemme : Soit C un site & recollements, G un groupe de C, H un sous-groupe prindipal
de G tel que le fibré G~—>»G/H soit trivial. Dans ces conditions, tout
H-fibré principal Q-—%» B qui s'’élargit suivant un G-fibré localement
trivial P—>B est lui-m8me localement trivial.
Preguve : Par trivialisation, on se raméne au cas ol P —> B est trivial, i.e,
au cas ol 1'on a un G-morphisme P —»G et, puisque par hypothé&se on a un H-morphisme
G—>H, on obtient alors par composition :
Q—P~—> G —>H

un H-morphisme Q-—H,
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(2.2) A partir du fibré différentiel S(F,E)=——> G(F,E) et du groupe différentiel
U(F), 1l'étude topologique précédente permet de mettre sur S'(F,E) une structure de
sous-variété unique de S(F,E} telle que S'(F,E)——>G(F,E) soit un fibré différentiel
principal de groupe structural U(F). En résumé :

Théordme 1 : Pour un espace de Hilbert E et un sous-espace fermé F de E, le fibré
différentiel principal S(F,E)—> G(F,E) de groi~e structural GL(F) se
réduit canoniquement & un fibré différentiel principal S'(F,E) —>G(F,E)
de groupe structural U(F).

Définition : S'(F,E) est appelée la F-variété de Stiefsl réduite (ou normals) de E.

Dans le cas hilbertien le fibré vectoriel S*(F.EI——-)G(F.E] défini en (1,3)
est un facteur direct du fibré vectoriel trivial G(F,E)xE —>G(F,E) ; de fagon
précise, en désignant par Py la projection orthogonale de E sur un sous-sspace
fermé V, on a le résultat suivant :

Théoréme 2 : Soit E un espace dt Hilbert et F un sous-espace fermé de E ; soit p
le projecteur du fibré trivial G(F,E)xE —> G(F,E) dé&fini par :

p(V,x) = [V.pV(xJ]

Bans ces conditions, 1'image de p est égale au sous-fibré S*[F.E)-—‘)G[F.El
et le noyau de p a pour espace 1l'ensemble S°{F,E) des couples (V,x) de G(F,E)xE
tels que x soit orthogonal a V,

(L'existence des noyaux des projecteurs de fibrés a 6té établis au chapitre II).
Corollaire : Le fibré vectoriel trivial G(F,E}xE —> G(F,E) est somme dirscte des

fibres s*(F,E).._, G(F,E) et S°{ F,E)—>G(F,E).

3. Classification homotopique :

Dans ce paragraphe, nous nous limiterons aux fibrés vectoriels topologiques

a fibres de Banach.
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(3.1) Définition : Socit & un fibré banachique de base X et F un espace de Banach.

Un morphisme gaussien de £ & F est une application ¢ : E(£)—SF telle

que (§,¢) : E(E)——>XxF fait de £ un sous-fibré du fibré trivial XxF—»X.
I1 est clair que les restrictions

¢x: %'—+F » X€X

d’un morphisme gaussien ¢ sont des monomorphismes directs.
Si 1'on se donne un atlés vectoriel de £ de cartes [Ui,Ei) et de morphismes
de transition :
eji : Uint —>L[E1,EJ] ,
un morphismes gaussien de £ & F s'exprime sous la forme d’'une famille d'applications

continues :

¢, Ui—-> S[Ei.F]

i
telle que, pour tout couple d'indices (i,j)

¢i(xJ = ¢,(x) o eJi[xJ , erin §]

J J
Proposition 1 : Soit & un fibré banachique pur de fibre E et de base X et soit F

un espace de Banach. Alors, les morphismes gaussiens ¢ de £ & F sont en

correspondance biunivogue canonique avec les carrés cartésiens

E(g) —E— g*E,R)

Preuve : Pr» image réciproque, un tel diagramme permet de transformer y , sous-
fibré du fibré trivial G(E,F)xF — G(E,F), en un sous-fibré (£,¢) : E(E) —3 XxF
du fibré trivial XxF—»X ; de plus, g est déterminé par f et ¢ suivant :

g = (f o, £,¢)
alors que f est déterminé par ¢ suivant :

ﬂx]=¢&xl , XEX
C.Q.F.D.
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Limitons nous maintenant aux fibré&s & base para-compacte et auparavant

citons le :
Lemme (6) : Pour tout recouvrement ouvert localement fini (Ui),iG;I, d'un espace

paracompact, il existe un recouvrement (V,) de X plus fin que (Uil.

J
indexé par 1l'ensemble F(I) des parties finies de I et tel que :

(1) card J = card K== V nd = g 3 JLKEF(I)

3
(i1) le rscouvrement dénombrable de X :
wo= U , neEN
n J
card] = n

est localement fini,

Corollaire : Tout fibré de base paracompacte admet un atlas dénpmbrable localement

fini.

Notation : Dans ce qui suit, p désignera un nombre réel de 1'intervalle [},+iﬂ
et £P(E) sera l'espace de Banach des suites (en] de E tellss que T ||en||p<+°°
Théoréme 2 : Pour tout fibré banachique pur £ de fibre E, et de ba:eoparacompacte
X, 11 existe un morphisme gaussien de £ a £P(E).

Preuve : Soit [Ul....,Un....) un recouvrement ouvert localement fini qui trivialisse

£ au moyen des fonctions de transition :

¢rq : urn Uq — L(E)
et soit [ul.....un....J une partition continue de 1'unité subordonnée & ce recouvrement.
Pour tout entier r, on définit alors une application

. p
e, U.—LIE, £7(E))

en posant :

er(XJ = [elrtx)pn..;eqr[x),.l.] ’ XGUr
od pour tout entier q :

qu[xl =0 ’ xﬁUq

0 (x) =

ar x) uq(x]cbqr[x] , erq

(ce qui assure que, pour tout point x de Uk' les eqr[x] sont nuls & 1'exception d'un

nombre fini d’entre sux).
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Il est clair que les Gr sont compatibles avec les ¢pr’

Reste & voir que les er sont continues et que les Gr(x], xeLﬁdsont des mono-
morphismes directs. Pour cela, prenons pour chaque point x de Ur un voisinage Vx de
x contenu dans Ur et qui ne rencontre qu’un nombre fini de supports des uq puils
désignons par Ux 1'intersection (finie 1) des Uq tels que uq(y] # o, yéEVx. Sous
réserve d'utiliser une permutation de_ﬂ, on peut supposer que les entiers q tels que
uq(y] #Z o, yeiVx , sont les nombres d’'un intervalle [i,n] et on a alors, avec
Wx = Uxf’Vx :

er(y) = [Ulty]¢lr[y]""'un[y)¢n,r[y]'°"'] , ye;wx
d'ol, par restriction; une application :
ot W, — L(E,EN = L(E)

et cette application est la composée de 1'application continue :

W~ R"xL(E)"
définie par les uq st les ¢q,r » | €ggn. et de 1l'application produit de n copies de
1'application bilinéaire canonique :

RxL(E) —>L(E)

Comme er[X] est un isomorphisme de E sur la diagonale de En, cecl termine 1la

démonstration.

Corollaire 1 : Tout fibré banachique pur £ de fibre E et de base paracompacte X

est isomorphe & 1'image réciprogue du fibré banachiqus :
. X P P

Ye.peE) S (E,£L7(E))—> G(E,L"(E))

par une application continue £ : X—> G(E,£P(E))

(c’est une conséquence du théoréme 2 et de la proposition 1).

Corollaire 2 : £ est facteur du fibré trivial Xxlp(EJ——;PX.
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(3.2) D&finition : Soilt £ un fibré banachique de base X et F un espace de Banach.

Une homotopie gaussienne de & & F est une homotopie

® : IXE(§)——F
telle que, pour tout nombre t de I, °t soit une morphisme gaussien de £ & F,

Proposition 1 : Soit £ un fibré banachique pur de fibre E et de base X ; soit F un

espace de Banach. Alors, toute homotopie gaussienne

¢ : IxXE(E) ——F
détermine une homotopie
¥ : IxX—» S(E,F)
suivant lllt(xJ = [QtIEx] o Ty , tel, eri
ol [Ui, E, EX. Txi : E—> Ex] est un atlas vectoriel de £.
Preuve : La continuité de ¢ résulte de cs que la topologis de IxX est 1'image directs
de celle de IxE{£) par 1l'application idIXE.
Solt E un espace de Banach. Posons pour un temps
F = £P(E)
on définit une décomposition directe :
F=F 8F
avec

+
F ={[enJ€F 18 =e;= ... =8

F ={[en]€F’B°=82--lv-ezns...lo }

Considérons maintenant les homotopies

h* T F E
t:’ht"'>
définies par :

+

hitle )) = (') o ef . =
gled) = (s ) ot e, ., (l-tIBZn*l > 8, = [1—t]92n + ten

»

ht((en)] = (en] ol e ° [1-t]32n

®2n+1 © (1't152n+1 + ten
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Il est clair que :

+

+ - -
hl(FJ = F , hltF] = F
et que 1l'endomorphisme gz (resp. gI] de F défini par g;[(en]] = [EZnJ (resp. g-([enll =

= [82n+1]] est une rétraction linéaire continue de h; (resp. de hl].

+

Pour t # 1, un petit calcul montre que h, posséde un inverse linéaire g; fourni

t
par :
e e ) = (e’ ' )
gt OIIOC) n:l-- - 80,.-.,Bn..-.
avec
e’ 1 t (-175¢*
Mzne1) T 19X Sk T3 ka1 foeot /71 %onel
2°(2n+1)  (1-t) 2" 7 (2n+1) (1-t)

et d’aprés le théoréme du graphe fermé cet inverse est continu. De la méme fagon, on

montre que les ht » t # 1, sont des automorphismes de F,
Avec ceci, on peut affirmer que :
Lemme 1 : Soit € un fibré banachique pur de fibre E et soit f,g des morphismes gaussiens

de £ & F = £P(E). Dans ces ~c-.'il%=ns, les applications composées :
hy ., hy

f.g . t’' ot

ECE). 3> F >

F

J

définissent des homotopies gaussiennes.

g o8 sont gaussiens d'apraés

Preuve : Pour chaque t, les morphismes h: o Feth
1’étude de h; et h; gue nous venons de faire.
Lemme 2 : Sous les hypoth2ses précédentes,

t hiof + (1-t) h) o g : E(§)—F

est, pour tout nombre réel t, un morphisme gaussien de £ & F.

Ceci résulte du lemme plus général que voici :
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Lemme : Soit u,v : E—3F deux monomorphismes directs d'espaces de Banach. S'il

existe une décomposition directe :
F = Fl+ F2
telle que

u(E) C.F1 et v(E) C F2

alors, pour tout nombre réel t :
tu + (1-t)v : E~> F
est un monomorphisme direct.

Preuve : Remarquons tout d'abord que u : E—» F1 etv : E—> F2 sont des monomor-

phismes directs, En utilisant alors un facteur direct supplémentaire de u(E) dans
Fl (resp. de v(E) dans F2], on voit que u(E) + v(E) est un facteur direct de F.

Pour démontrer le lemme, on peut donc suppeser que u : E--*'F1 et v : E—> F2 sont

des 1somorphismes ; or il est clair alors que 1l'aepplication :
(u-l.v-l)
1XF2 ¥ E

est une rétraction continue de 1'application :

F

{tu, (1-t)v)

E > F, xF,

C-QoF-D-

De ces lemmes on déduit la :

Proposition 2 : Soit § un fibré banachique pur de fibre E. Alors, pour tout couple
(f,g) de morphismes gaussiens de £ & £P(E), 11 existe une homotopie gaus-
sienne ¢, : §—>F telle que %, = f et ¢, = g.

Preuve : D'apreés le lemme 1, ¥ et h+ o T d'une pert; g et b o g d’autre part se

correspondent suivant une homotopie gaussienne et, d'aprés le lemme 2, hI o T ot

h; o g sont homotopes suivant une homotopie gaussienne.



Théorie des fibres ...
146

Compte tenu de la proposition 1, ceci donne le :
Théoréme 3 : Soit & un fibré banachique pur de fibre E et ds base X. Alors,
deux applications continues f,g : X — G(E,F) , F = ZP[E], telles
que
Aoy, ) 2 g gy )
E,F E,F°’
sont homotopes .
Enfin, on démontre que :
Théoréme 4 : Soit X un espace paracompact et f,g : X—Y deux applications continues
homotopes. Alors, pour tout fibré banachique n de base Y, les fibrés

banachiques F*(n] et g*(n) de base X sont isomorphes.

(Comme 1'a remarqué Karoubi dans (3) , la céldbre démonstration de Milnor (5), reprise
par Husemoller (2), reste valable pour des fibrés quelconques).
Des théore&mes (3.1.2-3-4) on déduit le

Théoréme de classification homotopique :

Soit X un espace paracompact et E un espace de Banach. Alors, les classes
d'isomorphie des fibrés purs de fibre E et de base X sont en correspondance
biunivoque canonique avec les classes d'homotopie des applications continues
de X dans G(E, £P(E)).

Cette correspondance sst naturelle en X.

4. Grassmanniennes de rang fini :

Nous entendrons par 13 les grassmanniennes G(n,E) ol E est un espace de Hilbert
de dimension hilbsrtienne j3n.
(4.1) Soit E un espace de Hilbert, F un socus—-sspace fermé de E, F° le supplémentaire
orthogonal de F. On a donc un épimorphisme canonique direct :
L(E) —— L(F,E)
qui, par restriction donne une application différentiable :

U(E) —»S"’ (F,E)
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Deux éléments u,v de U(E) donnent le méme élément de S’(F,E) si, et seulement
si, u_l o V appartient au groupe des automorphismes unitaires de E qui laissent
invariants les points de F ; or ce groupe est 1'image du groupe U(F?) par le
morphisme de groupes différentiels :

ot (UIFT) —s U(E)
défini par :
dpolulx+y) = x + uly) , X€F , yeF®
Comme ce morphisme est une isométrie, c'est un plongement topologigue.
On a donc un fibré différentiel de groupe structural U(F®)
© : U(E) —» S'(F,E)
qu'il s'agit d'étudier.

Remarquons tout d'abord que U(E) opé&re & gauche sur lui-méme et sur S'(F,E)
de fagon évidente et que © est un morphisme pour cette action.

Grace au fibré principal trivial :

GL(F)—> H(F)
de groupe structural U(F), on peut affirmer que, lorsqu'on identifie au moyen de
1'exponentielle 1'espace tangent & GL(E) en idE (i.8, l'’ensemble des sous-groupes
a un paramdtre de GL(E)f & 1'espace de Banach L(F), 1'espace tangent 3 U(F) en idF
devient le sous-espace A(F) des &léments antihermitiens de L(F).

Mais alors, en reprenant la construction de la variété S’'(F,E) & partir de
la variété S(F,E), on voit que la différentielle de 1’'injection canonique
S'(F,E)<—>» S(F,E) ou point iF de S'(F,E), qu'est 1'injection canonique FC»E,
devient 1'injection canoniqus :

L(F,F°IxA(F) €, LIF,F®)xL(F) = L(F,E)

Ainsi, le plan tangent & S'(F,E) en i s'identifie & 1'snsemble A(F,E) des

applications toplinéaires f : F-—»E telles que PE o f €A(F)
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Théoréme 1 : L'application canonique :
® : U(E)—~» S'(F,E)
est une submersion.
Preuve : Compte tenu de 1l'action de U(E) sur ce fibré il suffit de montrer que ©
est une submersion en idE , or, en ce point la différentielle de © s'identifie
3 1'application de restriction p : A(E) —> A(F,E) , i.e :
plu) = u 4 iF
En associant & tout f€L(F,E) l'endomorphisme o(f) de E donné, suivant la
décomposition directe :
E=F+F®
par la matrice :
P o f - (ppo o ¥
Pro o f 0
11 est clair qu'on définit une application toplinéaire o : A(F,E)—% A(E) qui est
une section de p.
Théoréme 2 : Le morphisme de groupes différentiels :
¢F : U(F) — U(E)
est un plongement différentisl.
Preuve : Comme on sait déja que ¢F est un plongement topologique, il suffit de montrer
que c'est une immersion différentielle en idF ; or, en ce point, la différentislle de
¢F s'identifie au morphisme toplinéairs A(F)—> A(E) défini suivant la décomposition
directe E = F + F© par :
ui-=>
6 0

et il est clair que ce morphisme est un monomorphisme direct.
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Corollaire 1 : L'application canonique :

UCE)/U(F®) ——S*(F,E)
est un plongement différentiel dont 1'image est constituée par les isométries

linéaires f : F—*E qui se prolongent & E suivant un sutomorphisme unitaire

de E.
Un calcul facile utilisant 1les décompositions :
F+F%=Ea= fF) + f(F)°
montre que ces isométries sont caractérisées par le fait que les sous-espaces F°
et f(F)° sont isomorphes.

Corollaire 2 : Si F est un sous-espace de € de dimension finie, on a alors un difféo-

morphisme canonique :
U(E)/U(FP) = S' (F,E)
Preuve : Les supplémentaires orthogonaux de deux sous-espaces de E de méme dimension
finie sont isomorphes (Si E est de dimension finie, c’est bien connu ; sinon, ces
supplémentaires ont la dimension hilbertienns de E).

(4.2) Application 3 1'homotopie :

Gﬁ sait (théoreme de Kuiper cité par (6)) que le groupe unitaire d'un espace
de Hilbert de dimension infinie est contractible.De ce résultat fondamental et du
corollaire précédent et de la suite exacte de Hurewicz du fibré :

U(E)——> U(E)/U(F)
on déduit que, dans le cas ol F est de dimension finie, que les Hn S'(F,E) sont
tous nuls ; or, d'aprés Palais (8]}, cecl entraine pour une variété banachique
paracompacte la contratibilité de cette variété, d’'od les :

Théoréme 1 : Pour tout espace de Hilbert E de dimension infinie, les variétés

de Stiefel réduites S'(n,E) sont gontratibles.

(Pour n = 1, on retrouve la contractibilité des sphéres d'un espace de Hilbert

de dimension infinis),.
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Théoréme 2 :

groupe structural U(n)

(1)
(2}
(3)
(4)
(5]
(8)

Manuscrit remis le 2 mai 1969,

Pour cela,

entier k2o, on a :
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Pour tout espace de Hilbert E de dimension infinie et pour tout

Hk G(n,E) = HkU(nJ

11 suffit d’utiliser la suite exacte du fibré S'(n,E) —» G(n,E) de
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