ALAIN FAISANT
Sur les demi-groupes de fractions

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1969, tome 6, fascicule 1
,p- 73-85

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1969__6_1_73_0>

© Université de Lyon, 1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathéma-
tiques de Lyon » implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impres-
sion systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1969__6_1_73_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

73
Publications du
Département de
Mathématiques
Lyon 1969 t. 6-1

SUR LES DEMI-GROUPES DE FRACTIDNS

par Alain FAISANT

Notre but est une constructicn explicite du demi-groupe des fractions
d'un demi-groupe quelconque D pour rapport & un complexe quelconque (c'est-

a~dire une partie non vide) de D. Ds fagon plus précise, on veut résoudre

le probléme suivant :

Probléme (D,S). Etant donné un couple (D,S) od B est un demi-groupe et S

un complexe de D, trouver un couple (4,¢) vérifiant les propriétés

suivantes

[D.S]l A est un demi-groupe avec €lément neutre et ¢ : D—> A un
homomorphisme.

[_DS]2 pour tout s, s€S: ¢(s) est inversible dans A.

[bS]s pour tout couple (A’,¢') vérifiant [DS]l et [DS]Z s 11 existe
un unigue homomorphisme ¢ : A—> A' tel que go¢ = ¢°'.

Notations : H(D,D') désigne 1'snsemble des homomorphismes du demi-groupe D

dans le demi-groupe D' ; eD 1'élément neutre éventuel de D ;
H1[D,D') 1'ensemble des homomorphismes conservant 1'&lément

neutre,

U(B) 1l'ensemble des unités (&léments inversibles) de D.
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§ 1. Forme universelle du probléme (D,S).

Le probléme (D,S) est équivalent & un probléme d'application universelle

DJ : 1'espéce de structure T est celle des demi-groupes avec élément neutre
1 '

(T-ensembles), la famille de T-morphismes est (H7 (4,4 ]]A,A' = T-ensembles °

la famille (a(D,4')), d'a-applications est définie par

: T-epsemble

alD,A) = {¢€HID,A) tel que ¢(S)el (A)}. Le résultat se déduit du lemme suivant

et Uxe U (a) : c[x-ll = a[xl-l

Lemme 1 : a) si o eHl(A,A") alors{c(U(A])SU (a")
b) soit o€ H(A,A') et supposons 1l'existence de e, et ey. Alors
si o(MNu (8') # B on a : CEH(A,A%),
a) c’est une propriété classique.
bl soit olx)el (A’) donc c[x].o[xl—l = e,, et par multiplication & gauche par
-1 -1 .
o(eA] : U(BAX].O(X] = oteA].eA, soit o(x)o(x) = e, d'ole,, = o(eAJ.

Le probleme (D,S) étant équivalent & un probléme universel, con a :

Proposition 1 : Si (A,4) et (A',¢') sont solutions du probléme (B,S) alors

A et A' sont isomorphes,
On va maintenant construire une solution du probléme (D,S) selon une
méthode exposée dans (4) pour les catégoriles de fractions.

§ 2. Construction d'une solution du probléme (D,S).

. Résultats _préliminaires.

Congruence engendrée par une relation Re sur un demi-groupe O, cf (2).

On 1l'obtient en trols étapes : soit d'abord R, = R U ﬁgL)E p of E o
désigne la relation d'égalité dans D ; on définit ensuite R2 par aR2 D ssi :
3x.y€ D1 , Ja’',b’€D tels que a = xa'y , b = xb'y et a'Rlb', ol Dl désigne
D si D possdde un élément neutre, et Du {1} avec l.x = x.1 = x VxeD, 1.1 =31,
si D ne posséde pas d'élément neutre ; enfin 52 fermeture transitive de R2 est

la congruence engendrée par R,.
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Lemme 2 : Le diagramme ci contre, ol f€ H{(D,D') D—— D'
et ol R st R’ sont des congruences sur
1 J
D et D', se ferms commutativement de -
DR-ecennn- vD' R’

fagon unique par $€H[D/R.D'/R') ssi

R¢ FHR")

Rappelons que :5@?1(R'Jy ssi f(x)R'f(y). S1i Rg‘?ltR'] on posera F4(x)) = J(£(x))

F est bien définie et c'est un homomorphisme. Unicité et réciproque sont évidentes.

Le demi-groupe libre Fk sur un ensembls X : c'est 1l'ensemble des suites finies,

ou mots, d’'éléments des X, que 1l'on compose par juxtaposition :

= .. . - ade pas
(xl.....xn).(yl.....yp] [xl.....xn.yl.....yp). Ce demi-groupe ne poss p
d'élément neutre et n'est pas commutatif.

Lemme 3 : Dans le dlagramme ci contre d désigne

d
1'injsction naturelle xr»(x), et A X ;Fi
est un demi-groupe avec &lément s ," '}'
neutre. Alors 11 existe un unique AW

homomorphieme ‘i\! tsl que ?F'.d = f,
st conservant 1'élément nsutre.
On obtient dirgctement ? unigus en posant'gttxl.....xn]) = f(xll.f(xz)...f(xn]
| | {¥teF) =8,
Lemme 4 : Soit le diagramme 1
ol R est la congruence engendrés par
une relation Ry sur F; s * la sur- ’
Jection canonique, et ¥ un homo-
morphisme de demi-groupes. Alors

S1 R, §$1(EA) 11 existe ¥ homomor-

phisme unique tel que F.r = ¢
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En effet, le diagramme peut s'écrire : X 5 A
ol 1, est 1l'application identique de A.
A r 1A
D'apreés le lemme 2 il suffit de montrer
1
- F A = a/E
que R FL(ED) ce qui est réalisé puisci= xR /C

R‘,g;l(EAJ et que R est la plus fine

congruence contenant R,.

B o e > - ——— —— o = o= U e = - - - — o = o -

Soit DIS la somme directe ensembliste de D et S. On note in, : D—> DiiS

1

et in2 : S —» DUS les injections canoniques. DAS n'est muni d’aucune structure,

1 1
: F ' ,
Soit ensuite d : DS — s 1'injection naturelle, et R, la relation sur FDMS

définie par :
a) (1n1x)[in1y)R°[in1xy] Vx.yGD

b) (inzs.)[:i.nlsJR‘,aF Yses

c) [inls)(inzs]RoeF Vses

On note R la congruence engendrée par R, , x = r(x) la classe de x modulo R,

r: Féﬂs-_’ FElﬂS/R = D[S-ll la surjection canonique
in
1 d 1 r -1
Posons enfin ¢g = redsin, D ———— DS > Fous »D[s™7]

Théoréme 1 : le couple [D[S_IJ. ¢ S] est solution du probleéme (D,S).

On vérifie successivement les conditions [DSJI [DE],Z et I'_.DS::I:_l
Condition [DS]1 :
-1 /— ;H-Qﬂen
. D[S ] muni de la structure/sst bien un demi-groupe avec &lément neutre.
. ¢ est un homomorphisme car : ¢S(xy) = rod[(inlxy] = r((inlxy]] = (inlxy)
et : ¢s(xl¢3[ny = [inli[inly)

d'od le résultat d'aprés a)l.
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Condition [DS], :

pour tout s€S on a ¢S(sJ = (inls). On calcul successivement :

¢S[s).(inzs]

(inls][inzs) éF d'aprés c)

_1 ——
=3 ¢ (s) = (in,s)
(in,s) ¢(s) = (in,s)(in;s) = éF d'aprés b):} S 2

Remarquons gque si e, existe on aura ¢S(eD] = ep = ED[S‘¥]

Condition [DS]3 :

soit (A',¢') un couple vérifiant [DS], et [pé]z.

existence de o , on procéde de proche en proche de la fagon suivante :
in,

(A) D ——=— 0lI3 il existe une unique application f : DIS—> &'
S/ telle que foln, = ¢
¢ 4 "F 1
Y ot flinys) = ¢'(s)" VseS
A

Ces deux conditions définissent en effet f de fagon unigue.

d Fl

' & ]
(8) Us > "Dus d'aprés le lemme 3 1l existe un unique
7 -~ lad
!f homomorphisme f tel que [ fed = f
. ~
f : f 04 _
"f f(EF] = esl
Aﬂv
1 1 -1 .
(cy F r FF R ona: Rocf "(E,,), c'est a dire que
ails olis
L’ si a Rg b alors fl(a) = f(b). En effet,
~ l’ ;l;
f L’ f supposons que a R, b ; ceci peut avoir
A"

lieu dans les trois cas suivants :

a) a = (inlx)(inly] alors ?&a] f[inlx]ftinly] = ¢'(x).9'(y) = ¢'(xy)

~
b = (in xy) = flin xy) = f(b)

n - v
b) a = [inzsl(inls] alors f(a) = f(inzs].f[inls] = ¢'(s) 1.¢'(s) =e,, = f(b)

A

nh
b= er car f conserve 1'élément neutre d'apres {B).

c) a = tinls][inzs] le cas se tralte comme au b)

b-eF
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v
D'aprés le lemme 4 il existe donc un unigue homomorphisme f = ¢ tel que
~
0or = f. Il en résulte :

~n
c°¢S = oorodoinl = -F,doinl = -Foin1 = .

Unicité de ¢ Supposons que o;¢S = °°¢S = ¢é et montrons que o' = ¢

Pour cela nous utilisons les unicités signalées ci-dessus en (A), (B) et (C)

i1 faut donc d'abore vérifier les propriétés correspondantes pour o'

()’ o;r[eFJ = e,, car c'((IEIg))—l existe et c'est ¢’(s]_1
puisque o'[(fEI§3) = c;rodoinlts) = o;¢S[s] = ¢'(s)
d'ol le résultat d'aprés le lemme 1.
(cy R,C 07§r[EA,) car aRob =>>a = b e glrla) = olr(b)
(4)° osrod(in,s) = o'ls)}  Vses
D’aprés (B)' il nous suffit de démontrer que 0'((§E;§]] = 0'([55;5]]_1
en effet : condition b) et (C') => o’[[;;;;)] c’((E;I;]] = o'(EF] = e
condition c) et (C') =¥ o'((in;s)) o’ ((in,s)) = o' (5p) = eA,} @ho
o' ((ins)) = o' ((ings)) ™ = ¢*(s) 7"
On a alors successivement :
- ggrod = f en effat : [o:,rod)oin1 = ¢' par hypothese
{ o;rod(inzs] = ¢'(s)—1 Vses d'aprés (A)°*

et on applique (A) : unicité de f

.F

1
Q
O=
o]
"
e
0
o
o]
P
Q
O
e
]
o
1

= e, d'aprés (B)'

Ay
et on applique (B) : unicité de f
~
-qg' =g0 car gar = T
Ro € Egr[EA,] d'aprés (C')
~
.F

et on applique (C) : unicité de f = o©
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On notera (D[S_¥],¢SJ la solution ainsi corstruite, qui est donc unique
& un isamerphisme pres. [[3—11 est appelé demi-groupe de fractions de D par
rapport a S,
Remargue 1 @ d’aprés la construction, tout é€lément § de D[S-l] s'écrit :

9 0‘2_

a
- n -
§ = ¢S(x1J ,¢S[x2] .o ¢S(xn] avec pour tout 1 = 1,2,...,N

3 = 2 = -
X, € D et oy 1l et si oy 1 xi€ S
En d’autres termes ¢.(DJu 5;(81 est un systéme générateur de D[S—%] , ce
que 1l'on écrit : D[S‘%] = <¢S[D]LJ¢-é(S)>

Remarque 2 : il résulte du lemme 1 que si e, existe alors ¢S€‘H1(D.D[S-E])

D

§ 3. Quelques propriétés de D[S_l].

Soit S = <S> sous demi groupe engendré par S,
Théoréme 2 : D[S—l] et D[§_1] sont isomorphes.
Montranes que (D[gnl]. ¢§] est solution du probléme (D,S) :
[os], évident
[08]2 Vses ¢§(s)-1 existe car S¢3§
[DS]3 soit (4',¢') vérifiant [DS]l et [DS]Z donc ¢'(S)E& U(A') ; or
U(A') est un sous-groupe de &' d'od ¢(S)cU(A') 1.e (A4',0")
vérifie [Dé]l et [D§]2 donc il existe o unique tel que O.ég = ¢’
Alors, D[S—ljet D[E-lj étant solutions du méme probladme universel sont
isomorphes,
Corollaire : Soit S - <S>y U(D) et supposons U(D) # ¢
Alors : b[s™] = 0"~ o[37Y
Montrons de méme que iD[g_l],¢§) est solution du probleame (D,S)
fos]; - [03]2 évident
[ps], soit (4°,4") tel que [Dsjl et [DS], donc ¢°(S) ¢ ULA') et

$'(S)1CU(a'). oOr ¢’ conserve 1'élément neutre (lemme 1) donc
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' (U(D)ISUCA’) (lemme 1) d'ol :

6° ()€ ¢’ (SIue’ (UIDIIC ULaIu ¢’ (UD)) = UCA*) ; le couple
(A',9') vérifie donc ﬂdg]l et [Dg]z, on a alors un unique o tel
que 0°¢§ = ¢

Proposition 2 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ¢S est un isomorphisme.

b) s<U(D)
a = b:il e’ est 1'élément neutre de D[S_l]et 5; 1'isomorphisme réciproque :
¥x eD 3x'€D[S-l]tel que x = 5; (x') donc x.,tfé(e'] = dTé(x'e“) = $é(x'] =

et de méme ¢é(e')x = x, PDonc 8y = $é(e'] est 1'élément neutre de D st
$¥EH1(D[S—IIPD]. D'aprés le lemme 1 on a alors

s - $ltegls cdtn[sT ¢ )
S

b => a# nontrons que (D.lD] est solution du problégme (D,S)
[ns]l évident.
[03]2 évident.
[ns.]3 si (A',¢') vérifis [05]1 et [Ds"]2 11 existe un unique o tel que
c,lD = ¢'" : c'est o= ¢°',
On en déduit que D[U(D]-llazn. Retenons seulement que le couple (D.ID]
vérifie [DSJI et [DS]2 ainsi que 1s couple (D[S_I].¢SJ° Comme ce dernier est

solution du probléme (D,S) on a :

. un unique ¢ tel que °°¢S ID donc [¢Socl°¢s = ¢S

=
- un unique p tel que podg = ¢5 donc p = 10[8_1]

¢ge0 = ¢ = In[571
¢S est donc un isomorphisme.
or °°¢S = lD

X



Sur les demi-groupes de tractions

81

Proposition 3 : Considérons le diagramme :

D f D'
ot f est un homomorphisme,
T un complexe de D'
et od f(S)eT . Alors 11 existe ¢S ¢T
F unique tel F
unique tel que Fodg = . of v A ¢

s Y- -L -5y
En effet le couple tD'[T'l} » $;of) vérifie [Ds‘j1 et [05]2 car f(S)CT
et la condition [DS]B entraine alors 1l'’existence de 1'unique $ tel que ?,#é = ¢T°F
Remarque : 4‘\ conserve l'élément neutre car si s€S ,-\F[tb[s)] est inversible
et son 1nver§e est [¢T°F[sl]-1 d'ol le résultat d'aprés le lemme 1
Corollaire : Si de plus f est éyrjectif alofﬂi? aussi cf. (3],
Cas particulier : S =D et T = D’ ; 11 est facile de voir qu'alors D[D-l] est

un groupe engendré par ¢D(D]. On a donc le diagramme suivant :

A
D-————jl——dyD' ot f est un homomorphisme de groupes,
car 1l conserve 1’'élément neutre d'aprés
¢D D' A '-1 A -1
la remarque précédente danc f(x) = f(x )

D[D—I]-..q:_-, D'[D'-l:] d'apres le lemme 1,

Ceci permet de définir un foncteur ¢ de la catégorie D des demi-groupes dans

la catégorie 6 des groupes :

(D) = n[p™Y] pour tout D€ ObDD
A

¢ ()

"

f pour tout € Hom D
1ls fait que gof = §°$ est di & 1l'unicité de g:?ogour la méme raison : ¢(1D] = 10[0‘1]

§ 4. Fractions & droite.

Un élément £ de D[S-l] est une fraction a droite s'il peut s'écrire
_1 -
£ = ¢S(a) ¢S[s] avec a€D, s€<S> sous-demi groupe engendré par S. Si tout g€n(s 1]

est une fraction & droite, D[S-¥] est appelé demi-groupe de fractions & droite de

D par rapport a S.
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Théoréme 3 : DES *I est un demi-groupe de fractions & droite si et seulement si :

le couple (D,S) vérifie la condition (S2) mod R¢

S
Via,s)eDxs 3la',s')eLX<S> tel que as'R¢ sa’
S
Pour que tout élément soit une fraction & droite il faut et 1l suffit que

tout &lément de la forme 9(s} * ¢lal.a€D, s€S pulsse s'écrire 6(b) ¢(t) T

be€D, te <S> c’est-a-dire ¢(s)-1¢[a] = ¢[b]¢(t)—l ou bien ¢{ati = &(sb) ie
tR sb.
a ¢S
On sait construire, cf (5), la plus fine congruence simplifiable par

les éléments d'une psrtie 5 de D. Soit RS cette congruence. R¢> étant une
S

congruence simplifiable dans S on a donc RSQ;R¢ . Mais on peut démontrer,
S
cf (3) que les conditions (Sd]mcdR¢ et (Sd)modRS sant équivalentes, et gue
5 .
si 1'une des deux est vérifiée alors R¢ = Rg,
5 g

§.5 Immersion de D dans D[3 *].

Théoreéme 4 : Les conditions suivartes sont équivalentes
a) D est immersible dans D[S—IJ

b) S est simplifiable dans D et R QiRS

¢S
c) R¢S = ED
d) Vx,y€D tels que x # y il existe un couple (A,¢) vérifiant
[Ds]1 et [DS], et tel que ¢(s) # ¢(y)
e) la cléture de tout systéme de S-équations de Malcrv st valide
dans D
L'équivalence de a) b) et c) est évidente car S est simplifiable ssi
RS = ED. a) v d) c'est une propriété d'injectivité pour la soluticn d’un

probléme universel cf (1).

c) v d) la condition &) est la généralisation de la conditien de

Malce vcf (2), (3).
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Corollaire : Si S est simplifiable dans D st si (Sd]modED . ou bien (Sg]modED
condition dusle, est vérifiée, alors
D est immersible dans D[S-l].

En effet on a alors d’apréds le § 4 : R¢ = RS = ED' Cette condition
S

est la condition de Ure généralisée, cf (5) : si [Sd]modED est vérifiée,
D[S-ll est un demi-groupe de fractions & droite dans lequel D est immergé.

§ 6. Immersion de D dans un groupe.

On a vu que si S = DO, D[S—l] est un groupe. D'aprés le théoréme 2
et son corollaire, on a plus généralement : si S est un systéme générateur
de D-U(D) supposé non vide (ie D n'est pas un groupe) alors D[S_l] est un
groupe. Soit T 1l'ensemble des systémes générateurs de D-U(D) :

SET ssi <S> = D-U(D),
Théoréme 5 : Les conditions suivantes sont équivalentes
a) D est immersible dans un groupe
b) i1 existe SET tel que D soit immersible dans D[S ?]
a=yb soit ¢' : D—> G injectif, alors (G,¢') est un couple vérifiant 1les
conditions [bD]l et [DD]Z donc 1l existe o unique tel que °°¢D = ¢' or
¢' est injectif donc ¢, aussi. Comme D[b-U(D)-ljii D[D_l] on a ¢D—U[DJ
injectif cqfd, puisque D~u(D} €T
b=ra évident car D[é—ll est un groupe.

Ce résultat montre que le probléme de 1'immersion dans un groupe est un
cas particulier du probléme de 1'immersion dans un demi-groupe de fractions.
On peut donc appliquer les résultats du théoréme 4 avec S€T , la condition
e) devient alors exactement celle de Malcev. Et d’aprés le corollaire de ce
méme théoréme :

Corollaire : S'1l existe SE€T  tel que S soit simplifiable et que (Sd]modElJ
solt vérifiée (ou bien [Sg)modED) alors D est immersible dans un

groupe qui est un groupe de fractions & droite (resp. & gauche).
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Ces conditions sont équivalentes & celles de Ore cf (2).
Remarques : Si D[S-l] est un groupe alers D ne posséde pas de zéro & gauche,
ni & droite, ou bien card D = 1,

. 81 D est immersible dans in groupe et s'il possdde un idempotent e alors
e est 1'élément neutre de D et 1'unique idempcient de D.

. pour tout S€T D[S ] ~ ™4

Appendice : D-grcupes libres.

Soit D un demi-groupe : un groupe G est un D-groupe, cf (2), s'il existe
¢ €H(D,G) tel que G soit engendré par ¢(D) ie G =< ¢(DIV $1(D)> .

Un groupe G est un D-groupe libre si :

1) G est un D-groupe ; soit ¢ 1’homomorphisme associé
2) pour tout D-groupe G’ d'homomorphisme associé ¢' il existe
5 unique tel o,¢ = ¢’

On a vu (§ 2 remarque 1) qus D[b-l] = <¢D(D]U $S(D]> D[D-%] est donc
un D-groupe ; de plus la condition 2) est réalisée car elle moins forte que
[DD]S. I1 s'ensuit :

. que D[b-l] est un D-groupe libre

» que tous les D-groupes libres sont isomorphes.

. que, en particulier, le D-groupe libre défini dans (2) est isomorphe

ao[p].
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