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SUR LES DEMI-GROUPES DE FRACTIONS 

par Alain FAISANT 

Notre but est une construction explicite du demi-groupe des fractions 

d'un demi-groupe quelconque D pour rapport à un complexe quelconque (c'est-

à-dire une partie non vide] de 0. De façon plus précise, on veut résoudre 

le problème suivant : 

Problème (D,S). Etant donné un couple (D,S] où D est un demi-groupe et S 

un complexe de D, trouver un couple (A,<|>) vérifiant les propriétés 

suivantes : 

[b # s]j A est un demi-groupe avec élément neutre et $ : D — > A un 

homomorp h is me. 

QDSJ^ pour tout s, s e S : <J>(s] est inversible dans A. 

[ b s ] 3 pour tout couple (A',*') vérifiant L D S1 ! e * [ D S H 2 '
 1 1 2 x i s t e 

un unique homomorphisme a : A — ^ - A ' tel que o0<J> = $ \ 

Notations : H(D,D ') désigne l'ensemble des homomorphismes du demi-groupe 0 

dans le demi-groupe D' ; e^ l'élément neutre éventuel de D ; 

H1(D,D') l'ensemble des homomorphismes conservant ^élément 

neutre, 

U(Q) l'ensemble des unités (éléments inversibles] de D. 
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§ 1. Forme universelle du problème CD,S), 

Le problème (D,S) est équivalent à un problème d'application universelle 

Cl] : l'espèce de structure T est celle des demi-groupes avec élément neutre 

(T-ensembles), la famille de T-morphismes est CH*(A,A'])A A # _ 
K A,A* = T-ensembles 

la famille (a(D,A'))A d'a-applications est définie par 
A : T-eçtsemble ^ r ^ 

ot(D, A) = {<f>€HCD,A) tel que <f>(S)£-U [A]}. Le résultat se déduit du lemme suivant : 

Lemme 1 : a) si aeH 1(A,A») alorsraC U( A) )c(/ (A') 

(et VxeU (A) : aCx""1) = aCxî""1 

b) soit o€H(A,A v) et supposons l'existence de e^ et e^/. Alors : 

si aCAJHu [A') / 0 o n a : aeH 1(A,A'K 

a) c'est une propriété classique. 

bj soit aCxJeW fA') donc aCx).a(x) 1 = e^, et par multiplication à gauche par 

a(eA) : a(eAx).oCx)
 1 = ole^i.e^, soit a(x)a[x) - 1 * e A, d'où e^, =

 a ( e

A 5 -

Le problème CD,S) étant équivalent à un problème universel, en a : 

Proposition 1 : Si (A,<J>) et (A',<f>') sont solutions du problème (D,S) alors 

A et A' sont isomorphes. 

On va maintenant construire une solution du problème CD,S) selon une 

méthode exposée dans (4) pour les catégories de fractions. 

5 2. Construction d'une solution du problème CD,S3. 

Congruence engendrée par une relation R 0 sur un demi-groupe D, cf C2). 

On l'obtient en trois étapes : soit d'abord R. = R U Rf(jF n où E n 

1 0 D D 

désigne la relation d'égalité dans D ; on définit ensuite R 2 par aR 2 b ssi : 

3x,y€ D 1 , 3a',b'€D tels que a = xa'y , b = xb'y et a'Rjb', où D 1 désigne 

D si D possède un élément neutre, et Du(l) avec 1.x - x.l = x VxcD , l.l & i 

si D ne possède pas d'élément neutre ; enfin R 2 fermeture transitive de R^ est 

la congruence engendrée par R 0« 
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f 
Lemme 2 : Le diagramme ci contre, où f€ H(D,D'} D • D* 

et où R et R' sont des congruences sur 
i J 

D et D', se ferme commutât ivement de 
* f * 

façon unique par f €H(D/R,D'/R') ssi ' * 

RC f 1(R f) 

Rappelons que :^f 1CR ,)y ssi fCx)R'f(y). Si RCf 1(R f) on posera ftitxî) » j(f(x)î 

f est bien définie et c'est un homomorphisme. Unicité et réciproque sont évidentes. 

Le demi-groupe libre F x sur un ensemble X : c'est l'ensemble des suites finies, 

ou mots, d'éléments de X, que l'on compose par juxtaposition : 

( X T , . . . , X ).(y,,...,y ) « (x,,...,x ,y 1 #...,y ). -Ce demi-groupe ne possède pas 1 n 1 p 1 n i p 

d'élément neutre et n'est pas commutâtif. 

Lemme 3 : Dans le diagramme ci contre d désigne 
v d r 1 

l'injection naturelle x*-Mx), et A v */X 

est un demi-groupe avec élément ^ \ / ™ 

neutre. Alors il existe un unique ^ 

homomorphisme f tel que f 0d • f, 

et conservant l'élément neutre. 

On obtient directement f unique en posante î( (x^ ... #*nîî » f (x^-ftx^)...*^) 

lf(e r ) - e A 

Lemme 4 : Soit le diagramme t • «, 
FX > y * 

où R est la congruence engendrée par \ , 
1 \ ' une relation R é sur F£ * r la sur- \ / 

f \ ' f 
jection canonique, et f un homo- ^ r' 

L 

morphieme de demi-groupes• Alors s 

Si R 0C?
1(E A) il existe f homomor­

phisme unique tel que f er * f 
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1 f 

En effet, le diagramme peut s'écrire ; F^ y A 

où 1^ est l'application identique de A. ^ 

D'après le lemme 2 il suffit de montrer y ^ 

que RCf 1(EA) ce qui est réalisé puiscu'9 ^X^R A " A ^ A 

R 0Cf
1(E A) et que R est la plus fine 

congruence contenant R©. 

Soit DJlS la somme directe ensembliste de D et S. On note in^ : D-> DJlIS 

et in^ : S — > DUS les injections canoniques. Dii-S n'est muni d'aucune structure. 

Soit ensuite d : DUS—> l'injection naturelle, et R© la relation sur F ^ 

définie par : 

a) (injXHinjyJRotinjXy) Vx,y€D 

b) (in 2 s)(in 1s)R 0Bp Vsé-S 

c) (in^îfin^jRoe p V S £ S 

On note R la congruence engendrée par R 0 * "x • r(x) la elapse de x modulo R, 

r 1 D̂JJS * ^a | s ' " * ^ l a s u r J e c t i o n canonique 

Posons enfin * s = r 0d 0in 1 D î » DUS ïLy D J V 1 ] 

Théorème 1 : le couple (D[S * • <J est solution du problème (D,S). 

On vérifie successivement les conditions ]j3Sj ^ CD-2 2

 e * Cps] 3 

Condition [DS^ : 

. D[S *J muni de la structure/est bien un demi-groupe avec élément neutre • / ?
U Q t o e n l 

. $ s est un homomorphisme car : <|>s(xy) • r0d((injXy) = rCCin^y]) = (in^xy) ^ 

et : 4>sCx)<|>s(xy) = ( J n p J Cin^y) J 

d'où le résultat d'après a). 
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Condition [os] : 

pour tout s € S on a ^ ( s ) = (in^s). On calcul successivement : 

<f>s(s). (in 2s) = Cin^sHin^î = ëp d'après c] 1 - 1  

_ Y—^ * s ( s ] = (in 2s) 
(in 2s) ^ ( s ) * Cin 2sHin^s) - êp d'après b] J 

Remarquons que si e Q existe on aura •g^QÎ = êp =* e D j ^ - r j 

Condition [DS] : 

soit (A',<|>'} un couple vérifiant [ D S ^ et [bs] 2 « 

existence de a on procède de proche en proche de la façon suivante : 

(A) D > DA" il existe une unique application f : DJlS—* A ' 

/ telle que f foiHj s 

\ / \ et f(in s) - • ' ( s T 1 VseS 
A 

Ces deux conditions définissent en effet f de façon unique. 

(B) DUS d

 > d'après le lemme 3 il existe un unique 

\ J homomorphisme f tel que f f 0d
 s f 

A* V 

(C) F 1 r F 1 /R on a : R 0 ç f
_ 1 ( E ,), c'est à dire que 

DJlS DUS û 

\
si a R, b alors f(a) = f(b). En effet, 

' f supposons que a R 0 b ; ceci peut avoir 

lieu dans les trois cas- suivants : 

a) a = (in1x](in1y) alors f(a) = f(in^)f(in^) = • ,(x).* ,(y) • • ,(xy) 

b * Cir^xy) = fCinjXy] = f(b) 

b) a = (in^ICin^) alors f(a) = f (in2s}.f (in^I = <f>'(s) .<>f CsD - e^, = f(b) 

b • ep car f* conserve l'élément neutre d'après (B). 

c) a • (in^sHin^) le cas se traite comme au b) 

b • ep 
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/V 

D'après le lemme 4 il existe donc un unique homomorphisme f = a tel que 

a 0 r = f. Il en résulte : 
A/ 

Unicité de a Supposons que Oo<t>$ = ao4 >

s

 = ^ e t montrons que c' = o 

Pour cela nous utilisons les unicités signalées ci-dessus en (A), (B) et (C) : 

il faut donc d'abore vérifier les propriétés correspondantes pour a' : 

(B)' o£r(ep) = e^f car a,((in1sî)
 1 existe et c'est <f>'ts) * 

puisque a ' t d r i j S j î = a^r 0d 0in 1Cs) = a£<f>s(s) = <J>f Cs ) 

d'où le résultat d'après le lemme 1. 

(C)' R o £ ^ T J r C E A ) ] car a R 0 b ^ â » *b ie ajrïaî - c^rCb) 

(4)' a i r cdCin 2 s ) - • ,Csî~ 1 Vs e S 

D'après (B)' il nous suffit de démontrer que a'UÏn^sîî = a 1C ( in^) ) - 1 

en effet : condition b) et [CBJ a'Uln^Jî a'CCir^s)) - a'tip) = 8 ] 
_ d'où 

condition c) et (C1) =4> a'Uin^)) c'CCin^)) = a'tep) = e J 

On a alors successivement : 

- o£r 0d « f en effet : f ( a i r 0d) 0in 1 = <J> ' par hypothèse 

\ a i r 0d(in 2 s ] = <J>'(sî"1 VsçS d'après (A)' 

et on applique (A) : unicité de f 
•V/ 

- o£r = f car f (a£r) 0d = f 

L oJrCjp) = e A, d'après IB) 9 

A/ 

et on applique (B) : unicité de f 
>v 

- a' = o car f a^r - f 

l R o 9 ô J r ( E A i ) d'après (C ) 

et on applique (C) : unicité de f = a 
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On notera CD£s ^]#40 la solution ainsi construite, qui est donc unique 

à un isomcrphisme prèsD C[> *] est appelé demi-groupe de fractions de D par 

rapport a S 0 

Remarque 1 ; d'après la construction, tout élément Ç de D [ S s'écrit : 

°i a 2 a n 
K ~ *s^ xi^ s ( bS^ X2^ *S^ Xn^ R a V e ° P o u r t o u t = 1.2,...,n : 

x.€D et a i = *1 et si = -1 x^€ S 

En d'autres termes • (D)u$gCS) e s t u n système générateur de D [ S ^ , ce 

que l'on écrit \ ûfs"1] = <• (D) u *"g(S)> 

Remarque 2 ; il résulte du lemme 1 que si e^ existe alors <f>g € H* (D,D[S ) 

5 3„ Quelques propriétés de p[s . 

Soit S = <S> sous demi groupe engendré par S. 

Théorème 2 : DÛT 1] et OTS"1] sont isomorphes. 

Montrons que (D[S *] , <i>~) est solution du problème (D,S) : 

[DS] 1 évident 

[•S] Vses (frgCsjf1 existe car S ç § 

[ D S ] 3 soit U\*'î vérifiant [DS] 1 et [ps] donc <J>'CS)C U[A') ; or 

U(A') est un sous-groupe de A 9 d'où <f>(S)cU(A') i.e (A',<J>') 

vérifie [ D S ^ et [D§] donc il existe a unique tel que a04»- = ^ 

Alors, D [ S *]et D [ S *] étant solutions du même problème universel sont 

isomorpheso 
OJ 

Corollaire ; Soit S = <S> u U(D) et supposonr U(D) ¥ < 

Alors : D[S - 1] ̂  D[s"1] ̂  D l V 1 ] 

Montrons de même que (D [sT 1] ,$~) est solution du problème (D,S) : 

[DS] 1 , [DS] évident 

[DS]3 soit CA»,<|>') tel que JDS] et [DS] 2 donc <fr'(S) C U(A') et 

<J> ' CS3 ç U(A' ). Or <f)9 conserve l'élément neutre (lemme 1) donc 
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• ,(U(DÎ)CU(A ,J (lemme 1) d'où s 

<f>'(S) e<J>'CS)u<f>'CUCDnc U(A')u *I(U(DÎ) = li(A') ; le couple 

(A',<J>'] vérifie donc [DS] et [DS] 2, on a alors un unique a tel 

que a04>^ = $î 

Proposition 2 : Les conditions suivantes sont équivalentes s 

a) <j>2 est un isomorphisme. 

b) SÇ(J(D) 

a = > b: si e' est l'élément neutre de D [ S *]et l'isomorphisme réciproque : 

VxeD 3 x ' € Dfs'^tel que x * • * Cx') donc xD$*Ce')
 a f^'e 8) = *g(x') = x 

et de même £*(e')x = x* Gone e Q = ̂ s ^ ' ^ 6 s t l'élément neutre de D et 

• 1 € H 1 ( D [ S ^ D ) . D'après le lemme 1 on a alors 

S - ^ ( « M s n c^CUCDES" 1])) cUCD) 
S b 

b aî nontrons que (D, 1Q) est solution du problème (D,S) : 

[ D S ] x évident . 

[ D S ] 2 évident» 

[ D S ] 3 si (A',*') vérifie [DS] 1 et [DS] 2 il existe un unique a tel que 

a 0l • : c'est a- <)>'0 

On en déduit que o[t/(D) ̂ ^ T D 0 Retenons seulement que le couple (D#1Q) 

vérifie tosjj e t CDS]2 a i n s i QUQ *B couple CD[s *],$g)o Comme ce dernier est 

solution du problème (D,S) on a : 

0 un unique o tel que o0<|>s * 1 Q donc (4£O0) O4 S = <J>S 1 

o un unique p tel que p0<t>s * <J>S donc p » lpj^-lj J ^ 

> <fs est donc un isomorphisms, 
or o 0* s = 1 D ) 



81 Sur les demi-groupes de fractions 

Proposition 3 : Considérons le diagramme : 
D ^ ' 

où f est un homomorphisme, 

T un complexe de D' 

et où f(S)çT o Alors il existe *S *T 
A A 

f unique tel que f 0* s = <J>T<)f \ A v 

• [s" 1]- — ^ D - I T " 1 ] 

En effet le couple C D ' I j " 1 ] , 4>Tofî vérifie [DS] ^ et [DS] 2 car ftS)CT 

et la condition [ps]^ e n t r a i n e alors l'existence de l'unique f tel que f0<t| = •yof 

Remarque : f conserve l'élément neutre car si s€S f[<t>(sf] est inversible 

et son inverse est [<f>Tofts)] * d'où le résultat d'après le lemme 1 

Corollaire : Si de plus f est sjjJrjectif alors^ ? aussi cf„ (3K 

Cas particulier : S = D et T = D' ; il est facile de voir qu'alors D [ D est 

un groupe engendré par <|>DtD). On a donc le diagramme suivant : 

f * D - - > D f où f est un homomorphisme de groupes, 

car il conserve l'élément neutre d'après 
^D ^D' a ~\ a -i 

la remarque précédente donc f(x) a f(x ) 
y A. v 

Dip""1]. - L . ^ D'[D'"1] d'après le lemme 1. 

Ceci permet de définir un foncteur <j> de la catégoriel) des demi-groupes dans 

la catégorie G des groupes : 

• CD) = Dfû"1] pour tout D€ DblD 
A 

• (f ) * f pour tout f € Horn D 

le fait que gof » g 0f est dû à l'unicité de g^foÇour la même raison : «KIQÎ S ^ [ D " " 1 ] 

S 4 0 Fractions à droite. 

Un élément Ç de Dfs""1] est une fraction à droite s'il peut s'écrire 

Ç » Tgta) *s* 8^ 1 a v 8 C a € D * s € < s > sous-demi groupe engendré par S. Si tout £ £ D [ S 

est une fraction à droite, D [ S est appelé demi-groupe de fractions à droite de 

D par rapport à S. 
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Théorème 3 : D j 3 xj est un demi-groupe de fractions à droite si et seulement si : 

le couple (D,S) vérifie la condition CSi) mod R. : 

|/(a,s)€DXS 3(a ,,s ,)cCX<S> tel que as'R sa' 

Pour que tout élément soit une fraction à droite il faut et il suffit que 

tout élément de la forme <Ksî 1 ^a),af D, se S puisse s'écrire <j>(b) <j>(t] 1 

bCD, te<S> c'est-à-dire *Cs)"Va) * 4>(b3<j>Ctî~1 ou bien $(atî = cj>(sb) ie 

atR, sb.. 

On sait construire, cf ( 5 ) , la plus fine congruence simplifiable par 

les éléments d'une partie 5 de D. Soit R s cette congruence, étant une 

congruence simplifiable dans S on a donc R Q C R . Mais on peut démontrer, 

cf (3) que les conditions fSd)modR. et (SdJmodR^ sont équivalentes, et que 
S 

si l'une des deux est vérifiée alors R^ = 

*S s 

S. 5 Immersion de D dans d[s ±] 3 

Théorème 4 : Les conditions suivantes sont équivalentes .* 

a) D est immersible dans DJS 

bî S est simplifiable dans D et R x Ç R 
*S S 

d) ^x,y£D tels que x * y il existe un couple (A,<J>Î vérifiant 

[DSlj et [DS] et tel que *(s) ¥ <fr(y) 

e) la clôture de tout système de S-équations de Malctv :st valide 

dans D 

L'équivalence de a) b) et c) est évidente car S est simplifiable ssi 

R = E • a) *v d) c'est une propriété d'injectivité pour la solution d'un 
o u 

problème universel cf (l) 0 

c) <v d) la condition e) est la généralisation de la condition de 

Malcevcf (2), (3). 



83 Sur les demi-groupes de fractions 

Corollaire : Si S est simplifiable dans D et si (Sd)modED , ou bien (Sg)modED 

condition duale, est vérifiée, alors : 

D est immersible dans D [s . 

En effet on a alors d'après le § 4 : R. = R_ = E_. Cette condition 
* s S D 

est la condition de .Dre généralisée, cf (5) : si (Sd)modE^ est vérifiée, 

D[S est un demi-groupe de fractions à droite dans lequel D est immergé. 

i 6. Immersion de D dans un groupe. 

On a vu que si S = D , D [ S est un groupe. D'après le théorème 2 

et son corollaire, on a plus généralement : si S est un système générateur 

de D-U(D) supposé non vide tie D n'est pas un groupe) alors D [ S est un 

groupe. Soit T l'ensemble des systèmes générateurs de D-U(D) : 

S€T ssi <S> = D - U ( D ) . 

Théorème 5 : Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) D est immersible dans un groupe 

b) il existe S€ r tel que D soit immersible dans o[s *] 

a=^b soit <f>' : D — ^ G injectif, alors (G,*') est un couple vérifiant les 

conditions [ D D ^ et £DD] donc il existe o unique tel que oo<j>0 = $ ' or 

• ' est injectif donc (f)Q aussi. Comme DJD-UCD)"" 1] — Dtp""1] on a *D.(/(Dj 

injectif cqfd, puisque D - u ( D ) e r 

b ^ a évident car D [ S ^"J est un groupe. 

Ce résultat montre que le problème de l'immersion dans un groupe est un 

cas particulier du problème de l'immersion dans un demi-groupe de fractions. 

On peut donc appliquer les résultats du théorème 4 avec S€T , la condition 

e) devient alors exactement celle de Malctv,. Et d'après le corollaire de ce 

même théorème : 

Corollaire : S'il existe S € T tel que S soit simplifiable et que (Sd)modE0 

soit vérifiée (ou bien (SgJmodE^) alors D est immersible dans un 

groupe qui est un groupe de fractions à droite (resp. à gauche]. 
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Ces conditions sont équivalantes à celles de Ore cf (2). 

Remarques \ Si D[S est un groupe alors D ne possède pas de zéro à gauche, 

ni à droite, ou bien card D = 1. 

. si D est immersible dan? jrj groupe et s'il possède un idompotent e alors 

e est l'élément neutre de D et l'unique idempctent de D„ 

. pour tout S C F D[S *]*] ^ DID"*3] 

Appendice : D-grcupes libres0 

Soit D un demi-groupe ; un groupe G est un D-groupe, cf (2), s'il existe 

<t>£H(D,G) tel que G soit engendré par <J>(D) ie G =< • CD)U$ 1(D)> . 

Un groupe G est un D-groupe libre si : 

1) G est un D-groupe ; soit <f> 1'homomorphisme associé 

2) pour tout D-groupe G' d'homomorphisme associé <j>' il existe 

a unique tel a0<f> = <f>' 

On a vu (5 2 remarque 1) que Dip"1] = «J>QCD)U **(D)> Dtp"1} est donc 

un D-groupe ; de plus la condition 2) est réalisée car elle moins forte que 

[DD]3« Il s'ensuit : 

. que D[D est un D-groupe libre 

o que tous les D-groupes libres sont isomorphese 

« que, en particulier, le D-groupe libre défini dans (2) est isomorphe 

à DD T 1 ] . 
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