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SUR LE SPECTRE MAXIMAL D'UNE ALGEBRE DE LUKASIEWICZ

par George Georgescu et Constantin Vraciu

On donne, & 1'aide du spectre maximal, une théorie de la dualité pour les
algébres de Lukasiewicz n-valentes, analogue & la théorie de la dualité pour les
anneaux commutatifs (12). On caractérise la catégorie des algébres de Lukasiewicz
n-valentes pour lesquelles la théorie de dualité est semblable & la théorie de
dualité pour les algdbres de Boole (voir (8), (10) ou (13)) et & la théorie de
dualité de Pontrjagin pour les groupes abéliens.

Définition 1 : Un ensemble L s'appelle algébre de Lukasiewicz n-valente s'il satisfait

les axiomes suivants :
I) L est un treillis distributif avec un plus petit et un plus grand
élément ;
II) I1 existe une application N : L— L, dite négation, avec les pro-
priétés suivantes :
N{xMy) = N xUNy, N(xUy) =NxNANy , NN x = x

III) Il existe n-1 applications o, : L—>»L, dénommées morphismes chrys-

i

sipiens avec les propriétés :

xUNo,x = 1,

oi 0=0, 0,1 =1, oix(\Ncix =0, °i 1

i

IVv) X = 0 X

K
o Nx = N °j X , pour tout i, j tels que i+j = n

h %k

V) alxcozxc.... Cco

VI) si o4x = o4y pour tout 1 = 1,...,n-1, alors x = y.

n-1%X» pour tout x€L
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Définition 2 : Etant données les algdbres de Lukasiewicz n-valentes L, L', une

application f : L— L' est dite morphisme d'algébres de Lukasiewicz
n-valentes si on a :

flxuvyl) = fIxJu fly), fixny) = fixNy)

flOJ = 0,f(1) = 1, £ N(x) = N f(x), fo ,(x) = oi(f(x)), i=1,...,n"1,
Nous allons considérer la catégorie Lukn des algeébres de Lukasiewicz n-valentes
dont les objets et les morphismes ont été définis ci-dessus.

Définition 3 : Soitl.etbLuknc On nomme idéal de L tout sous-ensemble non-vide

acl, tel que :

X, yea = XUYyE€ga

x€a, yCx = ye€a
Pour tout sous-ensemble M de L, nous allons considérer les sous—-ensembles
de L.
My = {xetL ; oixeM} , 1=1,2,...,n-1

Proposition 1 : Si a est un idéal de L, alors g _,Ca.

Démonstration : En effet, si x€a, _y » alors 0,-1%€2 st tenant compte que

X€O 41X & il résulte x€ga.

Définition 4 : Un idéal a de L est dénommé n-idéal si g _, =a & est donc

n-idéal si et seulement si o,-1%€2

Proposition 2 : Toute intersection de n-idéaux est un n-idéal.

La démonstration de cette proposition est Immédiatse.
Pour tout sous-ensemble GCL, le n-idéal (G) obtenu par 1l'intersection de tous
les idéaux de L qui contiennent G sera dénommé 1°'idéal engendré par G. Si G =@ ,

alors (G) = (O0]}.
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Propositior 3 : Si G # @, alors

G ={x; Ay, XSO _1¥Ys Y = yluan.pr » V€6, k=1 eeospl

Démonstration : L'ensemble G' = {x ; Fly.xco _yys ¥y = YU ..Qpr.ykeG,k=1,....p}
est un n-idésl et comme on a GC G', il résulte (G)CG'. Soit maintenant a un n-idéal
tel que a>G, Si y = YU see uyp, avec yke G, pour k=1,...,p, alors ye a et donc
o -;y€a. Mais on 2 xCo .y et il résulte x€a. Donc (G)>G'.

Un n-idéal est dénommé propre si il est un sous-ensemble propre de L. La
condition nécessairs et suffisante pour que 1°'idéal a soit propre est lf_a_.

L
Proposition 4 : Soit & un n-idéal de L et x€ L un élément chryssippien (voir (5]].

Alors le n-idéal engendré par au{x} est propre si et seulement si
N x & a.

Démonstration : En effet, si b est le n-idéal engendré par av {x} et Nxe€a, alors

x€b et Nx € b, donc 1 = xUNx € b et donc b n'est pas propre. Réciproquement, si
b n'est pas propre, alers l€b, donc il existe yea tel que yux>1l ; il résulte
1 = yux, Dans ce cas, on a :

y = yul = yulxnix) = (yux)n{yulx) = 10 (yUNx) = yONx.

Donc y O9Nx. Comme on a yea, 11 résulte Nxe€a.

—

Proposition 5 s Soient les n-idéaux a et a'. Si a’>a, a # a’', 11 existe xe€a’
tel que x%g et x est chryssippien.
En effet 1l existe yea' avec yg(g et i1 suffit de considérer x = o -1Y*
L'ensemble des n-idéaux propres d'une algébre de Lukasiewicz n-valente est
ordonné par inclusion. On appelle n-idéal maximal tout élément maximal de cst

ensemble ordonné.

Proposition 6 : Un idéal propre a est maximal si et seulement si pour tout élément

chryssippien X€L, on a xca ou Nxega.

Un élément x€L est dit chryssippien si xUNx =1 et xANx = O.
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Démonstration. Soit a un idéal propre maximal et x chryssippien tel gue xgﬂ;.

Considérons le n-idéal b engendré par au {x}. Si on suppose Nx;{g alors, b est
maximal et b>a, a # b, ce qui cortredit 1'hypothése que a est maximal. Réclpro-
quement, scit b un n-idéal tel que b>a. Si a # b, alors de la proposition 5 il
résulte qu'il existe x chryssippien-avec x€b, x%g. Dans ce cas Nx€acChb, donc
1l = xUNx€Dh, ce qul montre que b n'est pas propre. Donc & est un idéal maximal.

Proposition 7 : Pour tout n-idéal propre a de L, il existe un n-idéal maximal qui

contient a.

Démonstration : Soit F l'ensemble des n-idéaux propres ordonné par inclusion.

Considérons Flc.F totalement ordonné, Soit G = ;2?#1 a et (G) le n-idéal engendré
par G. Nous allons montrer que (G) est propreg-gn effet, si (G) n’est pas propre,
alors 1€ (G) et il existe donc y, avec y = ylLJ.n.L)yp s Vi€ G, k=1,...,p, tel
que 1Cc:n_1y. Alors pour chaque k = 1,...,p, il existe gke F et Yy € @y 'El étant
totalement ordonné, il existe ko'tel que 1 ¢ ko <€ p et yke__a_k pour tout
k=l,.c0.,p. Alors y = ylu...pregko , donc 1 = on_lyEQKO ,Odonc Eko n'est

pas propre, ce qui est absurde.

Donc (G) est un idéal propre; qui est un majorant de F, Il résulte que F
est inductivement ordonné. Appliguant 1l'axiome de Zorn, la démonstration est
finie.

Proposition 8 : Tout n-idéal propre de L est 1'intersection de tous les n-idéaux

maximaux qui le contiennent.

Démonstration : Soit a un n-idéal propre. Alors il existe un élément chryssippien

x€l tel gue x;!g. Soit x' = Nx et b 1'idéal engendré par 1 et x'. Comme on a
Nx' = x,{g, b est un ideal propre. donc il existe (voir proposition 7) un n-~idéal
maximal ¢ qui contient b. Mais x'€c (voir proposition 6). Il résulte x = Nx'€c,

ce qui achéve la démonstration,
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Pour toute algébre de Lukasiewicz n-valente L, on nommera spectre
maximal de L 1l’ensemble Max L de tous les idéaux maximaux de L. Pour tout
sous-ensemble M de L on notera v(M) = {acMax L ; Mca}. Si M= {x}, on
notera v(x) = v({x}).

Proposition 9 : Avec les notations ci-dessus, les relations suivantes sont

vraies :

(i) vlo) =Max L ; v(1) = B

(ii) Si x, y€ L, alors vixULy) = vix)nvliy)

(iii) Si M'S M, alors v(MID v(M')

(iv) vl )\ké{ M)\] =@ V(MA]

(v) v(M)=v((M)), ol (M) est le n-idéal engendré par M.

Démonstration (i) : Pour tout a€Max L, on a Dega et lg_g. donc v(o) = Max L

et v(l) = @.
(ii) Si a€Max L, alors xuy€a si et seulement si1 x€a et yea.
(1ii) Evidemment, pour chaque a€Max L, si M'Ca, alors MCa.

(iv) Pour chaque py€J on a Mue /) M donc v[\XJ mJc v(M)\].
A

x?
Il résults V[KXJ M)‘J = Q v[M)\]. Réciproquement, si pour a€ Max L, on a
MAC a, pour tout Xr€1], alorsk.f M)\CE' I1 résulte que Q v(MA]C V(LX) M)‘).
(v) On a MC (M), donc, d'aprés (iii), on a v((M)) e v(M). Réciprogquement,
pour a €Max L, avec MCa, on a (M)Ca, donc v(M)Cv((M)).
Pour tout xe€l, nous désignons par d(x) 1'ensemble :
{aeMax L ; xﬁg}
Soit F un sous-ensemble de Max L ; nous notons i(F) = Q a.
Généralement, 1i(F) est un n-idéal de L. B

Proposition 10 : Pour chaque sous-ensemble F de Max L et pour chaque sous-

ensemble M de L, nous avons :
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{i) Fcv 1 (F)
{ii) i(F) = 1 v i (F)
({111 vi v M) = v (M)

Démonstration :

(1) Pour tout a€F, on a 1i(f) =9 aca, donc FC v i (F)

(i1) On a FC v i (F), d'aprés (i), donc 1 v 1 (FJCi (F). Réciproquement,
si x€ i(F), alors pour chaque a€v i (F) on a 1i(F)Ca, donc x€ a, ce qui
prouve que i(F)lc i v i (F)

(iii1) On a v M)Cv i v (M), d'aprés (i). Réciproguement, si a€ Max L et
i v (Mica, alors MCK_\ b=1v (MCa, donc ag viMl.

= bev(M) - =

Pour tout sous-ensemble F de Max L, nous désignons v i (F) par c(F)

et C c(x) par di(x).

Proposition 11 : c est un opérateur de fermeture de Kuratowski dans Max L.

Démonstration 2 Coome on a 1 (@) = L et v (L) = @ , il résulte c(@) = 4.

Pour toute partie F de Max L, on a FC c{F), d’aprés la proposition 10 (i) et
cec(F) =vivil(F)=viI(F)=c/ (F), d'apres la proposition 10 (ii).

Prouvons que ¢ (FUF') = ¢ (F)JU c(F), pour chaques perties F, F' de
Max L. Si aec (F), alors i(F)ca, donc i (FUF')Ci (F1Cg, d’ol il résulte
a€c(FUF"), ce qui prouve que c(FJUc(F'JC c(FUF’'}, Réciproquement, si
1(F)¢ a, et i(F"]fée, 11 existe x€a, b €F, tel que x#gx et y€a, _bye F,
tel que y#pyn Alors xUyé€a et xuy;é_b_xe FUF' , denc Eéc(FUF“L

La topologie définie par la proposition 11 sera dénommée la topologie
de Zariski du spectre maximal de L.

Observations : a) Pour tout sous-ensemble M de L, v(M) est fermé dens Max L

et réciproquement, tout sous-ensemble fermé de Max L est de la forme v(A],
ol A est un n-idéal de L. En effet, c(v(M)}) = v i v (M} = v (M}, d'aprés

la proposition 11 (iii). Si F est fermé dans Max L, alors A = 1 (F) est un
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n-idéal dans L, donc F = c{F) = v 1 (F) = v(Al.
b) d(x) est un ensemble ouvert dans Max L, étant la complé-

mentaire d’un ensemble fermé& dans Max L. Si M est un ensemble ouvert dans

Max L, alors c{M), comme ensemble fermé, est de la forme v(M) = v(k~1;{x}] =
XE

- = = = =

oy Vi, done = [cvemy = [ ogTy voo . /Live = N, doo.

I1 résulte que {d[x]}xe est une base pour les ouverts de Max L.

L
Proposition 12 : Pour tout x€ L, d(x) est quasi-compact.

Démonstration : d(x) étant ouvert dans Max L, il suffit de prouver que, si

dixyc d(xi], alors il existe un sous-ensemble fini K de I, tel que
i€l

dixyc W _J d(xiJa si dix)c L/ d(xil, il résulte que
iekK iel

vix)D

N\ -
e y(xi) v( }E?I {xi}).

Soit a le n-idéal engendré de kzj {xi} . On a, d'aprés la proposition 3,
- ielI

<
—~
1o
—
*

v ( }Zgl{xi}] donc v(x)Dv(a). Mais & est 1l'intersection des n-idéaux
maximaux qui le contiennent et tenant compte que x appartient & tout n-idéal
maximal gui contient a, on a x€ s, donc d'aprés la proposition 3, il existe

X; seees X; €3, tels que xCxy U ... Ux; « Alors vix) Dvlxy U ... UXy ) =

1 n 1 n 1 n
= v(xi ](Woo.f\v(xi ) d’aprés la proposition 9, (iii) et (ii). Donc
1 n
D[x):)D[xi JU...UDI(x, ).
1 in

Particuliérement L = d(o) est quasi-compact.

Proposition 13 : Soit f : L—>L° un morphisme de Lukn. Si a' est un n-idéal

maximal de L', alors f_lgg'] est un n-idéal maximal de L.

Démonstration : Evidemment, f—lta'] est un n-idéal propre. Pour tout é&lément
chryssippien x€L, f(x) est chryssippien dans L', donc f(x) ou N f(x) = f (Nx)
appartient & a’, ce qui montre que xef-lt_q') ou N xe-F-ltg'). donc -F_l(_e_s"]

est un n-idéal maximal de L.
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On obtient donc une application f,¢ = Max f : Max L'—> Max L.

Proposition 14 : fx est une application continue.

Démonstration : On a les équivalences suivantes : a'e ﬁ;l(d(xllzz % (a')e
A2 x e fela’) = f H(a' )= f(x) € a'=2a’€ d(£(x)).

D'aprés 1'observation b) de ci-dessus, fx est une application continue. On
a donc un foncteur contrevariant Max défini sur la catégorie des algdbres
de Lukasiewicz n-valentes avec les valeurs dans la catégorie des espaces
topologiques quasi-compacts.

Définition 5 : On va nommer n-espace géométrique de Lukasiewicz tout couple

(X.Lx) ol X est un espace topologigue et L, est un falsceau d'alg@bres

X

de Lukasiswicz n-valentes, tel que pour tout x€ X, la fibre Lx de

LX est une algdbre de Lukaslewicz n-valente locale (i.e. elle a un

seul n-idéal maximal désigné par_mx).

D&finition 6 : Soient (X.LXJ, (Y.LY] deux n-espaces géométriques de Lukasiewicz
On va nommer morphisme des espaces géométriques de Lukasiewicz un
couple u = (f,a), ol f : X—>Y est une application continue et o est
une famille (ae ) de morphismes de Lukn avec les propriétés suivantes

a) Si U est un ouvert de X et V est un ouvert de Y, tel que

f(uU ]CV,a\L; : LY[V)—) LX(U ) est un morphisme de Lukn »

compatible avec les restrictions aux ensembles ouverts contenus
en U et V.

b) Pour tout x€ X et y = f(x}), les morphismes “3 induisent un
morphisme local f_ : Ly~—> L, (i.e. -Fx(_rgy]meJ
On désignera par Esgln la catégorie donnée par les définitions 5

et 6. Esgln est une catégorie avec des limites inductives et pro-

Jectives.



Algebre de Lukasiewicz.

Soient xe L et Sx le n-filtre de L obtenu en considérant la complé-
mentaire de (x}. L'algébre quotient L/Sx est une algdbre de Lukasiewilcz
n-valente locale. L'assoclation D(x)AM}Lx définit un pré-faisceau sur Max L.
Le faisceau Y associé & ce pré-faisceau sera dénommé le faisceau structural
du spectre maximal de L.,

Définition 7 : Le n-espace géométrique de Lukasiewicz (Max L, ) est nommé

le n-schéma de Lukasiewicz associé & L. On désignera par Schln la

catégorie de n-schémas de Lukasiewicz.

Proposition 15 : La catégorie duale de Lukn est équivalente a Schln.

Démonstration : On va considérer les foncteurs contrevariants suivants

r: Esglﬁ—é Lukn, Max Lukh—%>Esgln

défini de la fagon suivante : F(X,Lx] = LX(X] et si (f,(aS])

Y
X H
Max est défini canonigquement : L~9(MaxL,l™). Nous montrerons que & est

(X.LXJ'—*[Y.LY] est un morphisme de Esgl @ F(f.[aSJ] = q

un adjoint a gauche de Max. Pour tout L€ ObLuk, » considérons le morphisme
o :L—>TMax L = I'(MaxL,L”)
donné par le morphisme canonique défini par la construction du faisceau
associé & un pré-faisceau.
Les morphismes {QL} définissent un morphisme fonctoriel
9 UdLukn——> I'.Max
On prouve que ‘¢ est un isomorphisme fonctoriel.
Pour tout (X,LXJ on peut définir canoniqusment un morphisme.
VL) 00, (Ly (X)) (X, L)

Les morphismes {w[x L )} définissent un morphisme fonctoriel
X

¥': Max.I-»J dEsgl
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Il est facile de constater qus Y(MaxL,l™) sont des isomorphismes fonc-
toriels. D'aprés la proposition 1. 28 de (9), la proposition est prouvée.

On va caractériser maintenant la sous-catégorie de Lukn dont la dé-
termination du dual revient & considérer les spectres maximaux et les
applications continues entre ces spectres. Pour cela, nous allons considérer
pour une algébre de Lukasiewicz n=valente L la propriété suivante :
0¢) Pour toute séquence finie x1C XyCaea CX_y d'éléments de L, il existe

un seul élément x€ L tel que Xy = cix , pour 1 = 1,...,n"1,

Proposition 16 : Les affirmations suivantes sont équivalentes

a) € est 1a sous-catégorie pleine de Lukn formée par les algébres
de Lukasiewicz quil accomplissent la propriété 0X).

b) La restriction a & du foncteur Max : Lukﬁ—§'Top est un

foncteur pleinement fidele.

Démonstration : Soit B 1a catégorie des algébres de Boole. Si & chaque algébre

de Lukasiewicz n-valente L on associe l'ensemble CL de ses éléments chryssippiens

on obtient un foncteur C : Lukr;—-‘733u Pour chaque algébre de Boole B considérons

le sous-treillis de B

DB = { (Xpsaeenx ) s X, € X5C o CX }
Dans (3) on a montré que 1'association B DB est un foncteur qui est

adjoint & gauche de C ; D est pleinement fide@le et C est fidéle. On observe

que toute algdbre de Lukasiewicz n-valente est isomorphe & la sous-algdbre de

Lukasiewicz n-valente de DB formée par les &léments de la forme [olxpaon,on_lx).

ol x est un élément quelconque de L. On sait que C est pleinement fiddle sur une

sous-catégorie D de Lukn sl et seulement si on a un isomorphisme fonctoriel.

(1) Jdop™=bpcC
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Supposons a) vraie ; 1l résulte facilement qu'on a 1’'isomorphisme (1). On

déduit immédiatement,‘en appliquant la proposition 6, que les idéaux maximaux

de L et les idéaux maximaux de CL sont en correspondance bijective. C étant
pleinement fideéle, 1l résulte que Max = SC , ol S est le foncteur de dualisation
de Stone définie sur la catégorie des algébres de Boole avec les valeurs dans

la catégorie des espaces totalement disconnexes. S étant pleinement fidéle,

il résulte que b) est vraie, Supposons maintenant b) vraie. On déduit immé-
diatement 1°'isomorphisme fonctoriel (1), d'ol il résulte a).

Observation : La théorie de la-dualité pour les algébres de Lukasiewicz
n-valentes est donnée par le spectre maximal, parce qus les n-idéaux maximaux et

premiers soiIncident dans ce cas, comme 11 ressort facilement de la proposition 6.
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