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SUR LES EXTENSIONS DU GROUPE DE POINCARE CONNEXE PAR UN GROUPE

FINI ET LEURS REPRESENTATIONS UNITAIRES IRREDUCTIBLES

S. D. EKONG

INTRODUCTION,

La premigre partie dec ce travail est consacréc a 1'étude des extensions
du groupe de Poincaré connexe par un groupe fini ; et la deuxiéme a 1l'étude de
la forme des représentations unitaires irréductibles de ces extensions.

L’étude des extensions d'un groupe A par un groupe B conduilt directement
a8 l'étude du groupe des automorphismes de 1'un des groupes quelle que soit
la définition ds 1'extension qu'on adopte. Et on sait que cette téche est
loin d'étre aisée méme pour un groupe fini [1].

Le groupe de Poincaré étant un produit semi-direct, nous nous sommes
attachés & caractériser les automorphismes d'un produit semi-direct au
moyen d’'un multiplet. Les résultats de ces investigations appliqués eu groupe
de Poincaré connexc P ont permis de déterminer le groupe des automorphismes
de # et de retrouver les principaux résultats connus [2] [3] sur ce groupe.
Le centre de @ étant réduit & 1'élément neutre, il en est de mé8me de son
groupe d'automorphismes. On sait alors d'apreés les travaux d'Eilenberg,
Mac-Lane [4] et Fadeev (cité par Kurosh [5] ) que toute extension de & par
H est un produit semi-direct.

Dans le chapitre III de cette premire partie, nous formulons une

condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe fini H étant donné il

existe une extension non triviale de @ par H.



Extensions du groupe de Poincaré .,.

74

Dans la deuxiéme partie, nous nous sommes surtout préoccupés de
prouver que les produits semi-dirncts PxH ohtenus scnt réguliers au sens de
'Mackey. Une foig cecl prouvé, on.saiﬁ aiors que la méthode des représentations
induites, permet de déterminer toutes lés représentations unitaires irré-
ductibles de ces extensions,

Compte tenu du fait que nous ne considérons que les représentations

unitaires, le mot uniteire a été omis en plusieurs endroits.
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§ 1, Préliminaires.

1/ Définition du groupe de Poincaré connexe.

Soitéﬁle groupe orthogonal associé a la forme quadratigque indéfinie

4 _ 2 2 2 _ 2
sur R Qix) = Xy * X2 * Xg T Xy
autrement dit le groupe des matrices telles que :
a/ N € GL(4R)
b/ PAIA =3

ol J est la matrice

[om B o B O )
oo Q
O—~=00
oo o

et t{\ la matrice transposée de A.

On a pour tout A appartennant 3 éf, d'apres b/, (det/\)2 =1 d'ol detAs t 1
D’autre pert si
A1 A12 A3 Ay
A21 A22 A23 Ay
A = A3l A32 A33 A3y
Ayl Ay2 Ayl Auy

On a en particulier d'aprés b/

2, 2 2 2

Ay * Aoy + A3y = Ayy = -1 d'od
2 2 2 2

Ayy = 1+ Ay + Aoy + Agy

2

par conséquent : Any 1

d'od  |Ayu] 22

L'ensemble L des &léments & de£ tels que :
1°/ detA=1

2°/ xyy 2 1
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est un sous-groupe normal de égzat on sait [;7] que c'est la composante

connexe de 1'élément neutre. On note souvent L = L:

Scit T le groupe des translations dans 0?4
Définition : On appelle groupe de Poincaré connexe @Dle produit semi-direct
& = TﬁgL (ol 6: L —Aut(T) est 1l'injection canonique).

Notations : Nous utilisercns les lettres a, b, c, d, pour désigner des

8léments de T et les lettres majuscules'grocques nour les éléments de L.

Lol de groupe dansab.

Soient p et p' deux éléments de P tels que p = (a,7) , p' = (b,A)

on a: p.p' (a,m)(b,A)

(a+fH A
L'61ément neutre de FPest (0,1) ol : 1 est &lément neutre de L, & é&lément
neutre de T et le symétrique d’'un élément (a,f) :
(a,F17t = (-1, 7Y
Viarie®, M = (a, 1o, 1)
Nous ldentifiercons par conséquent 7 ot L & leurs images isomorphes
respectives Txl et oxL.

2/ Extension d'un groupe.

K et Q étant deux groupes, on appelle extension de K par Q tout groups
E tel que :

= K est un sous-groupe normal de E

- E/K est isomorphe & Q.

Ce qul est équivalent & l'exéctitude de la suite 1——;K-l§ EUE, 0—1
ot 1 est 1'injection canonique et ¢ 1'homomorphisme cananique.

Il est bien connu [5][4]qu'é toute extension de K par @ correspond uyn
homomorphisme C'de Q@ dans Ant(K)/IntK ol Ant(K) et IntK désignent respectivement

le groupe des automorphismes de K et le groupe des automorphismes 1intérieurs
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de K. Ellenberg et Mac Lane [4] d'une part et-d'sutre part Fadsav pnt établi
une C.N.S. pour qu'un homomorphisme & de Q dans Aut(K}/Int(K) solt associé a
une extension de K ; cette condition entraine la conséquence suivante :
dans le cas particulier ol K n’a pas de centre (centre réauit a3 1'élément
neutre), tout homomorphisme G’de‘b dans Aut(K)/Int(K) est associé & une
extension de K par Q et une seuls : le prodﬂit semi—direct. Le fait que
certains auteurs appellent extension de K par @ la suite exacte
1-——;>Q —3 E K —1

échange les rdles de K et Q on doit alors €tudier le groupe des automorphismes
ds Q.

Dans le cas du groupe de Poincaré, les extenslons de cette forme ont
été étudiées par L. Michel [6] et les extensions des algeébres de Lie de

par M. Flato .et D. Sternheimer [7] [6]°

Nous nous proposons d'étudier le cas ol la suite exacte est de la forme

1;—;ﬂJP y E Y Q =31 avec § fini,

IT - Les automorphismes d'un produit semi-direct.

Soit G = K x H un groupe, produit semi-direct de ses sous-groupes K st
H, avec K normal dans G. On sait alors que G est en particulier une extension
de K par H et qu'il existe un homomorphisme & de H dans Aut(K). Nous aésignerons

par?; 1'image h e H dans Aut(K) par &%

II - 1/ Les automorphismes de G = K X H
(a,T)EG , (b,A)eG on a:
J
(a,T)(b,A) = (a.T(b),IN)}

Soit F un automorphisme de 6 : ¥ (a,F)€K , 3 (b,A)EG , Fla,A) = (b,A)

(1,1) é&lément neutre de G.

Posons b = f(a) , A = a[é]
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On définit ainsi les applications
f: K—>K
o : K —3H
de la méme maniére on définit pour tout (1,T) appartenant & H,
F(1,T) = (c,A)
las applications
¢ : H——=H
¢ + H—>K

Propriétés des applications f,0,¢,% .

Soient (a,1) et (b,1) deux €léments de G et FEAWI(G) on a

(a,1)(b,1) = (ab,1)

F((a,1)(b,1)) Fla, 1)F(b,1)

(f(a),alal(f(b),alb))

1l

a4
(fa).ala) [F(BN], alalalb))
or F({a,1)(b,1) = F(ab,1) et Flab,1) = (f(ab),alab)).
On en céduit par identification
I
(1) £(ab) = flalala) [f(b)]
(2) alab) = afalalb)
La relation (2) entraine que o est un homomorphisme. Posons ?la) =-?;
on a alers
Vo
flab) = flalalalf(b)
appliguons maintenant le méme traitement aux élément (1,T) et (1,A de G,
F((1,TI(1,A)) = F(1,TIF(1,A)
= (¢(T),8({TII(d(A),B(A))
A4
= (¢(TIO(TIS(A),B(TIS(A))
or F((l;r)[l:/\]] = F[l)r/\)
= (¢(TA),8(TA))
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les relations :
avy
(3) &(TA) = ¢(TIO(TIHCA)
(8) O(TA) = &(T)S(A)
La relation (4) entraine que ¢ est un homomorphisme.

Comme pour tout élément (a,l') de G on a la décomposition (a,T') = (a, J(1,T)

on en déduit que :

On a

d'od

Fla,T) = F(a,1)F(1,T)

(fla),ala))(e(r),e(r))

-
(fla).ala)e(T),alale(T))
d'autre part : |

NS
F((1,M)(a,1)) = F(Ta,T)

N SN A
(¢(T),e(r))¥(Fflal,ala)) = (f(Ta).alla)¢(T),allald(r))
N\

~ SN Ao
(6(T).0(I)F(a),0(M)alal)) = (f(Ta).allTal)e(T),alTald(l)
D'od l'on tire les relations :
A,/k/ raa Vg
(5) f(Ta)a(Tale(T) = ¢(TIe(r) F(a)
n
{8) afTale(r) = d(MNala)

Tout automorphisme F de G éclate donc en guadruplet que nous appellerons

guadruplet type ; nous appellerons relations de base les six relations pré-

cédentes qui relient les éléments du quadruplet.

II-2/ Caractérisation de F au moyen du quadruplet (f,a,¢,%)

Nous commencerons par étudier le cas ol G est un produit direct.

Proposition :

Soit 6 = K x H un produit direct de groupes ; si F est un automorphisme
de G alors tous les éléments du quadruplet sont des homomorphismes.

La démonstration est immédiate compte tenu du fait que : ¥Te€H

¥ = ﬂK ol ﬂK est 1'application identique sur K.
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Soit 6 = K x H un produit direct de ses sous-groupes K et H, et
F = (f,0,4,%) une applicatlon de G dans G tslle que tous les éléments du
guadruplet soient des homomorphismes tels que :
f 1 K+—K ; o : K——>H
$ t H ——sH ; $ :t H—>K
51 le quadruplet (f,c,¢,®) vérifie les conditions (5) et (6) des relations
de base, alors :
Proposition :
Une condition nécessaire et suffisante pour que F = (f,0,$,8), définisse
un automorphisme de G est que les éléments du quadruplet soient liés par les r
relations suivantes :

(D1) kerfN hera 1

(D2} keré Mherd = 1
(03) imf x imd = K  produit direct
(D4) dima x imp = H produit direct.
imf x im$p désigne ici 1'ensemble des éléments b de G de la forme

b

f(a)e(T) avec ola) ¢(T) = 1

de m8me imax x imd est 1l'ensemble des é€léments N de G tels que :
A

a(al)é(l) avec Ff(al)o(T) =1
S1 F est un automorphisme de G alors F est représentable par un quadruplet
type (f,a,¢,?) qui vérifie les six relations de base.
a € kerff kere == F(q,1) = (1,1)
FEAW(B) =2 a =1 d'od (D1)
On démonstrede la m8me fagon que ker$Mkerd = 1 d'ol (D2)
Ybek ,31(a,Tet tel que Fla,T) = (b,1)

f(a)e(l)
~ala)e(n)

[
o
=
~
[ =
Hon
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F étant un automorphisme de G, tout élément b de K admet une factorisation
unique de la forme précédente. L'ensemble de ces factorisations forme donc un
recouvrement de K que nous appellerons recouvrement propre de K et imf, im
sont les images_prOpreS associées & ce recouvrement ; on a alors :

imfAimd = 1
On en déduit donc que K = imf x im$ .
Comme imf et im¢ sont des sous-groupes normaux de K, on a K = imf x imd
On démontre de manigre identique que H = ima x imd est un produit direct,
d'ol (D4).

Réciproquement soit F

(f,0,6,%) une application de G dans G = K x H
telleque : £ : K—>K 3 a1t K—>H
¢ : H—s H ¢ ¢ H—>»K
Soient des homomorphismes vérifiant les six relations de base st :
Fla,T) = (£(a)o(T),ala)e(r)) V(a,Tles
si F vérifie en outre (D1), (D2),(D3) et (D4) alors F est un automorphisme

de G ; en effet :

i
[

F(a,T) = (1,1) => {f(a)¢(T)
a{al)e ()

]
[

f(a)¢(l') = 1 entraine que ala)®(l') appartient au produit direct ima x imé
donc :

ala)d(l') =1 =———% qgckera , e ker &
de méme a(al®(l') = 1 entraine que f(a)¢(F)appartient au produit direct
imf ¥ img donc f(alé(l) = 1 entraine aé kerf, T € keré¢ donc d'aprés (Dl)
a=1,T = 1 par conséquent F est un monomorphisme.

V(6AYes ,3(d.A1e G tel que (b,A) = F(d,A)
en effet : bEK ==3b = f(a)¢(T) avec alal)d(T) =1

A€H =% A= a(c)e(Z) avec f(c)é(L) = 1
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d'od
(b, A = (flal)elr),alecle(z))
= (f(a)e(T)flc)o(Z) , alale(rlalc)elr))
= (flac)e(rel), alaclel(rel)
= F(ac,TIL)
d'ol :

dc zac, A& =TI,
Par conséquent F est un épimorphisme d'cl F e Aut{G).
i1 est clair que la correspondance F - (f,0,¢,9) est bijective ; on peut
donc identifier F a (f,a,¢,9).
Dans le cas particulier ol K est un sous-groupe caractéristique de G,
(i.e, stable pour tout automorphisme de G), on a :
ala) =1 Y aex donc kera = K
d'aprés (D1) ker f = 1, f est alors un monomorphisme ; d'aprés (D4) imd = H
donc ¢ est un épimorphisme
Vbek , 31(q,1 €6
tel que F(a,T}) = b
d’'ol b = f(a)¢(l') avec a(a)d(l) = 1
donc I €& ker? et aékero
Par conséquent kera x ker? est isomorphe & K ce qui entraine que ker¢ = 1
donc ¢ est un automorphisme de H.
Té€ker® =T = 1 donc d'aprés (D3} f est un épimorphisme d’od f €Aut(K)

Cas d'un produit semi-direct.

Dans le cas d'un prodult semi-direct quelcongue, o et @ sont des homo-
morphismes ce qui n'est plus le cas pour f et ¢. Cependant las restrictions
f, et ¢y de f et ¢ & kera et ker? sont docs homomorphismes. On peut aussi

remarquer que la restriction de f & kera.K est un pré-homomorphisme en cg
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sens que pour tout €lément ab de kera. K on a :
flab) = f(al)f(b)

On a également une propriété analogue pour ¢.

Comme dans le cas d'un produit direct, nous allons caractériser tout
automorphisme de G au moyen d'un quadruplet (f,a,¢,%).
Proposition.

Soit G = K x H un produit semi-direct ol K est un sous-groupe normal de
G ; F une epplication de G dans G telle qu'elle éclate en un quadruplet type
(f,a,0,%). Si les éléments du quadruplet vérifient les six relations de base
alors une conditlion nécessaire et suffisante pour que F = (f,a,é,0) définisse

un automorphisme de G est que 1'on 2it les relations :

(sD1) kerfa 1

(sD2) ker¢¢

1

(SD3) infaﬁ im¢¢ =1

(SD4) imx x imd® = H produit semi-direct (ol ima x imd est défini comme
dans le ces du produit direct).

(sSD5) ¥Ybek ,31(q,T)EG, b = f[a)#)[l_‘ll-l avec ala)e(r) = 1.

Soit en effet F un automorphisme de G, F = (f,a,%,$) et le quadruplet
vérifis les six relations de base

aekerfan kera::;‘,»F[a,l) = (1,1} &> a =1

donc kerfu = 1 (puisque karfac kera)
de méme on démontre que ker¢¢ = 1, (a,T)€kera x kerd
alors F(a,l') = (fa(al¢¢trl.1]
d'ol fa[a]¢¢(rl =1 Wy a=1 , I'=1
donc imfaﬂim% =1

ce gul démontre (03)
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¥ AeH J1(a,T)eG tel que :
flaala) ¢(r) = 1
ala) ®(T) = A
Cette factorisation étant unique et imn &tant un sous-groupe normel de
ime X im® = H, on en déduit que H est produit semi-direct de ses sous-groupes
ime , 4m® d'od (SD4).
Y bek ,q!(a,T)€ G tel que
£(2)a(84() = b
{ ala)e(r) =4A
a(2)e(T) = 1 =% afa) = o(F)

d'oll f\_—i
b = f(a)0(l)é(T)

2 X
o(fH ™ = oo
donc v
{ b = fa)s(Fl)~t
1 = ala)e(r)

Réciproquement soit F =(f,a,¢,%)une application de G dans G définis de maniadrs
maintenant évidente
s
Fla,T) = (f(a)al(a)d(T),alal)e(T))
Les relations de base font de F un endomorphisme de G.
Y
Fla,T) = (1,1) = f(a)a(a)d(r) = 1
a(al)e(r) = 1
N
fla)a(ale(T) = 1 et ala)d(l) =1 ==y ackera , I'e ker® dong
f(a)o () e‘imf‘a X im% comme 1m-Faﬁim¢¢ = 1 11 vient a eker-‘-‘a et rekerq’ donc
a=1 , T =1 doncF est un monomorphisme.

(b, JEG ===% bgK , Ae€H
beK =73 1i(a,l) &6
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~
b = f{alol(ale(T) avee al(a)e(r) =1

AeH =3A= alc)o(Z) avec f(c)of(\é')cpm =1

d’ol
L\
(b,A) = (flalalald(T),alc)e(E))

Consldérons 1'élément
A

(2,T)(c,Z) = (a.lc,I'I)

on vérifie alors aisément gue :
o/

(b,A) = F(a.Tc,TE)
donc F est un épimorphisme ; 1l en résulte donc que F est un automcrphisme
de G; En particulier si K est un sous-groupe caractéristique de G,

ala) =1 Vaék donc H = ime
% est alors un épimorphisme. a(K) = 1 entraine que K = kerg par conséquent
f est un homomorphisme. Comme kerfai kerf on en déduit que f est un monomorphisme

Yo ex . Fita)ee

1

b = flae(Th)”

1

"

a(a)e(r) d’'apres (SDS)

comme ala) = 1 on en déduit que Tékerd

d'od b = fla)¢(T)

et kera X kerd est isomorphe a K.

donc ker? = 1 ; ainsi ¢ est un automorphisme. On tire ds (SD5) que f est un
épimorphisme soit en définitive qus f est un automorphisme.

IIT - Quelques conséquences des résultats précédents.

Soit G = K x H un produit semi-direct ol KAG
ona: VYFEeInt(G) , F(KIek
autrement dit afa) = 1 V a €K
F est alors déterminé par un élément (b,A) de G et on a :

Y (a,1) €6
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Fla,T) = (b,A)(a,T )b, A Y
= oAaatA "t arah
= (f(2)0(I'},0(T)) d'od, :

r =13 =% fla) = b.}'a.b“1

fo1 {Ml‘) = ATAT
$(T) = bATA 7L
Dans le cas particuliler ol & est un prodult direct, les relations
précédentes entrainent que :
| f €Int(K)
®eInt(H)
o(r) = 1 VYreH
Proposition : Une condition nécessairc et suffisante pour que F = (f,a,¢,0)
soit un automorphisme intérieur du produit direct G = K X H est que :
fe€Int(K), 2€Int(H), alkK) =1et ¢(H) =1
Considérons maintenant 1s cas od G = K x H est un produit semi-direct
arec KA G.
F € Int(G) = F(KIGK =3 a(K) =1
1l existe (b,A) appartcnant a G tel que

Y (a,r) &G, Fla,T) = (bA)(a,T)(b,A)" 2
d'ol
{f(a)cp(l‘) = b Ao ATA L
o(r) = A TA™Y
N - -
a=123er)=b ATAL b YT eH
r =1 = fla) =b/,’\)ab-l

o(r) = Ara L
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Cette derniere relation entraine que ¢ est un automorphisme intérieur
de H. Si on désigne par (a,rj* 1'automorphisme intérieur induit par (a,r)

on tire des relations précédentes les suivantes :

(1) bR
NS -
o= A avee A = bAT AT T
o = A¥

La restriction de b*

a K est un automorphisme intérieur de K ; f est
par conséquent le produit de deux automorphismes de K dont l'un au moins est
intérieur. Donc f appartient & Aut(K).

I1 est évident que les relations précédentes caractérisent un automorphisme
intérieur de G. Autrement dit si le quadruplet type de F appartenant & Aut(G)
dégénére en un triplet ol ne figure pas a et si les éléments du triplet
vérifient les relations ci-dessus, relations qui constituent désormais 1la
condition (f*], alors F est un automorphisme intérieur de G

En particulier si K n'a que des’automorphismes intérieurs ce gui est
le cas lorsque K est complet, f est alers un automorphisme intérieur de K.
Lorsque K est un sous-groupe caractéristique de G, on a par définition :

F(K) &K V rFenut(e)
par conséquent a{K) =1
et le quadruplet type de F dégéndre en un triplet ol ne figure pas a nous
désignerons désormais un tel triplet, un a-triplet. On a alors dans ce cas
entre autres trivialltés les suivantes :

s80it G = K X H un produit semi-direct ol Ke&G
(T1) si K est fini et H infini et simple alors K est un sous-groupe carace

téristique de G.

(T2) si H est fini et simple, et K fini désignons par O(H) et O(K) les ordres
de H et K.
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a/ si o(K) < o(H), K est un sous=-groupe caractéristique de G
b/ 81 of(K) = o(H) et si K n'est pas simple alors K est caractéristique

dans G.
¢/ si o(H) < o(K) et si les deux ordres sont premiers entre-sux K est
caractéristique,
(T3) si K et H sont infinils, 8i H est simple, ct K abélien, alors K est un sous-

groupe caractéristigue.

Chapitre II1

Les automorphismes ds 6)= T xL

I. Applications du chapitre I.

l.1. Soit G = K x H un produit semi-direct ol K est le sous~groupe normal.
Si K est en outre caractéristique alors le quadruplet type de tout automorphisme-
F de G dégénére en un triplet (f,¢,9) od ne figurs pas a.ou a-triplet. D'apras
les résultats du chapitre I on a alocrs
feAut(K) , 9 & Attt (H)

8t ¢ est par définition une l-cochaine, [18]

Dans le cas particulier ol K est caractéristique et abélien, 1la relation
de base (5) devient :

(5" f(Fa) = 4(F1¢(a)

1.2. Cas du groupe de Poincaré général.

Le groupe de Poincaré général est le produit semi-direct P = T x ée s
52, opére & gauche sur T. L étant simple [1d] T est un sous-groupe caractéristiqus
de dad'aprés la trivialité (T73), d)conposante connexe de 1'élément nautre de p
est un sous-groupe caractéristique de P ; 11 en résulte gque T est un Sous-groupe
caractéristique de P. Ce résultat peut &tre également obtenu & partir de 1a

décomposition de §§en produit de scs sous-groupes (voir chapitre III) a(T)
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étant un sous-groupe normal abélicn de %, on en déduit que alT)C Z(£]
le centre de 4‘5; on prouve alors aisément qus alal) = 1 VaerT.
On peut appliquer les résultats du I.1l.,
A tout automorphisme E de P est associé un unique a-triplet tel qus :
£E€AVE(T)
3 € Aut(L)
5: 1. cochaine [5] [18]
Compte tenu da la loi de groupe de P (la méme que cslle de ™, T=rdod

F(Tb) = &(r)F(b)

$TA) = &(I) + 3(TIEN)

Fla,I) = (F(a) + &(r),3(r)

Caractérisation des éléments de triplet (f,¢.¢%) [2]
Solt A un élément du centralisateur de T dans x(celui-ci n'est jemais
vide dans un groupe) on a :

S(TA) = ¢(AT)

d'ol _ . _ - - -
O(T) + 2(TIOLA) = 6(A) + @A) 4(T)
soit (1- ®(A)IS(T) = (1-8(I)33(A)
comme -1 62(2) ol Z[gJ désigne le centrs de fona:
Vred - 2.7 =r.-1

d'ot _ - - .

(1-¢(-M¢(r) = (I-2(rNe(-P
mals B

$(-1) = - 3
car _

¢ sppartient a Aut(H)
d'ol

2 5(T) = (I-3(r))1o (-1



Extensions du groupe de Poincaré ..,
80

i1 exists a, appartenant & T tel que S(-1) = 2a, d'ol :
Vred , ) = (3-3(r))ae

I-3, Cas du groupe de Poilncaré connexe@ = T x L

(. T x L est un sous~groupe normel de P = T xSf mieux est un sous
groupe caractéristique de P. En ef-Fét L : somposante connexe de 1'&lément
neutre de 3,, est un sous-groupe caractéristique de g (voir Bourbaki [9] §1 n°3)
done GD est la composante connexe de l'éiément neutre de P.

Soit F un automorphisme de P on a

Fe(%8,3) , feAutlP), BdeAuti®)
soit & la restriction de ¢ & L on é o € Aut(L) si ¢ est la restriction ded
al, il est clair que F = (f,¢,9) EAUt[@] compte tenu de la relation (7)
on a :
6(T) = (1-¢(I')la,

Caractérisation de 9¢.

Vretr, YaeT ot feaut(P) tel qué f est associé & un automorphisme de °

fTF(a) = f(rFla) = o(Ia
par conséquent -1
o(r) = fTf
=1
et fTf e L

les léments de AUt(T) associés & un automorphisme de @(ou P) appartiennent
donc au normalisateur de L dans AWt(T) .

Dens son cours professé & 1'Ecole deété de Physique théorique de Cargdse
[2] Monsieur Louis Michel démontre que f est alors un endomorphisme de 1'espace
vectoriel T. Cependant la derniére partie de sa démonstration est incomplate,

la preuve selon lequelle 1l'application n, de R dans R (page 18) est un ayto-

morphisme de R étant insuffisante s nous y accorderons un peu plus d'attention.
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Nous désignerons par N(L) le normaliseur de L dans Ant(T).
D'aprés ce qul précéde, tout élément f de N(L) est associé & un auto-

morphisme de®.

Proposition : f est un endomorphisme de 1l'sspace vectoriel T,

Cémonstration.

TeL, beT =% f(Tb) = &(T)F(b)
Soit Sb le stabilisateur de b dans L.

T €Sb = f(Tb) = f(b)

d'ol
o(TIf(b) = f(b)

par conségquent
®9(r) €S

f(b)

L'automorphisme ¢ transforme donc Sb en Sf[b]' De fagon plus précise on
a: °(Sp) = Seepy

Soit A€ K 11 ost évident que f(b) et Af(b) ont le méme stabilisateur
dans L.
d'ol

Sfb) T Saftb)

comme 11 en est de méme b 2t Ab on a

8(5,) = 8(s,,)
soit
St )™ Sr0an)

T est un espace vectoriel surR ; b et Ab considérés comme &léments de 1'espace
vectoriel T sont deux vecteurs colinéaires.

Or f(b) et f(Ab) ayant lc mBme stabilisateur dans L scnt donc colinéaires.
Par conséquent f transforme deux vecteurs paralléles en deux vecteurs paralldles,

en d'autres termes, f conserve la colinéarité. Dans ces conditions il est

manifeste que deux vecteurs non parall2les ont des transformées par f nen

paralléles.
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b, st Ab (A¢R®) &tant colindeires £(b) et f(Ab) sont colinéaires, par
conséquent : 3 keR"
tel que : f(Ab) = kf(b)
On définit ainsi une application ¥ de ¥ dans R* telle quse :
x(A) =k , x(1) =1,
comme £(0.b) = f(0) = O Yber
on a x(B) = 0
donc x est une application de R dans R.

Propriétés de y.

YA LRE R , F{OA+p)b) = F(Ab +4 b)

f(Ab) + f(4b)

kf(b) + Kf(b)

(k+k')f(b)

d'ob XO+A) = x(A) + x(4)

X est donc un homomorphisme du groupe additif R. On définit de 1a méme
fagon 1'homomorphisme x' associé a f-l on a alors :

Fop = o) i

mais -1 -1
fIFT(AB)) = F(x'(N)F (b))
= x(x'(A))b
d'od
Ab = x.x'(A)b VbeT , Xe¢Rdonc xx'(A) = i
on a de méme
x'x(x) = a

par conséquent x et x' sont section et rétraction 1l'une dg l'autre, x est donec
uns bijection ds R donc en définitive un automorphisme du groupe édditifﬁ?.

Le scalaire k dépend évidemment de A et de f, et 3 priori de b,
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Montrons gqu'en fait, k ne dépend que de A pour f donné,
Pour cela nous considérecrons deux cas @
Scient a et b deux éléments gquclconguss non nuls de T 5 alors, ou a
et b sont paralléles, ce que nous pouvons assimiler & co-linéaires, cu a et b
ne sont pas paralleles.
1/ a et b ne sont pas colinéaires, alors il en est de méme de fla) et
f(bl.

Soient A appartenant Xicy

flab) = kflb)
flha) = k'fla)
d'ol f{y({b-2)) = gf(b=-a)

f étant un homemorphisme on a

flx(b=al) = kfib¥'f(a)
d'ol kf(b) = k'fla) = gflb)=gf(a)
(k=g )f(b) = (K'=g)fle)
comme f(a) et f(b) nc sont pas parallles on en déduit que :
K~-aq=o0 = k'- o

donc k = k',

2/ a et b ne sont pas nuls mais cclinéaires.

Posons comme précédemment pour A appartenant & o

£(\b)

i

kf{h)

f(ia)

k'fle)

La dimension de T en tant qu'espece vectoriel sur R &tant 4 donc
strictement plus grande que 1 ; il existe au moins un élément ¢ non nul de T
tel que : ¢ n'eppartient pas & la droite Ra. Par conséquent le vectcur b + ¢
n'est pas paralléle & a. En posant

flic) = k"f(c)

on est ramené au premier cas ;
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en considérant d'une part b et c gul sont non parailéles on a k =¢k' ; et
d'autre part a et c on en déduit K' = K” d'olt k = K'.
Ainsi, pour f donné, x(A) = k ne dépend que de A
Cowmme (o) = 0 on en dédult que
Vi ,Hde R fiya) = x(AIxUIf(a)
donc x est un automorphisme du corps R d'ol x = qR
et fxal) = Afla)
pour tout )\ appartenent &a R st tcut a eppertenant & T.
Conclusion :
f est par définition une application linéaire.
Comme T est de dimension finie, f est continue.
Remargue. Etant donné qu'en définitive on ne considére que les automorphismes
des groupes topologiques P et 33. f est nécessairement un automorphisme
du groupe topologique T, donc cnntinue. La démonstration précédente se
slmplifie alors en remarquant que 1l'on o
VneN, VaeT , flra) = nfla)
Ynen®*, Ymen , f{—'r? a]=£¥(a]
d'ol par passage & la limite
f(xa) = »ie) Viem

ITI- La tour des automorphismes ded.

Solt G un groupe, G' = Aut(G) le gourpe des automorphismes de G ;
G'* = Aut(Ant(G)) le groupe des automecrphismes de G', on construit ainsi une
sulte de groupes : la suite G, G', 6'',...

Soit Z(G) 1le centre de G, on seit que Int(G) = G/Z(G) par conséguent si

le centre de G est réduit & 1'élément unité, on a C 3iIm:[G);

on peut alors identifier dans G', G ct Int(G) qui est normal dans G’
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Définition,

Si le centre de G est récuit a 1'élément neutre, lec suite normale
L " n
GeG'eB" € vve €6 € anans
est appeslée la tour des autecmorphismes de G [1]

Ncus désignerons désormais par N le normalisateur de L dans A &(T].

Proposition.: Aut(®) est épgal eu produit semi-direct T x N.

Démonstration.
Fe aut(P) , (a,m)e@

F(a,T) = (f(a) + 4(T), ¢(T'))
mais

6(T) = (1-%(T"))a,
ot o(T) = fTF
d'od . _

F(a,T) = (fla) + a, - fTf a, , fI¥7)

=(ay, 1) (Fla), frf e, 1072

Il est évident que le couple (a,,f) détermine F de fagon unique par
conséquent a tout F € Awt(f) cerrospond (a,,f) €T X N on démontre cisément
que cette correspondance est un isomorphisme de Aut(P) sur T x N on peut par

conséquent identifier Aut(®) et T x N.

On en déduit en partioulicr aue Aut@®) est un sous-groupe ce T X Aut(T)

holomorphe de T.

Le normalisateur N de L dans Aut(T).

Soit Nl le normalisateur -(Q:)dans AuUt(T)

on a NQN1

L étant un sous-groupe caractéristigue de 3 cnalLd N1 donc :

Vf‘ENl et oy

ce qui entraine fEN

d’ol N =N
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compte tenu ds ce qui précéde on a en ldentifiant f & sa matrics
Eeeafhisenadh = g

solt comme

ty =3 =g, abears - Yeos
pasons A= thf
oot Vre @ trerdhiserdh - 5
Erteser = bege
soit trar = A = Prp - ar”?
or brar =3, done 'r = or7ly
atnst I YA =JAr Y= mr-=ria Yre &

La représentation ds §ngans GL(4,R) étant irréductible, on a :
JA = A1 ol » € R

R* groupe multiplicatif des réels et 1 la matrice unité de GL(4,R)

t t

J“FIf = :}\_]I =% “fIf = AJ —=y(cet = )\4:(391: f = 2 Az

Considérons l'application ¢ : N — K.l qul & f, fait correspondre A, f

Soient fl et f2 deux &léments de N tels que :

t
IR IF) = AT == ¥ (£) = 2.3

t = =2
IF0F, = Al = ¥ (£,) = 2.1

tot
o = Iy £y IfF,

.t t
3T, flJfllf
t

J f2J>\1 1 f,

t
J [flleJflf

2

fl

)\2 1. Al, 1

M 1. )‘2']’

par conséquent ¢ est un homomorphisme.
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A =1 = UfIF = ]
comme det £ =21
cn en dédult que T appartient & é?par définition de .

donc ker.y Qz

mats £ € £ = fIf =3 —=d A =1 zrmd fekery
d'ol kery =§f

D'apreés le premier théoréme d'isomorphisme des groupes on a @

N/ = N/Y

Comme R*. 1 n'est autre que Z(N ) le contre de N, ¢ est une epplication de
N dans N,
Imp —y N/f étant un isomorphisme, il en résulte que
Impn & = {1}
or - 1 ¢ ég donc - 1 %Imw
on en dédult aicément gue :
Imp = {1/ 2eR}
oDTRt est le grcoupe multiplicatif des réels strictement nositifs. Tl est
facile de voir que Rt.l est un sous-gronpe normal de N d'od
N =%§ﬁ?i.ﬁ produit direct
=R, x&
Thécréme.
La tour des automorphismes de P n’'’a qu'un étage.
Nous commencerons par démentrer le lemme suivant @

Lemme.

T est un sous-groupe caractéristique de T x N.

Démonstration.

En conservant la notation du chepitre I et en les appliquant au groupe

T XN, soit Fe Ar (T x N)
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F = (f,0,06,%) » (a,T)eT xN
a(T) est un sous-groupe normal abélien de N donc d’aprés 1'6tude précédente
a{T) est contenu dans le centre de N d’'ol
ala) = A%

D'eprés la 6e relation de base, on a :

allfa)e(r) = ¢(Tlala)l
= o(F) 21
= x9(T)
d'od alla) = 2.3 Vr en
on a donc en particulier
al-a) = A1

wfa-a) =X .1
Mais alo) = 1d'od ¥ =1 = ®= 11
cr 2.3 enN
ale+al = a(a]2

‘;\2 comme  ala+a) = a(2.72)

i

1t

ala+a) A

par conséquent A = 1 donc afa) = 3 VaeT

donc T est un sous-groupe caractéristique de T x N. Nous pouvons denc appliquer
& T x N le méme traitement qu'a T x L. Il est clair que nous sboutirons aux
mémes conclusions, & savoir

tout automorphisme de T x N est de la forme F = (ao]f]

ol a0 €T et fe ¢/ 1e normalisateur de N dans GL(4R)

si on note f ﬁn élément de N et T 1'élément de rgassocié, on a :

Veed , fT+en
done 34 GN,FfFﬂ:A orf‘:ﬂ
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d'ol
v fTF L =aA scit £ T £ 1 = Oy A

det(f T £1) = 81 =y Oy H?-1.
Puisque %, Ye¢R*  on en déduit Ay > = 1 d'od A =y
dene T fef ,Vre Loy ¢ N
d' ol A = Nor AW(T xN) =T xchV
d'od AGIT X N) = T x N =3 AutlAuwt(®)) = Aut(f)

Le centre de ﬁ)étant réduit a 1'élément unité, ceci achéve la démonstration du

théorame.

Corollaire : Aut(®) est un groupe complet.

Chapitre III.

Extension de § nar H fini.

Nous commencercns par exprimer Aut(®) en foncticn de T et L,outrement dit
en foncticn. de P,
Considérons dans 2, le groure L1 des reletions autrement dit :

L, ={r, 1 e&/ dotr = 1]
I1 est évident qu'en a les inclusions
LeL, ¢ &

Il est donc clair que L étant la composante connexe de 1'élément ncutre dans &i
1' est dans L1 par conséquent L est un sous-groupe caractéristique de Ll.

I- Sous-groupes normaux de Ll'

Soit H un sous-groupe normal ds Ll' L étant un sous-groupe normzl simple

[10] on a :

HAL = 1 ou HOL = L
1°/ HhL =

solt TeH , T #1
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2 2 2 2

on a : Piy # Toy + Tgy = Tyy = =1
d'od ri4>1 or HAL = §
donc Tyy € = 1
par conséquent -TéL ce gui entraine -I,~-T = I‘2€ L
or Te¢H donc Fzéfi
on en déduit que : Pze HAL = 1

2
d'ol” r = 1

Tout élément de H @st donc involutif.
Soit : AeH, A# 3
comme précédemment =~ A€ L

donc -A,-T = ATeLAH = { =5Ar = {

d'oul A =T

H est par conséquent réduit a deux éléments fetr

H étant normal dans L, YA ¢ Ly, YTeH, T #1
AT ALl L4

ou Aratlor

si araTl L ¢

alars 'Aa = A

done T=1 or T #1 par hypothése 11 en résulte que /\F/Cl =T
d'ol AT = TA
donc T EZ(LIJ le centre de L1 :
or ce drenler est un scus-groupe caractéristique de Ll donc & fortiori un
sous-groupe normal. On en déduit en passant qus Z[Lll n'a que deux 61éments
d'od Z(L,) = (-1,9)

2°/ HOL = L

on a alors L& H
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Il est facile de voir que si l'on note par é_:ﬂjt; le sous-groupe de Ll
engendré par -1 et L, on a L1 e< -1,L> comme <~1> = Z[Ll)dﬂL1
et que Lf\Z(Ll] = 1
onlen déduit aisément que
by =,2(L;) *x L (produit direct)
si L G Halors 11 existe T€H , T 4L donc -T €L
par conséquent T 1.-T = - 1 ¢eH

ce qui entraine L, ¢H d'ol H= L.,

1- 1

L1 n'a en conclusion que deux sous-groupes normaux propres : L et son centrs
Z[Lll qui éont donc aussi caractéristiques.

I1 est bien connu que L1 est un sous-groupe normal dei? puisqu'il est
d’'indexe 2. Le groupe quotient «gf/L1 est isomorphe & un groupe & deux
égléments, pcscns&f/Ll =K = (1,Q).

2 est alors involutif et n'appartient pes & Ly

S1i pour Q on prend 1'élément J, il est aisé de voir que tout é€lément de &
décompese d'une manlére unique sous la forme de produit d'un €lément de L1
et de K = (1,J). Comme (3,3)6 L, = {1} et que (3,1) n'est pas un sous-groupe
normal deS?. on en déduit quegg est produit semi-direct de ses sous-groupes
L, et (1,30,

L'homomorphisme assccié & l'extension é?de L1 par (4,3) est alers :
J—s T on g?* est 1'automorphisme intérieur induit par J.

Notons par B.le produit direct et conservons le signe X pour le produit

semi~direct, appelons encors lé le groupe & deux éléments (1,3) ; il vient

27
"2
d'od -€?=(L@72}x12 2 1

L1 x1

et par conséquent N = ((L 8 Zé] x Zé] B .1
+

done Aut(®) = T x [((L B Z,) x Z,) 8R.1]
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Le centre de P étant réduif & 1'élémsnt neutre, on én déduit :
Int(®) = &

d'oll Aut(P)/Int(P) = Aut(P)/P = Z, Z,8R: 1
Zé n'ayant qu'un automorphisme on a :

Aut(P)/Int(P) = 7,8 Z, 8 R}
Soit donc H un groupe fini et ® un homomorphisme de H dans Aut(®)/Int(®).

O(H) est un sous-groupe fini de Z& 8 Z% B'Rf par conséquent G(H) est contenu

dans Zé 8 Zé.
On salt alors d'aprés la condition d'Eilenﬁerg-Mac-Lane-Fadeev qu’il existe
une extension unique de‘éspar H associée & & le produit semi-direct dqisﬂ'
Dol :
Théordme. Soit H un groupe fini, il éxiste une extension de q’par H si et
seulement s8'il existe un sous-groupe dé 22 8 Zé homomorphe & H., Mais on
sait que, quelgue soit H, fini ou non, le soqs-groupe trivial de Zé 8 25
réduit a 1'élément neutre [1)’est homomorphe & H. Ceci nous conduit donc
& déterminer las gréupes finis H pour lesquels on a des extensions non
triviales de @,
Nous commencerons par déterminer tous les sous~groupes de Z% 8 Z%.
Tous les &léments de Zé 8 ZE étant involutifs, on étaplit sans difficulté que
les sous-groupes ds ZE 8 Zé sont

(D5 LD 5 (0,55 3,1 et

7,82, = (-1,3,-3,0)
On a alors la conséquence suivante :
Théoréme. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une extension

non triviale de vaar H (fini) est que H posséde un sous-groupe normal

d'index 2 ou 4.
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Démonstration.

Supposons qu'il existe une extension non triviale G de Gypar H.
Soit @'1'homomorphisme associé & l'extension G = 6%9H
O (H) est alors 1'un des sous~groupes non triviaux de Z& B Z, ou a Za 8 Z&
lui-méme. D'aprés le premier théoréme d'isomorphisme des groupes on a :

H/ker& = Im@(=@&(H))

Comme &(H) a deux ou quatrc éléments et que ker ¢ est un sous—groupe normal
de H, on en déduit que ker®  est d'index 2 ou 4.
Réciproquement si H posséde un sous-groupe normal K d'index 2 ou 4 alorsid
H/K est isomorphe & un sous-groupe de Z% 8 Z% différent de (¥) ; 11 existe

par conséquent un homomorphisme € do H dans Z% 3 Z& dont K est le noyau.

On a alors :

Une condition nécessaire pour qu'il existe une extension non triviale
de 6)par H est que l'ordre de H soit pair.

Ceci est évident par application du théoréme précédent et du théoréme de
Lagrange.

I1 résulte en particulier de cette étude que, si on désigne per Sn ls groupe
des permutatiocns de n éléments, il existe toujours une extensicn nen triviale
de GJpar Sn car le groupe alterné An des permutations paires est un sous-
groupe normal de Sn d’'index 2.

Exemple,

Soit 7 1'annecau des entiers relatifs de H = Z/{n) = Z% le groupe des
entiers relatifs modulo n ol n est de la forme n = 2p ; Z% est abélien et
cyclique pour construire 1l'image homomorphe de 'Zh il nous suffira de
connaltre 1l’imagec dans ZE 8 Z& de 1'élément générateur de Z% notons X les

€léments de Zh et 0 1'élément neutre de ce groupe 3;
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posons eti) = (0,f) ou f=-1
st O(X) = (0,f)  Yx¢7

d'od 1'extension G -= Fx 2; dent la loi de groupe cst :

((a,T),X)((b,A),y) = (atTb,TAx+y)

Deuxiéme partie.

Sur les représentations uniltaires irréductibles des extensions du

groupe de Polncaré connexe par un groupe fini.

Chapitre I.

§.1., Préliminaires.

1.1. Rappels et notations.

Soit G un groupe localement compact et séparable (au sens fort, c'est-a-
dire ayant une base dénombrable d'ouverts).
- On appelle représentation de G, un hcmomorphisme continu R de ©
dans le grcoupe dos opérateurs inversibles d'un espace vectoriel
complexe 55.
Autrement dit :
Vagget
Rlgg') = R(glR(g")
R(e) = 1
et g—» R(gl(h) est une application continue de G dané %
- qéest 1'espace de la représentation et la dimension deC% est par
définition la dimension de la représsntation.
- Une'reﬁrésentation de G dans un espace de Hilbert complexs Séparable
est appelte unitaire si tous les opératcurs de 1la représentation

sont uniteires.
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- Une représentation est dite irréductible si les seuls sous-groupe
espaces fermés de innvariants par la représentetion scnt {Olet
I 1ui-méme.

Désignons par 6 (R) 1'espace d'une représentation de R et W(H) le
groups des opérateurs unitaires de 5@.

Deux représentations Rl et R2 sont dites équlvalentes s'il existe une
applicaticn uniteireV de QéiRll dans %ﬁ[Rzl telle que :

¥geG . Rylgl = UR (g™

cette relation est évidemment une relation d'équivalence dans 1’ensemble des
représentations du groupe G ; on pourra alors identifier deux relations
équivalentcs.

= 8i G est Bb&lien ou compact, tcute représentation irréductible de G

est de dimension 1.
- 51 G est abélien, on eppelle caracteére de G toute représentaticn
de G dans le grcupe des nombre complexes de valcur absolue 1.

Notion de représentetion induite.

Etant donné un sous-groupe fermé H d'un groupe G, ct une représentation
R de H dans 1l'espace 5@0 cn peut construire une représentation W de G
de la meniére suivante. On considére 1’espace vectoriel complexe HGde toutes
les fonctions définies sur G prenant leurs valeurs dans QGO et vérifiant
flhg) = R(AIF(g) VheH et geG
pour ¥ quelconque dans %eat a fixé dans G,
on pose (W(al)fl(g) = f(ga)

W est la représentation induite par R, on note W = GUR.
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Notion de systéme d'imprimitivité.

Soit % un espace de Borel. Une mesure spectrale P sur g a valeur dans )35
associs & tout ensembls borélien E dqu un projecteur P(E) de l'espace de
Hilbert %, tel que :

(1) pP%) =1, P(@) = 0 (00 B est 1'ensemble vide)

Si (Ei]ieN est une famille dénombrable d'ensembles boréliens de deux & dsux
disjoints alors :

(2) P[lil Ei) = gP(EiJ

(3) P[Eln E2) = P(EIJ.P[EZJ
Définition.

Soit un groupe G ; localement compact U une représentation unitaire de G
dans un espace de Hilbert %. un systéme d'imprimitivité de U est constitug
par [?.PJ ol % est un espace localement compact sur lequel opére G et d'une
mesure spectrale P définie sur% a valeur dans%telle que

UtgIP(EIL(g Y

} = P(gE)

pour tout g€ G et tout cnsemble de Borel E de g.

Si G est un groupe localement compact séparable et H un sous~-groupe formé

de G. Soit R une représentation unitzire de H dans un espace de Hilbert
séparable GUR la représentation induite de G, cn associe a GUR un systéme
d'imprimitivite [f,m ci % = G/H et P défini comme suit :

Soit E un ensembls de Borel de G/H et E' son inverse par 1'application canonique
G - G/H alors 1'application P(E) : f «ewy X (E')f est un projecteur dans

%[GUR], od X(E') est la fonction caractéristique de E'. P(E) est la mesure

spactrale assoclge & G/H.
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Dz nombreux problémes restent ouverts en ce qui concerne la théorie
des représentations des groupes ; notre propos ici n'est pas de les soulever
et enccre mcins d’apperter une guelcongue scluticn & 1'un d'’entre eux. Nous
nous contenterons, compte tenu des beonnes dilspositlons des groupes qui ncus
concernent d'appliguer leos méthodes mises au pcint par d'illustres prédécesseurs.
I1 n'est peut-Cire pas inutile de reppeler que E. P Wigner est vraisembleblement
le premier & avoir étudier les représentaticns d'un groupe, le groupe de
Poincaré connexe (ou Lorentz inhomogéne connexel), qui n'est ni compect, ni
abélien, ni semi-simple [10]. Cependant ce n'est que beaucoup plus tord que
ertaipes de ses affirmations ont pu &tre légitimement justifiées, gréce 3
GC.W. Mackey, a qul revient le mérite d’'avcir mis au point la méthode des
représentations induites. Celle -ci permet, sous réscrve de certaines conditions
edrégularité, de déterminer toutes les représentations irréductibles des produilts

semi-directs dits réguliers. [11] .

Critéres dd régularité. [19]

Soit G = Nx¢ K un produit semi-direct dans lequel le sous=~groupe normal
o .
N est abélien, désignons par N 1'ensemble des caractéres de N ; con sait que

N est alcrs l'ensemble des représentations irréductibles de N.
Thécréme., (Mackey)

S'il existe un enscmble de Berel [18] de ﬁ qui rencontre chaque orbite
de ﬁ dans K (ce qui7§; méme que dans GJ), en un seul point, alors toute classe
de mesure lnvariante et ergodique est concentrée dans une orbite. Lorsqu'il

en est ainsi, on dit que le produit semi-direct G = XQ K est régulier.

2> 2

Rappelons qu'une mesurc quasi-invariente M sur N est ergodique si aucun

sous-espace /7 -mesur &ble n'est invariant sous l'action de K & mcins qu'il ne

solt de mesure nulle ou alors qu'il ait pour complémentaire un ensemble de

mesure nulle,
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Soit G un groupe lccalement compact séparabla. N un sous-groupe normal
fermé de G et ﬁ 1'ensemble des représentations irréduetibles de N,
Definition.

Le sous-groupe N est réguliérement immergé dans G si la structure
borélienne quotient de N (ensemble des orbites de ﬁ sous G), induite par la

structure borélisnne de K est dénombrablement séparée.

§.2. Le groupe G = PxH.

2.L, Propriétés générales.

Il est bien connu gque §>est connexe, localement compact et métrique.
Le groupe H, muni de la distance discréte est compact, on prouve alors [9]
que G est un groupe localement compact et séparable.

- H=06/f étant discret, cecl entraine queﬁ’ est ouvert dans G. Mais
Mais H Gtant séparé, on en déduit [3] que & est fermé dans G. Comme T est
fermé dans@’, il en résulte que T est fermé dans G : & étant ouvert et fermé
G n'est donc pax connexe.

-b Soilt h¢H , O(h) = F appartient 3 Zé & Zé donc Fbest invélutif d'od
F2 - f or F est de la forme {(0,f) donc fz = 1.
Compte tenu de la loi de groupe de G, on démontre sans difficulté que :

G 1 H)

T X (L g

ot 1(r,h) = r.00h)

si on pose th) = f, &' est 1'homomorphisme h —s FIL

ol f*/L est la restriction & L de 1l'automorphisme intérieur de N induit par
f.

Nous pouvons donc considérer indifféremment

G (T x L) xH

T x (L xH)
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Nature de G.

Le groupe G dépend de 1'homomorphisme @ et de H cu de fagon plus précise

de 1'image homomorphe de H dans zé 8 Zé d'ol les cas suivants :

1/ é¢(H) = 1

2/ @H) = (-1,1)
3/ o) = (3,1
4/ GH) = (-J,1)
5/ OH) = Z, 87

2 2

2-2. Mesurc de Haar sur G.

tp,h)e x 1, notons d(hp) = &(h) dp
1'action de H sur la mesure de Haar sur Goqui, on le sait est unimodulairs.
Mais, d(hth(p))) = 8(n%dp
comme h est involutif, on en déduit que :
§(h)%dp = dp

dod 8(h1? = 1
cr si A(p,h) est le moduls de G cn a

Alp,h) = &(h) (voir exemple Loomis l15)
donc &Ch) > o
par conséquent S(h)2 =1

entraine &(h) = 1

d'ot &(p,h) = 1 ; on a alors la proposition suivante :

Propcsition.

Toute extensicn G cdu groupe de Poincaré connexe par un groupe fini est

unimedulaire.

A A
2-3. Acticn de G sur T et structure boréliennc sur T.

Nous adecpterons dans tout ce qui sult, les notaticns de Mackey [12] .
A
Nous désignerons par conséquent par G l'esnsemble des représentaticns irréductibles

de G. Et 11 ne sera question que de représentations unitaires.
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T étant abélien et localement compact, on sait [13] [14] que T dual de T est
abélien lccalement compact pour la tepologie de convergence compact.
Si x appartient 5324 , nhous désignerons par tx 1'élément de ? correspondant.

f est alors 1'ensemble des TO , L appartenant 5324 tels que :
Ve ar , TY ) = gtlUX)

X X
00 UeX = UpXy *+ U X, + UgXg = UgX,
G agit sur T de la maniére suivantse

1

posons gTU(t ) = Tu[g(t g-
X X
il est alors aisé de voir que les axiomes des domaines d'opérateurs sont

trivialement vérifiés.

el , ges g =tV olVeL xH
u _ u -1,~1
£ VT ) = T Ve VT e
- U -
= Tt PV e - )
U
= TVt )
y
soit
g vie ) = otlU-WY)
X y -1
RLY
= Uay)
d'od e vte ) = 7V e )
x|ty y

par conséquent la multiplication par th transforme u en V-lu (ol en réalité
-1 ~

V "u = V-lu cenformément aux notations la premiére pértie) de la méme maniére

on a .

u u -1
VET(E ) =T (vt VvV ")
X y [ y

TVt )
y
- Gi(u.Vy]
. ivluy)

-1
TV

v}
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L'actiocn de G sur ? se rédult & celle de L x H sur T ge aqui &tait prévu
puisqus T ost abélien.

Soit V appartenant 8 L x H alors V est de la forme (T,h)

viie ¢ len™y w0 of= &

No, - -
viezov™hy = ¢7irmlge?

I off
. f-lr-l
£ done U7

cr félz 8 72 et T apparticnt 8@ % donc V ~ appartient & get 11 en sst de

»n
méme de V.

A
L’action de G sur T est identique & celle d'un sous-groupe de éE I1 en résulte
alors que les orbites de T sous 1l'acticn de L * H sont contenues dans las
A

orbites de T scus l'action deﬁcg or le produit semi-direct T x & est régulier
[12] par conséquent d'aprés le critére de régularité le produit semi-direct

T x (L x H) est régulier.

2

T est réguliérement immergé dans G, enn effet si 1'on désigne par ? 1’ensembls
des orbites de % sous l'action de L % H, on salt que ces orbitses forment une
partition de $. Scit R 1a relation d'équivalencc associgs, on a elors $ = f/R.
?lest discret, et muni de la topologie quotient induite par 1'application
continue ? —s R = %': 5
?lest par définition l'espace borélien quotient de T par R. Ccmme ? est
séparable puisque T 1l'est et que dans le cas deR" on peut identifier T
et ? [13] on en déduilt que $,est engendré par une famille dénombreble

~
d'’ensaembles de Borel, ? &tant séparé, on en déduit que T est régulidrement

immergé dans G. Nous pouvons amintcnant appliquer la méthode de Macksy.
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Chapitre 1I.

§.1. Représentations factorielles de G.

Soit W une représentation et R(W,W) 1'ensemble des opérateurs bornés qui
comnutent avec les €léments de W.

Définition.

On dit que la représentation W est factorielle si le contre de R(W,W) est
constitué des multiples de 1°'identits. |

Si la représentaticn factorielle W contient une sous représentation irréductible
on dit qu'elle est de typs I.

D'apreés la théorie de Mackey, T étant régulidrement immergé dans G, toutes

les représentations factorielles de G sont induites.

1-2, Les représenfatiohs irréductibles de G.

Le probléme de la recherche des représentations irréductibles de G est réduit
d'aprés la méthode mise au point par Meckey & la recherche de toutes les
représentations irréductibles du stabillisateur épde Tﬂ'. ™ appartenant § ?,

étant pris dans une crbite fixée ® . En conséquence, toute représentation

—s v
.

unitaire irréductible de G est assccié une orbitegdo Un élément T de
cette orbite a pour stabilisateur un sous-groupe H, de G de la forme Hy = T ‘
et & est le stabilisateur do T dans L x H. On cbtient alors GUw a 1'équivalence

prés, en induisant & G une représentation unitaire irréductible W de He telle

que :

u
Yt eT, ¥sed, Wie,s) = Tt JR(s)

- 8;(U'X]R(s]
ol R est une représentation unitaire irrdéductible de 5’ % Ho/T.
La représentation induite GUW se réalise dans 1l'espace de Hilbert séparable

des fonctions f définis sur G, de carré scmmable pour la mesure quasi-invariante

définie sur G/H,, & valeurs dans¥8(W) et telles que
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(1) < f(g),¢> est une fonction de Borel de g pour tout ¢ dans J8(W)

(i1)  Flhog) = Wlhy)F(g) ho ET® , g€G

(ii1) fG/HOH-F[g]sz)J <+ w
Cecl nous améne donc & la déterminaticn des corbites de ? dans L x H et des
stabilisateurs d'é€léments de ces orbites.
Nous avens wvu au chapitre précédent que toute orbito de ?'dans L x H est
contenue dans une orbite de '/r\ dans . Les orbites de '/l'\ dans & sont bien
connues, elles sont de suatre sorte [12] [20] [2] .
On en déduit celles de ? dans L x H suivant la nature de 1'action de L x H
sur ?. B'cd les 5 cas suivants :

1/ 6H) =1
G est un produit direct de & et H.
6=0sH

= [T xL) 8Het
l'action de L B H sur T st réduite 3 1'action de L sur T ce qui ncus raméne
au cas du greupe de Poincaré ccnnexe, toutes scs représcentations sont connues
Toute représentation unitaire irrécductible U dec G est de la forme :
U =W, xW_ (produit de Kronecker)

1 2

ol wl est une représcntation uniteire irréductible de 6>et W, une représentation

2
unitaire irréductible de H.

2/ G (H) = (-1,

commz -1 et I appartiennent au cecntre deé@:an en Ad6duit que G = T x (L 8 H)
~ [
on a alors V = #T avec V = (I',h) denc V € L1

A A
par conséquent l'action de L B H sur T est identique & celle de L, sur T.

1
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3/ @) = (-1,
/\7 = ~IJ ou/\7 w T

A
1%
donc V asppartient au sous-groupe tt de rzformé des élémonts-g’tels que
- >
~detA= *1
,?.
comme on peut le voir alsément L est produit semi-direct de L et (~J,1)

par conséquent dans ce cas 1'action de L X H est identique & celle de E

A
sur T.
4/ @(H) = 72 ] 72
N N
V = 1T ou V= %l 3

,\\l/ appartient au groupc de Lorentz général et l'actioh de L X H s'identifie
a celle de 52 sur ?

5/ OH) = (3.1
elors 1’action de L x H sur { est identique & 1l'action du sous groupe L x (1,3
de %sur T.
Avant de nous fixer sur un cas particulier, rappelons quclle est la nature
des orbites de.gsur '?et les stabilisateurs correspondant & un élément d’une
orbite.
Les orbites de & sur ? sont de fuetre sortes :

a/ 1'orbite réduite a 7°. |
Les représentations factoriclles de P = T X«? correspondant & cette orbite
sont obtenues par relévement a P des feprésantations factorielles de & .
Les orbites de '/r\distinctes de la précédente sont caractérisées par un nombre

réel r. Ce sont celle des éléments u différents de zéro tels que :

U.u = r
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Notons Qr une telle orbite ; onh a alors trois cas.
b/ r >o0
posons r = m2 od meIf
soit Qr et 1*'ef§‘oa = (m,0,0,0) alors H,/T = g est isomorphe au groups
orthogonal dansﬂQs laissant invariant la forme quadratique
x2 + x2 - x2
2 3 4
2 3
¢/ r <o alors -r = m” avec m&R
Soit Qr l'orbite associée & r et T" un &lément de r tel que u = {0,0,0,m)
dans ce cas Ho/T & est isomorphe au groupe orthogonal associé & la forme

quadratique dans IR3

X

w N

i + X o+ X
d/ r=o0 u#o

prenons pour u 1'élément u = (0,0,1,1) le stabilisateur He/T =% est dans ce

cas isomorphe au groupe cuclidien du plan (rSflections incluses).

Etude d'un exemple.

Examinons le cas ol & ) = (-5,
On a vu que L X H est alors un produit direct d'old :
G=T7Tx (L 8H)

A 2
L'action de L 8 H sur T s'identifie a celle de Ll sur T, on en déduit les

stabilisateurs suivants

a/ u.u

deg.

0 avec u = o alors H /T = = L1 la sous-groupe des rotations

b/ u.u = m2 prenons u = (1,0,0,0)

Ho/1 = 5?est le sous-groupe des rotations du groupe orthogonal associé & 1la

forme quadratique xg + x2 - xi

3

2
¢/ u.u = = m° prenons u = (0,0,0,1) He/1 =«§pest alors le sous-groupe

des rotations du groupe orthogenal associé & la forme quadratique : xi + xg + xg.
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d/ uwu=0, u#o; prenons u = (o0,0,1,1) H,71 =¥ est alors la
composante connexe du groupe euclidien du plan (qui est le produit semi-
direct © X p o0 7T est le groupe des translatlons dans ]?2 et o le groupe des
rotations autour de 1'origine).

Les représentations unitaires de tous les stabilisateurs considérés ci-~dessus
sont connus (volr par exemple Wigner, [10] .
Soit donc x une représentation irréductible de

Tux : txs————a Tu(txlx(sJ

u
est une représentation de H, = Tf’ et la représentation induite GUT X de G
est irréductible et toute représentation unitaire irréductible de G est ds
cette forme.
On a alors par définition de la représentation induite :
U

(U *(g)F)(g) = Flggo) » g.8a &G
posons g, = [txo,Vol , g = [tx.V)
ol V, et V sont des éléments de L 8 H
on a alors

= i
Ego (tx r txo » WoJ

u
- T7X _ —u
d'ol (GU (go)f)(g) = T [tx*tholf[VVOI

posons :
t. t Tt = ¢
X X y

V = (T,h)

Vo = (T hy)
i1 vient :

W, = (IT,,hh,)
or FIWG) = (U5 (v 3F V)
L8 H

L étant un sous-groupe fermé de L B H on peut appliquer 1'induction en étage

autrement dit, si on pose M = LUx
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La représentation uX est équivalente & UIVI
LB8H 18H

d'od : FIW,) = MITT,)I(R(h,IFI(h)

ol R est la représentation réguliére & droite de H.

f appartient par conséquent 3 L2(H].ensenble des fonctions définies sur H,
de carré sommable pour la mesure de Haar sur H, & valeurs dans € d'ol ¢

u
(GUT X(go)f1g) = TUIt 2Tt IM(TT,) (R(he)I(h)
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