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SUR LA GENERATION

par Achille ACHACHE

Cette note est un essal de généralisation de certaines définitions
et cerfains résultats de la théorie de la géﬁération. Un axiome plus faible
que 1l'axioms d'échangé de Steinitz est introduit : il est dit "axiome d'échange
.affaiblif. De méme, deux nivaaug de liberté appareissent : le plus fort sst

désigné per le mot "indépendance”.

I - Préliminaires.

L'ensemble des majorants d'un &l1ément x d'un ensemble ordonné (E,g)
sera noté ri(x). L'ensemble des minorants de x sera noté s(x). L'ensemble des
éléments de E qul méjorent x et minorent y ssra noté [x,y} L'ensemble des
éléments de E qul majorent strictement x et minorent y sera noté Jx.yJ .

Un ensemble ordonné est dit inductif au sens fort si chacune de ses
parties totalement ordonnées a un supremum. Un ensemble ordonné est dif
inductif si chacune de ses parties totalement ordonnées est majorée. Si un
ensemble est inductif au sens fort, il est évidemment inductif. L’ensemble
des majorants d'un 61ément donné d'un ensemble inductif est &videmment un
ensemble inductif (pour 1'ordre induit).

1. Lemme de Zorn : Si un ensemble ordonné sest inductif, il possdde au moins

un €lément maximal.
2. Corolleire : Si E est un ensemble ordonné inductif, et x un &lément donné

de E, 1l'ensemble des 6léments de E qui mojorent x posséde au molins

un 81ément maximal.
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Un ensemble ordonné E est dit réticulé supérieurement si toute partie
finie de E a un supremum. Si1 E sst réticulé supérisurement, sa partie vide a
en particulier un supremum ; comme l'ensemble des majorants de la pertie vids
est E, il en résulte que E a un minimum, qui sera noté O.

3. Définition : Etant donné un treillis comblet E, un élément a de E sera dit
fin si :
(XCE et a s VX) == (3Y, finle, C X, avec a ¢ VY)} (x)

Nous désipgnerons le minimum du treillis complet par o, et son maximum
par €. Le minimum d'un trelllis complet est fin, car 1l est égal au supremum
de la partie vide,

4. Proposition : Le supremum d’un ensemble finl d'éléments fins d'un treillis
complet est un élément fin,

Preuve. Soit A un ensembls finl d’éléments fins du treillis complet E, Soit

VA = p. Supposons p € VX. Si1 a est un élément de A, on @ : 2 < p < VX, donc

a< VX, Comme a est fin, on en déduit l'existence d'une partie finie Xa de X

telle.que tacg an' Nous pouvons associer a chaque a € A une telle partie,

notée Xa. Posons \J Xa = Y, On 2 d&jad Y& X. En outrec ¢ p = VA  V (VX

a €A a€A a)

Mais V (VX ) = v(U X)) VY. On a donc pu trouver une partie finie Y de X
aep  © a€h 9
telle que p < VY. Ceci étant vrai guelle que soit X telle que p € VX, on en

conclut que p est fin,
5. Définition : Une partie A du treillis complet E est dite a caractere fin si,
pour gu'un élément appartienne a A, 11 faut et il suffit que tout ses
minorénts fins appartiennght a A.v
Il en résulte gque, si A est une partie non vide & caracteére fin, tout

minorant fin de A appartient & A ; en particuller, O appartient 3 A,

(%) Autrement dit si a est compact pour la "topologie" dont les ouverts sont les éléments de E (topologie discrate).
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Enongons le lemma évident suivant,

6. Lemme : Si une partie X du treillis complet E est telle que, quelle que soit
la partie totalement ordonnée C de X, on ait VCE X ; alors X est un
ensemble induotif au sens fort (pour 1l'ordre induit).

7.‘Pr0pbsition ¢ Toute partie non vide 3 caractére fin d'un treillis complet

est inductive au sens fort (pour l'ordre induit).

Preuve. Soit A une partie non vide du treillis complset €, supposés 3 caractére
fin..Snit C une partie totalement ordonnée de A. Soit a un minorant fin non
nul de VC. L'élément & &tant fin, on peut, d’aprés la définition (3), trouver
une partie finie D de C telle que a ¢ VD. Si D était vide, son supremum serait
0, et a serailt nul, ce qui n'est pas. Donc O n'est pas vide. Par ailleurs, D
étant une partie de C, est, comme C, totalement ordonnée. D étant une chaine
finle non vide, on a donc $VDE€D, L(&lément a est fin et minore 1'é€lément VD
de A. Donc, d’aprés la définition (5), a appartient & A. En résumé, tout
minorant fin non nul de V€ appartient & A. Mais O appartient aussi a A
(d' eprds le remarque qui a suivi la définition (5)). Donc, tout minorant fin
de VC appartient & A. Donc, d'aprés la définition (5), VCE A. En utildsent &
présent le lemme (6), on voit que A est un ensembls inductif au sens fort.

8. Lemma : S1i y est un €lément du treillis complet E, l'cnsemble s(y) dss

minorants de y est un treillis complet (pour 1'ordre induit).

Preuve. S1 P est une partie non vide de s(y), l'ensemble des minorants de P
qui appartiennent & s(y) se confond avec 1'ensemble des minorants de P, et a
donc pour maximum AP, Si P est vide, 1l'ensemble des minorants de P qui
appartiennent & s(y) est s(y), et @ donc pour maximum y. Enfin, quelle que

soit la partie P de s(y), 1'ensemble des majorants de P quil appartiennent a

s(y) a pour minimum VP,'
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8. Lemme : Si A est une partie & caractére-fin du treillis comlet E.-et &
un élément de €, l'ensemblé AN (s(y)) est une partie & caractére
fin du treillis complet sly).

Preuve. Pour gu'un minorant m de y appartienne a A, il faut et il suffit,

d'aprés la définition (5) que tous ses minorants fins'appartiennent a8 A, Meis

=

1'ensemble des minorants de m est identicue & 1'ensemble des minoreanrts de m
gui appartiennent & l'ensemble s(yl). Donc, pour qu'un minorant mde y
appartienne &8 AN(s(yl), 11 faut et il suffit gue tous 1es‘é1émenfs de s(y)
qul sont des minorants fins de m appartiennent 8 AQ(s(y)). La définition
(5) permet de conclure.

10..23993333192 : Si A est unoe partis non vide & caractére fin dQ treillis
complet E, si y est un €lément de E, si enfin a est un élément de
A qui mincre y ; elurs l'ensemble‘A(\[a.y} possade au meins un

élément maximal.

Precuve., D'aprés (8), AQ({s(y)) est une partie & carectére fin du treillis

complet s(y). Donc, d'eprés (7), AQ(s{y)) est un enscmble inductif. Enfin,

d’'apreés (2), 1l'ensemble (A (s(y)))Or(a) posséde au moins un élément maximal.

II. Génération dans un ensemble réticulé supérievremcnt.

11, Définition : On appelle farmdture d'un ensemble ordonné E une application
.
f de E dans E telle qus :
1)\ a.be E agb=p fla) <f(b)

2}V xeE x € f(x)

3) Fof = fu
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12. Définitions: Etant donné une fermeture f de 1'ensemble r&ticulé supé-
risurement E
1) Un élément de € est dit f-fermé (ou fermé s'il n'y a pas
risque d'équivoque} s'il appartlent & f(E)).

2) On dit que x f-engendre y (ou est un f-générateur de y)

siy = f(x).
* 3) 1 est dit f-libre si, quel que soit u<¢E :
(u <(1) => (f(u) < f(1)).

4) x est dit une f base de y si x est un f-générateur libre de y.

5) x est dit f-118 s'il n'est pas f-libre.
Dans toute la suite de cette partie, il sera question, comme dans (12),
d'une fermeture f d’un ensemble réticulé supérieurement. Il résulte de (12)
que, pour gus X soit une base de y, il faﬁt et i1 suffit que x soit un
élément minimal de 1'ensemble des générateurs de y. Il en résulte qus, si
deux €léments distincts sont bases d'un méme &€lément, ils ne sont pas
comparables. On désignera par L 1l'ensemble des libres.
13. Lemme : 1) Siag¢ b, ona: fla) = f(b)X=> b ¢ fla).
2) Quels que solent a et c, on a : [f(é) = fla v ci}¢=t>c < f(a).
Preuve. Si a € b : fla) = F(b)&>Ff(b) ¢ flal&db ¢ flal.
La deuxiéme partie du lemme résulte de la premiére.
14, Proposition : Las trois assertions suivantes sont équivalentes :
(1) a est 1is

2) 3 UEE  tel que u < a et flu) = f(a)

5 (3) J u€eE tel que ag ]u, f(u]]

Preuve. Cela résulte de la définition (12) et du lemme (13).
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15. Praopocition et définition : Etant donné un élément u de E, les deux

situations suivantes sont équivalentes :
(1) ug v = 3b, bese de f(v),avec b € {u,v]

(2) u & fly)=>Im, bese de f(y])_avec mé [u,uVy].

On dire, par'définitiOn, dans ce ces, que u est indépendant.
Preuve. (1) == (2) : Comme u € Wy, on peut trouver b, basc de f(uvy) ,
avec bé.[u,uvj] . Mais)d’aprés (13}, fluwy) = f(y). En résumd, b est base de
fly), et b6[u,uVy] .

(2) =)(1) : Ona:uxvg f(v].'Donc. on peut trouver une base m
de f(v), avec m€ [u,u\/v] , c'est-d~dire m€ [u,v]
16. Proposition: Tout élément indépendant est libre.
Preuve. Suppecsons u indépendant. On a u < u. Donc, d'aprés (15), on baut :
trouver une base b de f(u) avec bél[u.u] . Donc u est une base de f(u).

Oonc u est libre,

-
5

17. Proposition. Si b est une base de £(q) et que b€ [p.q)

b est un 6lément maximal de L(][h.q].
Preuve. Supposons b £ 1, avec 1 € L/\[p,q). D'aprés (12) on a : f(b) < (1)

et aussi : (1) < flq). Soit : f(1) € [F(b],f(d]

. Mais f(b) = f(q). Donc
f(1) = f(q). 1 est donc une base de fl(q). bet 1 sont donc deux bases com=
parables de f(g). Donc b = 1,
En envisageant les cas particuliers : p = o ; q fermé ; q ferms et Do,

on a :
18. Corollaires: 1) si b est une base de f(gq) et minore q, b est un 6l&ment

maximal de L} (s(q))
2) Si b est une base de 1'élément fermé d, et majore p

b eét un &lément maximal de L[][p,q] .

3) Toute base de 1'€l&mont ferm8 g est un maximal de 1'enssmbils

L OY(s(q)).
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18, Propoeition @ Si D est une base de f(y) vérifiant : b & [ppVy],

1) Les deux situs:ions f{y)} = flyVp) et p< fly) sont égquivalentes.

2) Dans ce cas, b est maximal pour l'ensemdle Lf\[p.pvﬂ'.
Preuve. On a, d'aprés (13), (f(y) = f(yVp))&ips fly) . Posons alors g = pVy.

On se trouve dans les hyncothéses de (17). Ce qui nzrmet de copclure.
En supposant y ferw@, ect éncnzé Zevient le sirivant
28, Corollaire @ Si b est ure bace de 1'€12xnent fermé y, et que b |p.pVy| ,
alors :
1) Les deux situationc y = f(yVp) et pgy sort éaulvalentes.
2} Dens ce ces, b est meximsl pour Lfﬁ(p,pVy}.

21l. Pronositicn et dofinition ¢ Etant donnd une fermeture ¥ de 1'ensemble
v

réticuld supérieuremant €, les deux assertions suivantes, od L
déscigne l'ensamble des élaéments f-libres de E, sont €équivalentes :
1) Vi€l Vxee J,vx]NL = @)= (x<f (1))

2) VieL (lsm et J1,m] (L = &3y msf(1)

S1 la fermeture f vérifie 1'une ou l'autre de ces deux propriciss

équivalentes, élle est ditz vérifier 1'axiome d'échange affalbli.
La proposition (21) est évidente.
22. Théoréme : Si f est une fermeture, vérifiant 1'axiome d'échange affaibli;
de l'ensemble raticulé supérieurement E, et si psfly) ; alors,

pour b€ [p.pVy] ’ les deux situations suivantes sont équivalentes :

1) b est une base de f(y).

(2) b est un &lément maximal pour l'ensemble LI\[p,pVyﬂ.
Preuve. Etant donné f vérifiant 1'axiocme d'échange affaibli, faisons les

hypotheses sulvantes : p <f(y), et m est un maximal de L(\[p,pVy], SERTEARY
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p et y minorent tous deux f(y). Donc pVygfly). Donc mepVy¢fly),
y et m minorent tous deux pVy. Donc yVmgpVy. Donc Jm,th]Q;Jm.pVy].
Par suite, d'apr®s l'hypothése de maximalité tous les éléments de ]m.mVy] sont
liés. Donc']m.MVy]f\L = @ En invoguant 1'axiome d'échange affaibli, on obtient
ygFim),
On a donc obtenu les 2 relations mgfly) et ygefiml, d'ol fim)ef(y) et Fly)Flm)
Donc f(m) = f(y). L'élément m sst donc un générateur libre de f(y), donc une
base de f(y). |
On a donc établi jusqu'ici que, si pgfly), tout maximal de L(\ﬁa.pVyl est
une base de f(y). En joignant ce résultat & (18], qui en est une réciproque, on
obtient le résultat annoncé.
En prenant comme cas particulier p=o ;3 y fermé ; p = o et y ferm8, on
obtient les corollaires suivants :
23, Corollaires : Si f est une fermgture,vérifiant 1'axiome d'échange affaibli)
de 1l'ensemble réticulé gupérieurement E.
1) Pour qu'’un minorant de y soit une base de f(y), il faut et
il suffit que ce solt un €lément maximal pour L-(\[s(y)).
2) Si'y est fermé et que p € y, pour qu'un €lément de [b,y]
solt une base de y, 11 faut et 11 suffit qu'il soit maximal pour
Lﬁ[p-y] .

3) Pour gqu'un minorant du fermé y soit une base de y, il faut

et 11 suffit que ce solt un élément maximal pour LN(sly)),

III. Génération dans un trelllis complet.

24, Dé&finition : Soit un treillis complet Ejet soit T 1'’ensemble des triplets
(x,y,z) d'éléments de E tels que xgz et y<z.

Le treillils complet E sera dit vérifier 1l'hypothéss (H1) si l'on peut
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trouver au moins une application w de T dans E tslle que :
l)V(x,y,z)eT wix,y,z) 2 v

2V (x,y,z)ET (x(x,y,z)IVx = z.

NVix,y,2)eT (wix,y,2) = z) =>x € y.

Conséguences, \vi {o,v,z)ET wlo,y,z) = z
Xf (x,y,2)ET wix,y,z) € [y.z]
25. Définition : Un treillis complet E est dit vérifier 1'hypothése (H2) si,
quels que soient ses éléments a et x :
a <x=Jp, fin, # o, tel que pAa = 0 et pVagx.
26. Definition : Un treillis complet est dit spéciel s'i) vérifie a la fois

1'hypothése (H1) et 1'hypothése (H2).

27. Définition : Une fermeture f du treillis complet E est dite algébrique si :
e
‘ (a fin et agf(x)) = (Ib, fin, tel que bsx et agf(b)).

28. Proposition : Etent donné un treillis complet E vérifiant 1'hypothdse (H2{,

at une fermeture f de ce treillis complet, tout majorant d'un 8lément
f-1ié est f-1ié (en d'autres termes, tout minorant d'un élément f-
libre est f-libre).

Preuve. Solt p un élément 1lié, et supposons psq. L'élément p étant 116, on peut
d'apreés (14), trouver k tel que : k<pgflk) = f(p). Posons w(k,o,p) = a. On a,
d'aprés la définition de w : aVk = p. Comme agpgq et k<pgg, on a : (e,k,ql €T,
On peut donc poser wla,k,q) = b, on a, d'aprés la définition de w, bva = g et
byk. Si on avait agk, 1'égalité aVk = p entralnerait k = p, ca ﬁui n'est pas.
Donc agk, et par suite, d'aprés (24), b = wla,k,q) # q. C'est-d-dire b<q.
D'autre part, d'aprés (13), fp) = Tkl FlK) = flaVk)Epa<f(k) =D a¢f(b)=
f(b) = flaVbX=)f(b) = f(g). Les deux conditions b<g et f(b) = f(g) montrent

alors, d'aprés (14), que q est 1ié.
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29. Proposition : €tant donné un treillis complet E vérifiant 1'hypothése (H2)
et une fermeture algébrique f de ce treillis complet, tout élément
lié de E posséde un minorant fin et 11é (en d'autres termes, si tous

les minorants fins d’'un &lément sont libres, celui-ci est libre).

Preuve., Soit s un élément 1ié. D'apreés (14} on peut trouver é tel que
a<s¢fla) = f(s). Mals, E vérifiant (H2), on peut trouver p fin, non nul, tel
gue pAa = o et pVa<s. On déduit : pss<flal. Donc pgflal). Donc, d'aprés la
définition (27), on peut trouver un minorant fin de a, m, tel que pgfiml.
D'od : pVmsf(m). On a de plus pAmspéa = o. Donc pAm = 0. Il en résulte que
m<pVm, car si on avait m = pVm, on aurait psm, donc pAm = p, donc p = o, ce
quil n’est pas.
En résumé m<pVmgf(m). Donc, d'aprés (14), pVm est 1ié.
Par ailleurs, comme mga<s et pgs, cn a @ pYmgs
Mais, p et m étant fins, 1'é€lément pVm cst fin d'aprés (4). En résumé
pVm est un élément fin, 1ié, qui minore s.
30. Proposition. Si E est un treillis complet spécial, et f une fermeture
algébrique de E, l'ensemble L des éléments f-1librss est une partis
a caractére fin du treillis complet E.
Preuve. D'aprés (29), si tous les minorants fins d'un élément sont libres‘cet
élément est libre. Mals, d'aprés (28), tout minorant d'un libre est libre.
Oonc, pour qu’'un élément soit libre, 11 faut et il suffit que tous ses minorangs
fins soient libres.
Donc, d'aprés (5), L est une partle 3 caractére fin.
31 : Théoréme : si E est un treillis complet spécial, f une fermeture Blgébrique
de £, y un élément de E, et 1 un minorant libre de y ; alors Lp fi.y]

| posséde au moins un élément maximal.
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Preuve. Ce résultat résulte immédiatsment de la proposition (10);

En faisant 1 = o0; y=e; 1 =0ety-=2a, on ales corollaires suivants :

32. Corollaires : Si f est une fermeture algébrique du treillis complet spéciel
E.

1 Vyce » Lnsly) posséde un maximal.

2) VietL LOr(l) posséde un maximal.

3) L'ensemble L possé@de un maximal.

33. Théoréme : Si f est une femsture algébrique,vérifiant 1'exiome d'échange
affalbli, du treillis complet spécicl E, l'ensemble des &léments
libres est identiquzs & 1'ensemble des &léments indépendents.

Preuve. Les théorémes (22) et (31) s'appliquent tous deux ici. Soit p un

élément 1libre, et y tel que p ¢ fly). D'aprés (31), 1l'ensemble L(\[p,pVy]

posseéde un maximal m. D’aprds (22}, m est une base de fly). En résumé, 3 tout

y tel gue p <fiyl), on peut associsr m, base de fly), avec mél[p.pVy] .

D'aprds (15), p est donc indépendant. Donc, tout élément libre est indépendant.

Mals, d'aprés (16), tout €lément indépendant est libre. Ce qui permet de

conclure.

En écrivant qu'un €lément libre p est indépendent, et en failsant dens

{15) successivement y fermé t y=e s p=0;3 p=o0ety formé ;: p=oety-=2¢e;

on obtiznt les corcllaires suivants :

34. Corollaires : Si f est une fermeture algébrique, vérifiant 1'axiome

d’'échange affaibli, du treillis complet spécial E:

1) quel que soit 1'émément fermé y, et le minorant libre p de vy,

on peut trouver au moins une base mde y telle que : m¢g [p,y] .

2) quel que soilt 1'élément libre p, il existe une base de e qui

majore p.

3) quel que scit 1'élément y de E, il existe une base m de fly) telle

que m £ vy.
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4) Tout &lément ferm@& a une base.
5) L'élément e a une base.
Remarquons enfin que (23) se particularise en prenant y = et

35, Corollaires de (23) : Si f est une fermeture, vérifiant 1’axiome d’échange

affaibli, d'un treillis complet E :
1) Quel que soit 1l'élément p de E, l'ensemble des bases de & qui
majorent p est ldentique & l'ensemble des &léments maximaux de LN (r(p)).

2) L’ensemble des bases de e est identique & 1l'ensemble des éléments

maximaux de L.

IV. Génération dans le treillis comnlet des parties d'un ensemble.

Soit E le treillis complet E;%e] des parties d'un ensemble s. Le maximum de
E est e. Son minimum, qui sera toujours noté O, est la partie vide de e. Le |
symbole @ sera réservé d la partie vide de E.
3B6. Propnsition : L'ensemble des éléments fins du treillis complet E = Er%e)
des parties d’'un ensemble e est identique & 1’ensemble des partieg
finies de e.
Preuve. Soit x un élément fin de E. Soit X l'ensemble des &léments {A} de E,
ol A parcourt x. On a évidemment x =A¥x{l}= VX. D'aprés (3]}, on peut trouver
Y, fini, € X, avec x € VY., Comme VY € VX = x, on a : x = VY. Mals VY est une
partie finie de e. Donc x est une partie finie de e.
Inversement, si x est une partie finie de e, il est évident gue e est un
élément fin de E.
37. Proposition : Le treillis complet des parties d'un ensemble est spécial,
Preuve. Il résulte de (25) et (36) que E = g;%e) vérifie 1'hypothése (H2),
Par ailleurs, 1l suffit de prendre W(x,y,z) = z - (x-y]) pour constater qus

1'hypotheése (H1l) est également vérifiée.
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38. Proposition :

1) Pour qu'une partie x d'un ensemble e soit liée (par repport & uns
fermeture donnéeﬁde‘ﬁ%e]]. il faut et 11 suffit que :
JvEéx tel que v EFf(x=-Vv),

2) Pour qu'une partie x de e soit libre, 11 faut et 1l suffit que :

VvEx , on ait : v¢fuﬂn.
Preuve. Il suffit de démontrerl). Soit x une partie liée de e. D'aprés (14),
on peut trouver une partie k de e tslle que : k < x & f(k). Soit v € x=k.
On a : v&Ex ¢ f(k) g flx=v), Donc v € f(x=-v),

Inversement, soit x une partie de e telle que : Jve&x, avec vé F(x-v).
Posons alors a = x-v , On a : a < x, et, puisque v&Ef(a), et x = avv :
x ¢ f(a). En résumé : a < x ¢ fla). Donc x est lide.
39. Proposition : Pour qu’'une fermeturs f deq;%e) vérifie 1'axiome d'échange

affaibli, 1l faut et 1l suffit que :
. YieL Y a€e (IVa 1liée ==y a £ (1)),

Preuve. Supposons que la fermeture f vétifie 1'axiome d'échange affaibli.
Supposons alors 1 libre, a€e, et 1Va 1ide. Posons a = {a}. On a nécessairement
aqél (sans quoi, on aurait 1 = 1IVa , et 1 serait donc 1liée). Donc ]1,1Va] =
= {lva} . Il en résulte qus ]l.qu] AN L = @. donc, d'aprés (21), a ¢« f(1),
Soit : a ££(1).

Inversement, soit f une fermeture tells que, VieL, Vace, on ait :
(1Va 1liée =pa € f(1)). Soient alors 1 € L et x € E tels que ]l.va](\ L =2
Si a€ x=1, ona : lVa & Jl,le] , donc lVa est liée, donc, d'aprés 1'hypothése
faite, a€ f(1). Par suite, puisque,V a& x~1, a £&f(1), on a : x € f{1). On a donc

établi, d'aprés (21), que f vérifie 1'axiome d’échange affaibli.
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40, Proposition : Pour qu'une fermeture f degP(e) soit algébrique, 11 faut
" et 11 suffit que, quelle que soit la partie x de e, a toL‘n"l;A.Xvé '{tg;",'
on sache associer une partie finie y de x telle qus A 6’_-F(3./).
Preuve. Solt f une fermeture alge)brique. Soit alors x une part:ie de e, et
AE£(x), c'est-a~dire {A} & f(x). {1} étant finie, on peut trouver, d'aprés
(27) et (36), une partie finie b de x. telle que {A} g f(b), c'est~a-dire A€ f(b).
Inversement, soit f une fermeture de 6(33(8] telle gue, quels que soient
Xx€E et A& e, l'appartenance A& f(x) implique 1l'existence d'une partie fiﬁie
y de x telle que A £f(yl). Soit alors x une partie quelcongue de e, et a une |
partie finie de f(x). A chaque A€ a, on peut, d'aprés 1'hypothdse faite, aésocier

une partie finie b, de x telle que Aé*F(bAJ. Ona:a=V{A}gVv f(b.).

A XEa Aéa AT
Mals comms b < V (b.,), on a, quel que soit a€a : F(b ) £ fL V (b)), de
o b\ A
Aéa A¢a
sorte que : a <« V -F(b)‘) f( Vv (b J3. Donc a ¢ fC V (b)\)] Mais, a étant fini,
A€a ACa Aéa
1’ensemble V (b)‘) est une partie finie de x. Donc, d'aprés (27), 1la 'Fermeturg

A a
f est alge’briquea

41, Définition : Une fermeturs f de%%e] est dite vérifier 1'axioms d'échangg

sl, guels que solent x €« ¢, aé€e et Bae : |
(€ FxVB) ot ad f(x) = (BCf‘(xVa]]

42. '.Proposition .t Toute fermeture 5)[0] vérifiant 1'axiome d'échange \)éx;ifig

l'axiome d'échange affaibli.

Preuve. Solant une partie libre 1 de o, et un élément u.de x tels‘que 1\/”»
solt liée. Alors, d'aprés (38), il existe vg vy tel que vé%(ﬂVu)-v). Ou
bien v = yu, et alors ué€ f(1). Ou bien vE&€ 1. Alors, comme 1 est libre. on a.
d'eprés (38) : \)¢+‘(1—vl. D’aprés 1l'axiome d’ echanga : (vE€ f([l-v)Vu] et
¢+‘[1-v)]—> uE*F[[l-v)Vv) En résumé, (1 libre, 1Vu 1iée]‘-> uéf(l] Donc,

d'aprés (39), f vérifie l'’axiome d'échange affaibli.
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43. D2finition : Une fermeture f deEP(e] est dite vérifier 1'axiome de
liberté si : quelle que soit la partie x de e. on peut, quel que
soit A€ f(x), trouver une pertic libre 1 de x telle que (& f(1).
44. Propnsition : Si une fermeture deg?%e) vérifie 1'axiome de liberté, elle

vérifie 1l'axiome d'échange si et sculement si elle vérifie 1'axiome

d'échange affaibli.

Preuve. Scit f une fermeture de Eﬁ%e], supposée vérifier 1'axiome de liberté
et l'axioms d'échange affaibli. Supposons qua 1l'on ait : a#&f(x] et a€ f(xVB).
D'aprés (43), on peut trouver une partie libre 1 de xVR telle que a ¢ f(1).

-~

L'é1lément B eppartient & 1 (car sinon, on aurait 1 € x, et par suite, a& f(x),

ce qui est contraire & 1'hypothése). Posons 1Ax = m. On a : qf,f(m] {car, sinon,
o appartiendralt & f(x)). D'aprés (28), m est libre. Donc, d'aprés (39), puisque
a?éf[m]. on peut conclure que mVa est libre. Si o n'appartient pas @ 1 , 1Va est
liée(pulsque o€f(1)) ; mais 1va = (mValVB ; comme mVa est libre et (mVa)VB
lige, on conclut, d'cpres (38), que BE f(mVa), donc aussi BEf(xVa). Si a&l,
c'est que @ = € (car o ne peut appartenir & x prisque a<¢foJ). donc on a encore
B& flmVal. On a dong prouvé que :{ar‘%f[x) et a € f{xV8))=)B€ f(xVa). Donc f
vérifie 1'axiome d'échange. Le résultat (42) permet de terminer la démonstration.
45, Lgmmg‘: Toute fermeture algsbrique dqu%H: vérifie 1'axiome de liberté.
Preuve. Seit f une fermeture algdbrigue deezj(el, x une partie de e, et A un
élément de f(x). D'aprés (40), on peut trouver une partie finle y de x telle

que A& f(y). L'ensemble des parties de y qui engendrent f(y) est fini, donc
posséde un é€lémnent minimal 1. Celui-ci est visiblemcnt un générateur minimal

de f(y), c’est-a-dire une Laze, ou encora un générateur libre de f(y). La

partie 1 est donc libre, et on a : A€ f(1).
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46. Proposition : Pour gu'une fermcture algdbrique de {P[e] vérifie 1'axiome

d’échange, il faut et il suffit gu'elle vérifie 1'axiome d’échange

atfaibli.

Preuve. Ce résultat est une conséquence de (44) et (45),
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