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Publications du 1

Départem ent de
Mathématiques
Lyon 1968 t. 5-2
OPERATEURS REGULIERS SPECTRAUX ET
(PERATEURS REGULIERS DECOMPOSABLES
par Jacques BERRUYER
INTRODUCTION.

la théorie de I.M. GELFAND est la clef de volte de toute la théorie
spactrale classique dans les algébres de Banach. Son importance est due en
partie aux applications qu'elle trouve dans 1'étude des algdbres d' opérateurs
L(X) sur un espace de Banach X. Citons en particulier la th&arie des opérateurs
spactraux de N. OUNFORD (6), généralisée par la théarie des opSrateurs décom=
posables de C. FOIAS (8).

Pour prolonger ces théories au cas d'un s.l.c. X, il convient d'abord
d’'étendre la théorie de GELFAND & une algebre localement convexe A. Cette
extension a €té réalisée dans 1'article (13') par L. WAELBROECK qui impose 2
A d'8tre quasi-compléte et & produit séparément continu. Pour appliquer ces
résultats & une algebre d’ qpérateurs L(X), on est amené & supposer X quasi-
complet et tonnelé ; c'est d’ailleurs ce que fait TULCEA dans (12) 1lorsque,
sans donner de démonstration, 11 dévelqpe la théorie de: opérateurs spectraux
sur un s.l.c. X,

Nous reprénons le sujet en donnant la pricrité au point de wue bernologiqus
sur le point de vue topologique, ce qui nous permet de nous libérer de la
condition "tonnelé” sur X.

Dans un premier chapitre, nous montrons que 1'article de L. WAELBROECK (13')

n'utilise en fait que les deux hypothises suivantes .sur 1'algébre A :
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1) La barnologle sur A est complete.
2) Le produit de deux bornés de A est borné.

Cette remerque nous permet au chapitre II, de traiter le cas d'une algdbre
d’ opérateurs sur un g.1.c. X, en ne faisant intervenir sur X que la seuls
hypothése de semi-complétude. laquelle entraine que la bornologie équicontinue
de L(X) vérifie les conditions imposées 1) et 2).

Le troisigms chapitre étend la théorie des opérateurs spectraﬁx (réguliers)
au cas d'un e.,1.,c. X semi-camplet en introduisant, suivant une idée de B. WALSH
(14), uns résolution spectrale équicontinue sur X. | |

. Enfin le dernier chapitre prolonge la théorie des copérateurs décomposables
& un e, l.c. X quasi-camplet, et donne quelques propriétés de ces opérateurs
ainsi qu'un exemple d'opérateur (régulier) décomposable non spectral sur un
expace de Fréchet. Cependant, & la fin de ce quatrigme chepltre, une difficults
est soulignée qul nous améne & croire que la notion d’opérateur 'déccmposablé
introduite, intéressante en sol, ne constitue pés la "bonne"” généralisation
de la théorie de C. FOIAS, & partir du moment ol les e.l.c. X ne sont plus
tonnelés. On est donc conduit, suivant 1'idée de départ, qui s’attache 3
supprimer cette condition, & renforcer la notion d'opérateur décomposable.
On irtroduit alors 1la notibn d’ opérateur fortement décorzosable 3 on montre
immédiatement, d'une part que sur un espace de Fréchet (&t a fortiori sur un
espace de Banach) les opéfateurs régdliers décomposables et les gpératsurs
réguliers fortement décunposables sont exactement les memes. d'autre part qﬁg
tout opérateur régulier spectral est fortemant décomposable. c’ est en ce sens
qus la notion d’opérateur Fortement décomposable est considérée come la
"bonne” généralisation cherchés.

A ce propos, un probléme rests ouvert : celuil de savolr si sur un espace

tonnelé, quasi-complet, les deux extensions colncident.
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Chapitre I : THEORIE SPECTRALE DANS UNE ALGEBRE BORNOLOGIQUE CONVEXE COMPLETE,

§ 1. Algebre bornologique.

La théorie de Gelfand s'appliqus aux algébres de Banach commutatives.
Dans (13’] L. WAELBROECK prolonge cette théarie aux algébres localement convexes,
commutatives, quasi-complétes, a produit séparément continu, les spectres é&tant
supposés campacts. Si une algébre A vérifie ces conditions, la bornologie sur A
définie par les bornés de A est compléte et le produit de deux bornés est berns,
Nous nous proposons de montrer dans ce chapitre que les propriétés barnologiques
des algébres considérées permettent & elles ssules le prolongement de la théorie
ds Gelfand. | |

Pour 1'étude des espaces vectorielSsbornologiques le lectsur pourra se
référer aux articles de H, BUCHWALTER (3) et L. WAELBROECK (13). Rappelons ici
quelques définitions.
(1.1.1) Définition : Une algdbre unitaire A(IFo) sur 1le corps € des nombres
comp lexes est bornologiqhe convexe si @

1) A est espace vectorisl bornologique convexe. -

2) Le produit de deux bornés de A est borné.
Dans 1'espace vectoriel A, on associe & tout disque B de A 1'espace
vectoriel AB = &;% rB qui est 1l'’espacs vectorlel engendré par B. On munit

cet espace AB de la semi-norme jauge de-B :

xéAB , pB(x] = Inf r
r>o
XerB
{1.1.2) Définition : On dit que B est un disque complétant lorsque AB ast un
espace de Banach.

(1.1.3) Définition : Une algébre bornoclogique convexe A est campléte s'il existg
—_——

un systéme fondamental de bornés, farmé de disques complétants.
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§ 2. Spectre d'un €lément.

Jusqu'a la fin de ce chapitre A désigne une algébre barnolcgique convexe

comp lete.

(1.2.1) D&finition : Soit a un élément de A. On appelle p(a) 1'ensemble des
€léments A de la sph2re de Riemann 2 pour lesquels 11 existe un
voisinage cuvert V de A tel que :

1) Ra : X-*~?(A-a]-l est définis sur V & veleurs dans A.

2) Ra[V] est borné.

o(a) désigne le complémentaire de p(a) dans la sphére de Riemann

et s'appelle “spectre de a ".

Natation : Les cuverts V de E-vérifiant les conditions 1) et 2) de la définition
précédante seront dits "convenables” pour a. Tout auvert convenable pour a est
évidemment contenu dans 1'ouvert p(a).

(1.2.2) Proposition : Soit a¢A et soit @ un ouvert ds p(a) tel qus ©<p(a)

(@ est 1'adhérence de w dans E). I1 eoxiste un disque borné complétant

B tel que

1) R_(@)<B et R (w).R_()<B.
a a a

2) Ra est une fonction holomcrphe de w dans 1'espece de Bahach AB.

Démonstration : w est un compact dans E: il existe donc un nombre fini d'ouverts

V, "convenables” pour a tels que EC.}E{Vi. R, est défip;a sur o et

Ra(ZﬂC &giRa[Vil. Ra(&) est donc barné et contenu dans un disque borné complétant
B* (on peut, quitte & agrandir B' , supposer que I€B'). B'.B' est borné dans A
donc contenu dans un disque borné complétant B. Ce disque B satisfait a la
condition 1) de la proposition (1.2.2.).5i X ot u appartiennent & w on a :

1 1

-a)"t - (23" = - mm (r-a) " Lewmed)”
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Si ) tend vers u, le deuxidme membre tend vers o dans l'espace de Banach AB
puisque (A-a)-ltu-a]-l reste dans la bouls unité de cet sspace de Banach,

On a de plus en divisant les dsux membres par {A-u), pour A # u :

=23t = (uea)”?

A=y

1

= - (-a) tp-a)”
Si X tend vers u, le second membre tend vers —(u-a)-z dans AB' le premisr
1

membre vers 4 (u-a) = . Ra est donc une application hotomorpho de .w dans

du

1'espace de Banach AB'
1

(1.2.3) Propcsition : Solt a€A. Si @€p(a) alars R_(A) = (A-a) ~ tend
{ barnologiquement vers o quand A tend vers 1'infini.

Démonstration : Soit V un voisinage auvert de 1'infinl "convenable” pour a.

S1 XMV, A ¥ >, ona:

1 -1 1

(A-a)"t = AT" (1+alr-a) ")

Quand A décrit v, .1+a(>\—a)-1 parcourt un borné que 1'on peut toujcurs
supposer disqué complétant et noter B. Il devient évident que (A—a]-l tend
vers ¢ dans 1l'espace de Banech AB.

(1.2.4) Carollaire : Soit a €A, S1 »€pla) alars LRa[M tend barnologiquement

vers 1 quand A tend vers 1'infini,

(1.2.5.) Proposition : Soit a€A , on a : ola) ¥ @.

Démonstration : Raisonnons par 1'absurde, en supposant cola) = 9 ; alars Ra

est définle sur E et Ra(é\] est contenu dans un disque borné camplétant 8
(proposition (1.2.2]]'. De plus Ra est une application entidre tendant vers o
3 1'infini & valeurs dans l'espace de Banach AB. D'aprés 1le théoréme'de
Liouville, Ra est nulle cs gui est absurds puigque“ cﬁadue élément Ré(k) s

X €g, est inversible donc en particulier non nul.
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§ 3. Eléments réguliers.

(1.3.1) Définition : Un élément a de A est dit régulier si w#o(a) {le spectre

de a est alors un compact de €). Si a est un élément régulier de A

on appelle rayon spectral de a le résl positif r(a) défini par :
r(a) = Sup {lelxeo(a]}.

(1.3.2) Proposition : Soit a un €lément régulier de A. Pour tout nombre

complexe A tel que |A] > r(a) on a :
K-

-1 a"
(x-a) = —?r;i-

n=o A

ol la série converge bornologiquement dans A.

Démonstration : Soit € un résl, €>o0 st soit Fe ={>\€ ﬁ:/l)\lar[a)-re} FE est un
fermé de?. contenu dans pla), Il existe {proposition (1.2.2)) un disque barné
comp 16tant Be tel que R&‘(FEM:B8 et tel que la fonction Ra soit holamarphe
sur fge d valeurs dans l'ecspace de Banach AB . I1 en résulte que (A-a)m1 ge

€
développe en série convergeant dans AB . Par un calcul évident on obtient

(] - Ly @ - €
pour A €F_: (i-a) 1. IZ 2 "a" od la série converge dans 1'espace de
Banach Ag . n=o
€ o 1
Remarque : La sérise E : nman converge barnologiquement dans A pcur A
n=g

fixé tel que |[A| > r(a), mais pour |A] > r(a) +e clle converge dans le méme

espane de Banach AB qul ne dépend que de € ,
€

(1.3.3) Proposition : Un &lément a¢ A est régulier si et seulement si 11 existe

un réel M > o tel que la suits [an/Mn)ne N soit barnée. De plus si

8 est régulier on a :

_ . o® n,.n
rta) = Inf {mca+ 7@ bornée}.
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Démonstration : Supposons la suite [an/Mn] bornée pour un réel M > o, -

Il existe un disque borné complétant B tel que (a ™y e.NC-B. Pour A€ C,

IA] > M, 1a série g A "-lan converge dans 1'espace de Banach AB. On a par
n=0 ®
un calcul évident (A-a) ~ = > A -n" lan. Solt alors A€ C, |A,|>M, montrons
n=0

que A, Ep(a). Solent o et € deux réels vérifiant : o<a<|r,| = M, e>0 ,
M+eg|ro]| = @, et soit V(A,) ={A€ €/|A=2o|<at. Pour A€ V(Xy) on a @

N

n S
€k B ol k el

_a_
A"
donc R_(A) € L oBed -1 Bt a,enla)

a T‘rxk M I-k ° .

Pour montrer que o & pla) 11 suffit de remafquei‘ que pour A€C, |AI>2M

n=o A"
Avec ce qul précede on conclut :

-a est un élément régulier puisque "~g p(a)

- rla) ¢ Inf{MER 7 @"mM , bornss ]

Réciproguement, soit a un &16ment régulier de A. Pour A C,|A| > r(a}
la séris i A lan converge barnologiquement dans A (proposition (1.3.2)).
"™ tgr:g donc bornologiquement vers o et a fortiori 1la suite CN ] neN
est bornée ce qui implique :

Inf {Mé R": / (an/Mn]neN barnée; € r(al.

(1.3.4) Proposition

! Soit a€ A, A,€pla) sl et seulement si (A,-a) a un
inverse régulier.

Démonstration : Soit A, un nombre complexe tel que (Ao-al-l existe. On a

1'identits : (h-a) ' = Qema) ™t = Og-a) 20ema) ™+, 2 )7 poun ot
o

nombre complexe A # A, tel que (A-a]-1 ou ((A,-a)-l + T_-_%—]-l existe,
Q

Si 2,6 p(a) soit V un voisinage ouvert de A, "convenable” pour a, alars :

{—-— / AEV, A o A } ast un volsinage ouvert de 1'infini "convenable” pour a

donc en.g.p[Ra()oJ]. On démontre de la mdme manidre la réciprogue.
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(1.3.5) Proposition : Si A sst commutative, 1'ensembls R* des éléments

régulicers de A est une sous-algébre unitaire de A, et r(.) est une
semi-norme sous-multiplicative sur A* telle que r(1) = 1.

Démonstration : Solent a et b deux &léments réguliers de A. Solient M et N

deux réels positifs tels que M > r(a) , N > r(b). On va prouver que les

suites {[;:R n}neN {[ab n} sont bornées ce qui montrera déjad que I\

est une sous~algébre de A,

bd
La suite double (2=—) 2 est bornée, car le produit de deux bornés
Mg q (p,gl €N
est borné. En particulier la suite'{GEE]n ... est barnés.
MN néN
A étant une alggbre commutative, la formule du bindme permet d'écrirs :
@b n P MPNTTP gPpNTP
T T e PP
est bornée d'aprés la premi2re partie de la démonstration.

A*

a+b
., donc la suite {[M+N }néN

est une sous—-algeébre unitaire cer o(1) = {11.
Le choix de M et N dans la démonstration précédente prouve de plus :

r(ab) g r(alr(b)

r(a+b) < r(a)+r(b)

r(a) = |A|r(a) pour A€C.
Remarque : r(.) est une semi-norme et non pas une norme. Les €léments a €A
tels que r{e) = o sont dits quasi-nilpotents.
(1.3.6) Définition : On suppose A commutative ; soit A" la sous-algdbre uni-
taire de A farmée des €léments réguliers de A. On appelle caractdre

de A" toute forme linéaire x multiplicative unitaire (x(1) = 1)

sur A*Z

(1.3.7) Proposition : On suppose A commutative ; solt A la sous-algebre

uniteire de A formés des &léments réguliers de A.

pour a&A® on a: o{a) = {x(a) / X caractérs de A*} .
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DAmenatratinn 1 AY est une sous—-algebre commutative avec unité, tout idéal propre

est contenu dans un 1déal meximal. Si m est un id2al maximal, A% /m est un corps.
Soit m un idéal maximal et m' = {aéA*/Inf r(a-b) = o}. m' est un idéal de A® ;
d'une part c'est évidemment un soua—gro:tj;g1 (r est une semi-norme sur A*), d’autre
part si agm’, a'€ A®, pour tout réel e>o il exists b&m tel que rla-b) ¢ -ITE'—T
donc r{aa’'-ba'} g rla-blr{a') ¢ € , ce qul montre que aa'é€m'.
llém'. car si bém, (1-(1-b)) = b n'est pas inversible, et r{1-b) > 1. On én
déduit que m' est un idéal propre de A®. De plus m's m, m est un idéal maximal,
done m' = m,
Soit r(.) la semi-norme sur A" /m quotlent de la semi-norme r(.), C'est une norme:
pour S€A/m tel que ¥(8) = 0, on a va em’ donc a€m car Infr(a-b) = o.

¢
Le quotient A*/m est donc un anneau normé commutatif-‘ quibgzrc?htient € (1 est
régulier et l# m). On sait alors (S. MAZUR (10)) que R"/m est isomorphe & €
cet isomorphisme étant unique puisqu'il existe un seul automorphisme linéaire
sur C.

A chague élément a (/—\* et & chaque idéal maximal m on peut associer un unique

scalaire a(m) tel que a-5{m) & m.

Lemme : A tout idéal maximal m de A on peut associer un caractére x de A®
tel que m = Kerx . Réciproguement & tout caractére y de A on
peut faire correspondre un idéal maximal m = Kery .

Démonstration du lemme : Soit m un idéal maximal de A" ; A™/m est isomorphe

3 € d'aprés les résultats précédents. On définit alors le caractdre yx cherché‘
par x(a) = &8(m), On vérifie que x est un caractérse et que Kerxy = m.
Réciproquement soit x un caractére de A, Kery est un idéal haximal si et
seulement si pour tout &lément af‘. Kerx il exists bé&é AY tel que l-ab € Kery .
Soit alors a€A" tel que x(a) # o, posons b = i‘f?la'i , 11 vient : x(1-ab) = o

donc l-ab £Kery .
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Reprenons la démonstration de la proposition (1.3.7).
Soit a€A®, on seit (proposition (1.3.4)) qus :

AE&[&)(%; (A-a) n’a pas d'inverse dans A".
S1 A €c(a), 1'idéal engendré dans A par (A-a) est propre, contenu dans un idéal
maximal m. (A-a)em donc X = &(m) = x(a) ol x est le caractdre associé a m.
Réciproquement, solent x un caractére de A%, = x{(a) pour ae_A*. A-a €Kery
Kery est.un idéal maximal, donc A=-a n'a pas d'inverse dans A" et A eala).
(1.3.8) Corollaire : On suppose A commutative. Solent a st b deux &1éments

réguliers dans A, alors :

o(a+b) Co(a) + ol(b)

of{ab) €o(a) o(b).

(1.3.9) Proposition : Soit b€A tel que b»?‘ = b. L'Slément b est régulier dans A
‘ et a(b) c{o}y{ll,

Démonstration : Pour tout nombre complexe A, A # 1 , A # o, on a :

-1 1 1
(A a) 'i" + )\ A-l) a.
I1 est alors évident que o(a) < {o}w{1l}. A fortiori, a est un 6lément régulier

ds A.

(1.3.10) Proposition : Soit B une sous~algdbre de A unitaire (son unité n'étant

pas nécessairement cells de A), On suppose que B muni de la bornologie

induite est une algdbre bornologique compldte. Or désigne par AX 1a

sous-algdbre des él8ments réguliers de A, par 8" 1a sous-algébre des

6léments réguliers de B dans 1'algdbre bornologique complate B. On a :
1) B = A¥n B, |

2) Pour tout 6lément bé& B : rg(b) = r(bl, ol ry(b) désigne le

rayon spectral de b dans 1'algébre bornologique compléte B.

Démonstration : Cette proposition n'est qu'un corollaire évident de la proposition

(1.3.3)-
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(1.3,11) Corollaire : On suppose A commutative ; soit bEA tel que b2 = b,

On pose A, = {ab / a€A}. 51 la sous-algébre A, de A{d'unité b),
munie de la bornologie induite est compléte, pour tout &lément ab
de Ab on a :

oAb(ab) ={y(a) /x ceractére de A, x(b) = 1}
ol 1'on désigne par op (ab) 1e spectre de ab dans l'algébre bor-

b
at A 1a sous-algébre des éléments réguliers de A.

nologique compléte Ab

WRE sous-algébre des 61éments régulilers dans 1'slgdbre

Démonstration : Soit Ab
bornologique compléts Ab. On sait (proposition (1.3.10)) que A:

X un caractére de A*'tel que x(b) = 1, la restriction de ¥ & A: est évidemment

= A%A A . Soit

Xl

un caractére ds Ab. Réciproquement, soit X un caractdre de A:. Si a €A* alors

Ag car ab est réguller dans A puisque b l'est (proposition (1.3.9)). Pour

abe
aé A" posons x'(a) = x(ab). X' est un caractdre de A" tel que X'(b) = 1, tLe

corollaire résulte alors de la proposition (1.3.7).

Chapitre II : SPECTRE D'UN OPERATEUR DANS UN E.L.C. - OPERATEURS REGULIERS.

§ I. L'algédbre L(X).

Soit X‘un espace vectoriel topologique, localement convexe, séparé (en
abrégé e.l.c.) sur le corps des complexes. L'algébre L(X) est 1'algébre des
opérateurs continus sur X. On peut placer différentes topologies sur LX)
mais aucune a priori ne jous un réle particulier. Dané la théorie spectrale
sur les e.l.c,ila topologie de la convergence simple semble pourtant mieux
adaptée que les autres car LS(X] posséde un dual que 1'on connaIt.explicitement :
X8X'. Dans différents ouvrages par exemple : MAEDA (8], TULCEA (12), SCHAEFFER
(11), c'sst cette dernidére topologie qui est retenue.

Afin d'utiliser les résultats du chapitre précédent, on préfére traiter L(X)

en algdbre bornologique plutét qu'en algébre topologique. Ainsi on sst ameng
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a cherchsr sur L(X]) une bornologie convexe compldte telle que le produit
de deux bornés de L(X) soit borné. Si X est un s.l.c. séparé, quasi-complet
et tonnelé, LS[X] est une algebre localement convexe séparée, quasi-compléte,
3 prodult séparément continu. Dans ce cas la bornologie sur L(X) définie par
les bornés de LS[X] convient. Afin de se libérer de la condition "tonnelé”
on préfére utiliser la bornologie équicontinue sur L(X) (une base de bornés
étant décrite par les disques équicontinus fermés dans Ls(X)). Cette bornologie
posséde les propriétés demandées gr&ce & la proposition :
(2.1.1) Proposition : Si X est un e.l.c. séparé semi-complet, tout disque

{ équicontinu simplement fermé est complétant.

Démonstration : Soit H un disque équicontinu simplement fermé, montrons que H

est simplement semi-complet, il sera alors complétant. Soit [un] une suite de
Cauchy dans H. Pour tout x¢ X, (un(x]] est une sulte de Cauchy ; elle convergs,
puisque X est semi-complet, vers un point u(x). L’application linéaire u : X + X
appartient 3 1'adhérence de H dans 1'espace Xx donc u&H car H est équicontinu.
La suite (un) tend simplement vers u par construction donc converge dans H.

Dens tout ce chspitre : X est un e.l.c. séparé semi-complet non réduit 2 {o} ;

1'algdbre L(X) munie de la bornologie égquicontinue, est considérée comme une
algébre bornologique convexe compléte dans laquells le produit de deux bornés

est borné (ce qui est évident). On pourra donc appliquer tous les fésultats .

obtenus au chapitre I.

§ II. Spectrs d'un opérateur.

Les définitions et les résultats de ce peragraphe ne sont que des trans-

criptions des résultats du chapitre I dans le ces particulier ol A est 1'algabre

bornologique L(X).
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(2.2.1). Définition : Soit TEL(X) ; f(T) désigne 1'ensemble des éléments &
~e

de la sphére de Riemann C tels qu'll exlste un voisinage cuvert Vv

de £ satisfaisant a :

1

1) Rp 2 > (A-T) "~ est définie sur V & valeurs dans L(X).

2) RT[V) est équicontinue.

a(T) désigne le complémentaire de p(T) dans E.
Notation : Les ouverts V vérifiant les conditions-de--la-définition précédente
sont dits "convenables” pour T.
Remargue : S1 X est un espace de Banach, o(T) est le spectre habituel de la
théorie des opérateurs dans les espaces de Banach.
S1 X est un e.l.c. séparé quasi-complet et tonnelé, on retrouve la définition
du spectre donnée par TULCEA (12).
(2.2.2) Proposition : Soit TEL(X) et solt w un ouvert de p(T) tel que
' ; €o(T) (@ est 1'ahdérence de w dans 8]. Il existe un disque'équi—
continu complétant H tel que

1) Rp(0) €H st R (@).R (@) CH,

2) RT est une fonction holomorphe de w dans LH (espace de Banach

engendré par H).

Remarque : L'application Ry # (TIOE > L_(X) est une application holomorphe 3
valsurs dans un e.l.c. donc aqssi analytique (WAELBROECK (133). En particulier,
et cela servira dans les chapitres suivants, 1'application %T(x) : p(TIOE + X
définie par RT[x](A] = (A-T]-lx ol x est un vecteur fixé de X, est une appli=-
cation holomorphe, donc analytique.

(2.2.3) Définition : Un opérateur T sur X est dit régulier si » €p(T), Si T est
un opérateur régulisr, on asppelle rayon spectral de T le réel positis

r(T) défini par :

r(T) = Sup {IAI/ Aéo(T]}.
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§ III. Exemples d'opérateurs réguliers :

Les opérateurs complétement bornés.

X désigne toujours un e.l.c. séparé semi-complet ; nous allons donner des
exemples d'opérateurs réguliers de X : les opérateurs comple&tement bornés.
(2.3.1) Définition : Un opérateur T de X sera dit complétement borné s'il

existe un voisinage V de o dans X tel que T(V) soit borné.
Notation : Soit T€L(X) ; on appells pc[T] 1'ensemble des nombres complexes A
tels que -1t L. 0 (T) désigne le complémentaire de o (T) dans C.

(2.3.2) Proposition : Si T est un opérateur complétement borné sur X alors

OC[T) est une partie compacte de € et oc(T] = 0(T). En particulier
T est un opérateur régulier.

Démonstration : Soit V un voisinage de o dans X tel que T(V) soit borné.

B = T(T(V)) est un disque borné fermé semi-complet de X, B est donc complétant.
Soit XB l'espace de Banach engendré par B muni de la jauge de B. Soit J 1'injec-
tion canonique de XB dans X. TWJELIXB]. montrons que GC(TJ = OCITOJ]. Si

o;éac[TJ. T est un isomorphisme de X sur X, , on est ramené au cas ol X est

B

un espace de Banach, et la proposition est alors évidente. M8me remarque si
of o_(To1).

Soit AECT , X # o. I1 faut montrer que "A-J,T inversible dans L(X)”" est
équivalent & "A-T,J inversible dans L(XB]". Montrons d'abord que " I+T
inversible dans L(X)" équivaut 8 "I+T,J inversible dans L(Xg)”.

Si I+J,T a un inverse dans L(X) , (I+J°T]-I peut s'écrire T+F avec R€ L(X).
On a8 : JoT+R+RoJoT = J,T+R+J,ToR = q.

De la derniére égalité on tire R =-J,T(I+R) = J,S avec S = -T(I+R)} S est une

application continue de X dans XB' I1 vient en remplagant R par sa valeur :

J(T+S+5,3,T) = J(T+S+T,J+S) = g,
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On simplifie par J & gauche, ceci est possible car J est une injection, et
on multiplie per J & droite. On obtient :
ToJ+S0J+S0J0Ted = ToJ+S6J+TeJ6SeJd = 0.

Ceci exprime que I
I

X +S,J est 1l'inverse de I+T,J dans L(XBJ.
B

On & (I+3,T) T = I-(1+To) 717
Plus généralement pour Aepc(T) : |

o= T oI,
Montrons meinfenant que cc(T) = 0(T). Il est évident que oc[T]<:o[T]
Réciproquement si A, épc(T) = pc[ToJ] il existe un-voisinage V(x,) de A,
- et un réel positif k tels que :

AEV(Ao) =% (A=Tod) 1B kB

car pc[ToJ] = p(ToJ) puisque XB ast un espace de Banach.
Soit W un voisinage disqué de o-dans X, 11 existe v>o tel que BevW. Soit a un
réel tel que a<|A/2| et a<I/2kv ;
posons U = a(VnW). Pour tout A &€V(\,) on a alors :
alW

(A-TJ'IIU)C.E;— W+ akBC=

En résumé RT est définie sur V(r,) et RT(V(AOIJ est équicontinue dans L(X)

+ akvWelW,

donc Xq €p(T).

(2.3.3) Corollaire : Les opérateurs compacts sur X sont compl&tement bornss

donc réguliers.

§ IV. Opérateurs guasi-nilpotents,

(2.4.1) Définition : Un opérateur Q sur X est dit quasi-nilootent si r(g) - ,“'

(2.4.2) Proposition : Soit Q€L(X). Les propriétés suiventes sont &quivalentge

1) Q est quasi-nilpotent.
2) o(Q) = {ol.

3) Pour tout réel e>o0, la suite (Qn/en%1éjlest équicontinue,
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Démonstration : On a supposé X non réduit & {a}. Pour montrer (I&=>2) 11

suffit de remarquer que o(Q) # @ . Si la suite (Qn/en] 8st équicontinue

né N

pour un réel e>o0, la suite (Qn/nn%1tpdest équicontinue pour tout réel n>¢

ce qui montre : 2&=> 3.

§ V. Propriétés du spectre d'un opérateur.

Soit A une sous-algébre commutative unitaire de L(X). Si A, munis ds la
bornologie induite par la bornologie é&quicontinue de L(X), est une algeébre
bornologiqus convéxe compléte, on note, pour T&A, oA(T) le spectre (dé&fini
au chapitre I) de T dans 1'algdébre bornologique compléte A.
si A" désigne la sous-algébre de A formée des éléments réguliers de A on sait
que :

(2.5.1.) Proposition : Si T&A™ : oA(T) ={:x(T) / x carectérs de A*}.
(2.5.2) Proposition : Soit M une partie commutative de L(X), soit A 1le
bicommutant de M. A est une sous-algdbre unitaire commutative de
L(X) contenant M, Si A est munie de la bornologie induite par la
bornologie équicontinue de L(X), A est une algdbre bornologique

convexe compléte. Enfin si T€A on a :

oA(T) 2 g(T).

Démonstration : A est évidemment une sous-algdbre commutative de L({X) contenant

M. A est fermée dans Ls[X) 3 la bornologie sur A induite par la bornologie
équicontinue de L(X) est donc compléte. Soit TE€A, montrons que aplT) = alT) .
pA(T]Cp(TW de manidre évidents. R&ciproquement soit A,&p (7 . Il existe un
voisinage ouvert V de A, "convenablse" pour T. Pour tout scalaire X €V,
(A-T]"I existe dans L(X). Soit S un opérateur appartenant au commutant de M;
S commute avec T donc aussi avec (A—T)-I ce qui montre que (A-T]-I& A pour

tout scalaire A€V, Pour A&V , (A-T) est inversible dans A et {D‘-T)-I}Aev

est équicontinu donc A, epA(T].
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(2.5.3) Proposition : Soit T un opérateur régulier de L(X]), Q un opérateur
quasi-nilpotent commutant avec T alors :
1) o(7T+Q) = ol(T)

2) TQ est un opérateur quasi-nilpotent.

Démonstration : Soit M la partie commutative de L(X) réduite aux trois opérateurs

I, T, Q. Soit A le bicommutant de M, K* i'ensemble des €léments réguliers de A 3
T et Q appartiennent & A¥ car oA[TJ = o(T) et oA[Q) - onJ = {0} (proposition
(2.5.2)). | |
On a alors (proposition (2.5.1)) :

a(T+Q) = {x(T+Q) / x caractére de A%} = o(T)

o(TQ) = {x(TQ) / x caractére de AT} = {p}.

Jusqu'a la fin de ce chapitre, P désigne un projecteur sur X [P2=P], xP le
sous-espace fermé P(X) image de P, J l'injection canonique de XP dans X. xP

est un sous-e.l.c. semi-complet de X, L(XPJ est donc une slgdbre bornologique
compléte. On note LP la sous-algebre bornologique de L(X), formée des opérateurs
TEL(X) tels que TP = PT = T. LP est unitaire et d’unité P. Elle est simplement
fermée dans L(X), c'est donc une sous-algébre bornologique compléte. Si T eL(X)

?
1'opérateur PTJ sur xP sera noté TP 3 enfin, par abus de notation, on confondra
1'opérateur P : X = X et 1l'epplication linSaire P : X~ XP'

(2.5.4) Théoréme : 1'alpdbre bornologique L[XPJ est bornologiquement isomorphe
8 la sous-algebre bornologique LP de L{X), dans les isomorphismes
d'algebres (réciproques) suilvants :

§ ¢ Ly~ L(X;) dsfini par Q(T) = PTJ = T,
¥ : LX) = i, défini par ¥(R) = JRV,




(o) teurs CLTRUX , ..
péra spe 19

Démonstration : @ est évidemment un morphisme d'algébres de LP dens L[XP).

¥ un morphisme d'algébres de L(XP) dans LP' L'opérateur @ow est 1'identité de

L(XP] donc ¥ est injectif. Soit TéJT,, posons R = éﬂT) = PTJ ; y(R) = JPTJP =

PTP = TP = T donc T = ¥(R).

I1 est enfin &vident que § et ¥ sont des isomorphismes d'algébres bornologiques.

{2.5.5) Corollaire : Si ‘l’éL.P alors c(TP] =g, (T).

bp

(2.5.8) Corollaire : Scit T un opérateur sur X commutant avec P. On a :

c(TP] = ULP{TP)C-o(T) .
Démonstration : Soit R = TP = PT ; RE;LP et RP = TP donc (corollad.. (2.5.5))
g (TP? = U(RP] = oLP(R) = ULP(TP].
st (A-T)-l existe dans L{X) alors (A-T)-IP est 1l'inverse de ()\P-R) dans LP'
Lo étant une sous-algdbre bornologique de L{X), on a : o (me) = oL (R) ¢aol(T).

P P
(2.5.7) Proposition : Soit A le bicommutant d'une partie commutative M de L(X).

On désigne paf A® 1a sous—algébre des opérateurs réguliers ds A.

Soient T€ AY , P un projecteur appartenant & A ; on a : ¢(T,) =

P
{x(T) / x caractdre de A", x(P) = 1}.

Démonstration : Posons AP = AYWLP. Si (AP-TP) est inversibls dans AP‘ son

inverse appartient a fortiori a LP' Réciproguement si (AP-TP) est inversible

dans L, son inverse commute avec tous les éléments du commutant de M donc

on a8

appartient & A, L'algabre AP étant une sous-algébre bornologique de LP

g, (TP) = g, (TP).
Ao Ly

La proposition est alors une conséquence du corollaire 12,5.6) et de 1la

proposition (1.3.11).
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Chapitre IIY : OPERATEURS REGULYIERS SPECTRAUX

Dans (6;' N. DUNFORD définit et caractérise les opérateuré spectraux
dans les espaces de Banach. TULCEA, dans (12), prolonge (sans donner de
déﬁonstration) cette théoris au cas des e.l.c. quasi-complets et tonnelés poﬁr
d 88 opératsurs ayant un spectre non nécessairement borné& daens C., Dans ce
chapitre nous étendons la théeorie de DUNFdRD eu cas des e.l.c. sépards, ssmi-
complets, en nous restreignant au cas des opérateurs rééuliers.

Dans tout ce chapitre X désigne un e.l.c. séparé, semi-complet, L(X)
1'algabre des opérateurs continus sur X. Deux structures sont considérées sur

L(X) : la topologie de la convergence simple et la bornologie équicontinue.

§ 1. Définition des opérateurs réguliers spsctraux.

(3.1.1) D&finition : On appslle résolution spectrale équicontinue sur X, une

application u de l'snsemble b,(E) des boréliens du plan complexe

- dans L(X) vérifiant :

a) u(€) = I (I est 1l'application identique dans X)

b) wulrus) = u(r) + u(s) pour r et s boréliens disjoints.
c) ulrns) = y(rlu(s) pour r et s Soréliens quelconquss.

d) ulUs ) = limu(s ) pour toute suite croissante dans bo(€), la

limite étant prise dans LS(X).

e) I1 existe une partie équicontinue H, HEL(X) (que 1l'on peut

supposer disquée complétante puisque X est semi-complet) tellg
que u{s) € H pour tout borélien s de C.
Remarque 3 Si X est un e.l.c, séparé, tonnelé, WALSH démontre dans (14} p, 300
que les quatre premidres conditions de la définition précédente entralnent

1a dernidre.
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(3.1.2) Définitien : Seit u una résolution spectrale équicontinue sur X.
On dit qu'un opérafeur T sur X commute avec u si pour tout borélien
sde € : uls)T = T u(s).
Notation : Solt u une résolution spectrals équicontinue sur X.
P our tout borélien s de € on pose u(s)X = R
Xs = (s} = Imu(s) = Ker{I-p{s)) = Ker(u[ts)]. donc pour tout borélien s de
€, xg est un sous-espace fermé@ semi-complet de X. Si T est un opérateur sur X
commutant avec u, et s un boréllen ds E, Ts désigne 1'opérateur de Xs dans Xs
restriction de T & Xs. o[TsJ désigne le spectre de Ts dans 1'algébrs bornologiquae
complate (car X, est semi-complet) L(Xs).
Remarque : Soit s un borélien de € ; u(s) est un projeéteur sur X donc
a[Ts)CO(T) (corollaire (2.5.6)).
(3.1.3)_Théoréme * Soit B_(C) 1'algdbre de Banach des fonctions Baire-mesurables
f et bornéses. Ba(t) sera traitée en algdbrs bornologique compléte.
L Soit ¥ une résolution spectrale équicontinue sur X. u définit un
unique morphisme d'algébres bornologiques (noté encore u)
M8 Ba(E) + L(X) tel que u(ls) = u(s) pour tout borélien s da €
f (18 est la fonction caractéristique de s). De plus il existe une
partie équicontinue complétante H (égale & 4 fois celle de la
définition (3.1.1)) telle que :

ulf) €]|£]|H pour toute application € eam.

Démonstration : La partie H de la définition (3,.1.1) peut 8tre prise disquée,

complétante, multiplicativement stable. En effet u{B,(L)) est une partie
multiplicativement stable et équicontinue de L(X) donc aussi son anvelopps
disquée simplement fermée, car le produit dans Ls[XJ est séparément continu..
Quitte & remplacer H par F(u(b°(¢)3). on peut supposer H équicontinue, multi-

plicativement stable st simplement fermée. Il en résulte que 1'espace de Banach
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engendré par H est une algeébre L, commutative, unitaire. Pour toute fonction

simple 8 = Z )‘kls on peut poser (ce quil sst cohérent comme on sait)
K

w(@) = }: Aku[s )
On définit ainsi une application uy sur 1l'ensemble S(L) des fonctions simples
sur €, dans 1l'algeébre de Banach LH. Pour prolonger u A& Ba[lI) il suffit de »
vérifier que u : S(€)-w LH est continue. Par allleurs u est linéairs st
multiplicative sur S(C!, donc 11 en sera de m8me sur Batt). Montrons dong,
et cela ach&vera la démonstration, que : |
B &€S(C) = u() €4||a]|H.
Soit y'e H°C.[LS[XJ] '; soit @ ='Z Aklsk . Pour svd bo(C) : [<uls),y'>|sl.

Or <p(@),y'> = Z xkeutskl,y's donec :

|eut@),y's] ¢ lIGIIZI<utskJ.y'>I-
Posons m(s) = <u(s),y'> . La fonction m est une mesurs complexe sur la triby
bo(€). On peut supposer m réelle & un facteur 2 pres, puis partitionner
l'ensemble des indices k intervenant dans la décomposition de @ en Jlquu'J
: 3

Y

ol
k€ J ==‘)m[s ] 0 ; kéJ ’-)m(s ) €o ] ka J =>m(s ) =o0

Alors 5 |m(s )| = m( U sk) “mJ s ) g
k
kéJl k€J2
Ainsi pour y'€ H® on a :
|<u(ﬂ).y’>]u < 4||2)] ce qui montre que u(@)& 4||@||nee

mais H étant un disque simplement ferms est &gal & son.bipdlaire H°°, d'oQ
lg résultat qu'on se proposait de montrear.

Notation : Si f(:Ba(E] on écrit indifféremment : uw(f) ou Jf'«ju .

(3.1.4) Proposition : Soit u une résolution spectrale €quicontinue sur X et

soit f‘éBa(C] » alors o(u(f))C f(C).
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Démonstration : Solt A, €C ., .x,ﬁ fitﬁi‘. Il existe un -voisinags ouvert V de
Ao tel qus vA f(C) » 3. S{ r €V, ()\-f‘]..l est uns fonctlon Baire-mesurable
bornée et { u-ﬂ'l}x ¢y st bornée dans B (C). u 6tant un. morphisme d'algabros
t

rev
borné donc &quicontinue dans L(X). Ainsi V est un voisinage ouvert de ),

bornologiques, pour A€V : p(A~f1"Y = (i=u(£))7Y, et {u-u(m'l}

*convenable® pour uff) donc A,€ plpl(f)).
(3.1.5) Corollaire : Soit p une résolution spectrale équicontinue sur X et
soit f€B_(C). u(f) est un opérateur régulier et r(u(f)) ¢ {}f]].
(3.1.6) Corollaire : Soit uw une r&sclution spaectrale &quicontinue sur X et
8 un borélien de §, alors :
oluls)) ¢ {0} U {1}.
(3.1.7) Définpition : Un opératsur régulisr T sur X est dit spectral s’'il

existe une résolution spectrale équicontinue u sur X telle que :

1) T commute -avec yu.

2) o(Ts)Cs pour tout fermé s de §.

Dsns ces conditions, u sera dite "résolution spectrals de T®. :

§ 2, Propriétés des opérateurs réguliers spectraux.

(3.2.1) Proposition : Soit T un opérateur régulier spectral sur X, u une

résolution spectrale de T alors :
ulo(T)) = 1,

Démonstration : Soit s un fermé de € contenu dans p{T). u(s) &tant un pro-?

jJecteur sur X on a : c[Ts)CsC p(T]CO(Ts). Donc o(Ts) = @, ce qui entraine
u(s)X = {a} d’aprads la proposition (1.2.5), c'est~a-dirs u(s) = 0. D'autre part

i1 existe une suits croissants (s ) de fermés telle que p(T)NC = O s
n=o

n
Pour tout x€X on a : u(p(T)OCIX = lirm(sn)x = o

donc  u(p(TINE) = o et enfin pulofT)) = ],
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(3.2.2) Corollaire : Soit féBa(C);. T un opérateur ré‘gdiier 'ap'e'ctra-l. u ﬁne

| réeolution spectrale de T, alors :
. ——
Cotul£))IC {0} Fla(T)).

| Démenstration : D'sprés la proposition précédente :

uif) = u{fIu(l s u({fl

| sk o’

Le corollaire n'est alors qu’une conséquence de la proposition (5.1.4] '
Remarque : Soit T un Opéréteur régulier spectral, u une résolution spectrale
de T. Le théqréme (3.1.3) et la proposition (3.2.1) donnent | un' sens ?f

De plus Adu()) est un opérateur régulier. T |
(3.2.3) D&finition : On dit qu'un opérateur T de X pessdde la propriété d'unique ‘

extension si pour toute fonction analytique f dé&finis sur un ouvert

D, du plan complexe & valeurs dans X et tells que (A-T)f(A} = o sur

.Df.onazf-o.

(3.2.4) Proposition : Un opérateur régulier spectral T sur X posside la
\ propristé d'unique extension. - - : o — '

Démonstration : Raisonnons. par 1'absurde. Soit')\.eo;- tel que -I'(X,') 7o , ¢

1

étant continue, il existe un ypi_sin,ege ouvert V(i) de xé"c'onte"n{: d’ert\s‘lﬁ% )
tel que f(\) ¥ o pour 1':out_ A€ V(X,). Soit (Xn)n“- e une suite de paiﬁté de -
V(X,) convergeant vers 1, et tells que A, ¥ Ao pour tout ne N, Nous obtiendrong
la contradiction cherchée sn démontrant que
u((M})ﬁxo) = £(2,)

| ut{ANFIA ) = o pour.tout n » 1.
Montrons que uflxo}]f(xn) = 0, Pour tout entiern >l on a : - (xn-f)ftin) 'o
c;u encorse (An-v'l'lu_({l.,‘}]f()\nl = 0, ce qul peut s'éerire ¢ '

(xn-T“o))ut{-A,}lfun) = o,
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Nais o(T{Ao}]C-{Ao} , donc Afnef[T{Ao}) » car A # Xoo
An-T{A&} est injective, ce qui montre que u[{xo}]f[An) = 0.
Montrons que u({lo}]ftko) = f()o). Par un raisonnement analogue u(s)flir,) = o
pour tout fermé s ne contenant pas Aqg. W €tant dénombrablement additive et
€-{)o} pouvant s'écrire comme réunion d'une suite croissante de fermés,
on a :

=M }IFf(A,) = 0, ou encore f{Ag) = ul{rs})f(As) = O.

Notation : Soit x4 X, T un opérateur sur X possédant la propriété d'unique

extension. On désigne par pT[x) le plus grand ouvert de € sur lequel on

peut définir une fonction analytique ?T a4 valeurs dans X telle que
G-TIXT (1)

[

X sur pT(x]. oT[x] désigne le fermé complémentaire de pT(xJ
dans C. Si aucune confusion n'est & craindre, on supprimera 1l'indice T.

(3.2.5) Proposition : Soient T un opérateur régulier spectral sur X et x

un point de X. On a o(x) = @ si et seulement si x = o.

Démonstration : Si x = p 11 est évident que o(x) = @. Réciproquement

si 0(x) = B, X est définie sur tout le plan complexe, elle est analytique,

. - -1
T €tent un opérateur régulier, pour A€E, |A] > r(T) on a : x(A) = (A=T) “x
{(propriété d'unique extension) donc X(A) tend vers o a 1'infini. Pour
tout x'é€X’', la fonction (A -+ <§(A].x'> ) est entidre, tend vers o a
1'infini donc est nulle (Liouville). X étant séparé par son dual, X est
nulle. Si A est un scalairse quslconque, il vient : x = (A=TIX(A) = o.
(3.2.6) Proposition : Soit T un opfrateur régulier spectral sur X,u une

résolution spectrale de €, on a :

X, = ulslX = {x€X / o(x) s}, pour tout fermé s de €.
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Démonstration : Un caléul simple montre que x€ ul{s)X est &quivalent a

x = ulslx. Soit x€ u(s)X, pour tout AG:p(TSJF1E on a X(A) = (A-Tslalx » donc
p(TSJ/\ €Co(x) ou alx) C.o[Ts)C.s. Réciproquement soit x un é€lément de X vérifiant
o{x)<¢ s 3 montrons que u{slx = x. Soit r un fermé contenu dans € - s ,

u[rlzlll a J?;?itk) pour tout Aép(x).

(=T lu(r)x = W(FIX(A) pour tout A €p(T INE,
On a donc : p{ulrix)d p(x)U(p(Trm Clxry L\Er = €, et en passant aux complé-
mentaires dans € : o(ulrl)x) = @, ce qui entrafne : ulrlx = o pour tout fermé r
contenu dans € - s . Un raisonnement déja failt deux fois montre que u(C-s)x = o ,
ou x~ul(s)x = o,

(3.2.7) Proposition : Soit T un opérateur régulier spectral sur X. Soit R un

opérateur commutant avec T ; alors R commute avec toute résolution
spectrale de T.

Démonstration : 11 faut montrer que pour tout borélien s de € : u(s)R = Ru(s),

1'ensembls des boréliens satisfaisant & cette égalité étant une tribu, 11 suffit
de montrer que pour tout fermé s de € on a 1'égalité. Soit s un fermé, r un
autrs fermé contenu. dans C - s. Pour tout x£€X st t fermé& dans €, on a :
o(Rult)x) < olultix)c t. Il vient : u(t)Rultlx = Rultlx (proposition (3.2.6)).
Cette égalité é&tant vraie pour tout x&€ X , u(t)Ru(t) = Ru(t) pour tout fermé t
de €. En particulier u(rlRu(r) = Ru(r} et eﬁ multipliéht par u(s) :

u[s)Rﬁ(r) = u(slulrlRulr) = o. Cecl &tant vral pour tout fermé r de ¢ - s,

ul{s)Ru(€-s) = o donc ul{s)R = Ru(s].

(3.2.8) Proposition : Si T est un opérateur régulier spectral sur X, il existg
l uns seuls résolution spectrale de T.
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Démonstration : Sailent ul_et u, deux résolutions spectrales dg T, Pour tout

fermé s de C et tout élément x de X uzts)x-e uzts)x done o(uz(s)x) ¢s d'apras
la proposition (3.2.6). ulls)uzts)x = pzts)x puisque My est aussi une résolution

spectrale de T. De méme uztslul(s]x = ul(s)x. commute avec T donc avec uy

¥2
par suite, pour tout x£X et tout fermé s ds € : ults]uzts)x = uI(s]x = uz(s]x.

Pour tout fermé s de €, donc aussi pour tout borélien de € : ults) = uzts).

§ 3. Caractérisation des opérateurs réguliers spectraux.t

(3.3.2) D&finition : Un opérateur régulier spectral $ sur X est dit scalaire si
S =_fkdu(ll ol u est la résolution spectrale de S.
Exemple : Tout projecteur P sur X est un opérateur régulier spectral scalairs.

Démonstration : P est un opérateur régulier sur X et o(P)C {o}U {1}

(proposition (1,3.8)). Soit u la résolution spectrale équicontinue sur X
concentrée aux points o, 1 et définie par :
u({o}) = 1-P , u({2}) = P.

L'opérateur P commute avec u et :

o(P/ul{o}IX]) = a(P/(1-P)X) = o(6/(1-P)X) = {ol.

o(P/u({1}1X) = o(P/P(X)) = o(1/P(X)) = {1},
P est un opérateur spectral de résolution spectrale u, c'est de plus un opératsur
spectral scalaire car P = 1u({1}) + ou({o}).
(3.3.3) Théoreme : Soit T un opérateur réguliler sur X. L'opérateur T est spectral

| 81 et seulement 81 T = S+N ofl S est un opérateur régulier spectral

scalaire, N un opérateur quasi~nilpotent commutant avec S.

pémonstration :

1) Soient S un opératsur scalaire, N un opérateur quasi-nilpotant commutant
avec S. Montrons que T = S+N est un opérateur régulier spectral. On a :

TS = (S+N)S = ST ; T commute avec S donc aussei avec la résolution spectrale u de S.
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Soient s un fermé de €, A le bicommutant de ;algartie commutative décrite par
S, N, I, uls). |

Le sous-algébre A de L(X), munie de la bornologie induite, est une algébre
bornologique convexe compléte commutative. Soit AY 1a sous-algébré des élémeﬁts
réguliers de A. On a (proposition (2.5.7)) :

O(TS) ={x(T) / x caractdre de A* »X (uls)) = 1},

o[TSJ {x(S)+x(N) / x caractere de A~ , x(u(s)) = 1},

o(T )
8

| c[Sslcs.
T est donc un opérateur'régulier Speétral, il admet u pour résolution spectrals.

2) Réciproquement, soit T un opérateur régulier spectral sur X, u sa
résolution spectrale, On pose S =“fAdu(A], N = T-S,

a) S est un opérateur régulier (remarque suivant le corollaire (3.2.2)).

b} S commute avec(T, donc aussl avec N,
c) Montrons que N est quasi-nilpotent. Seit A le bicommutant de la
partie commutative décrite par T, S, I, u(s), s décrivant la tribu
borélienns. A*'désigne la sous-algébre des opérateurs réguliers de A,
L'opérateur N esﬁ‘quasi;nilpoteﬁt si et seulement si x(T) = x(S)
pour tout caractére»X de A*';'Soit X un cafactére fixé;de K*.'
L'application xou.de 1‘algébfe'b°[m) des boréliens du plan complexe
dans {0,1} est additive. Prouvons qu'il existe un point A, & C tel que -
bour tout voisinage borélien s de A, on ait xoﬁ[s] = 1, Raisonnons
par l'absurde; Pour A& €, soit V(A) un voisinage de A tel que
Xou(V(A)) = o. Soifh{V(Ai]}I‘iSn un recouvrement disjoint, fini, dy
compact o(T). On a :

Kon(o(1) = [xouto()] (xent $d vr, ) = o
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Cecl est absurde puisque youlo(T)) = 1,

On achgéve la démonstration dé c) en prouvant que x(S) = y(T) = A,
(T} = Ao : solt s = {A€C / |x-Ao| ¢ 1/n} , on & Xouls ] = 1
d’apres ce.qui précade, d'od x(T)eo(Ts ) (proposition (2.5.71);

. n
puis x(T)€ s [(Fast un opérateur-régulier spactr=1), et enfin

x(T)} = X,.
»#x(S) = A, car :
x(S=1,) = x(Su(sn] - Aou(snil = )([j‘8 (A=2¢)du(Ar}) = o.
n

En sffet soit Rn .ufs (A=2o)du(d) = u((x-2,)1 ).

o(T)N 8,
TR ) ¢ Hu-xongtm an s-ll; (corolleire (3.1.5)).

Pour x caractédre ds A® . x(Rn)é oA(Rn) - o(Rn) , donc
IX(Rn)|sr(Rn)s% . La suite x[Rn) tend vers o quand n tend vers
1'infini et x(5-2,) = o.

d} Montrons que S est un opSrateur régulier, spectral, scalairs.

S commuts avec T donc aussi avec u (proposition (3.2.7)). Soit r
un fermé de € et A 1ls bicommutant de la partie commutative décrite

per T, S, I, ylr)., A" désigne la sous-algdbro des 61éments réguliers
de A. On @ (proposition (2.5.7)) :

o(Sr) = {x(S) / x ceractere de A, xluls)) = 1}

a[Sr) = {x{T) / x caractare de A*, x(u(s)) = 1}

o(Sr) - o[TP) cr.

Remarque ¢ Si T est un opérateur régulier, spectral sur X, la décomposition
de T obtenus dans 1le théoréme (3.3.3) est unique et l'opérateur scalaire

associé & T dans la décomposition a la méme résclution spectrals que T,
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Chapitre IV : OPERATEURS REGULIERS DECOMPOSABLES.

S'inspirant d’'un article de BISHOP (2), FOIAS (8) introduit la notion
d'espaces spectral maximal et définit une nquelle_classe d'opérateurs dans
un espace de Banach : les opérateurs décomposables, qui généralisent les
opérateurs spectraux de DUNFORD (6). Dans ce chapitre, nous reprenons la théorie
des opérateurs décomposables dans un e.l.c. X séparé, guasi-complet. L'hypothdse
de guasi-complétude (assurant la compacité de 1'enveloppe disquée fermée d’un
compact) pefmet de donner un sens & 1'intégrals de Riemann d'une fonction
continue & valeurs dans X définie Sur une courbs fermée tracée dans un ouvert
Q de €, et suffisamment régulieére (par exemple différentiable par morceaux).
Dans tout ce chapitre X désigne un e.l.c. séparé, quasl-complet ; L(X) 1'algabre

des opérateurs sur X munis de sa bornologie équicontinue.

§ 1. Espaces spectraux maximaux.

Notation : Soit Z un sous-espace vectoriel fermé de X, T un opérateur sur X.
Si Z est un sous-espace stable-pér T, T/Z désigne la restriction de 1'opérateur
T3 Z. Z étant fermé dans X eét. pour la topologie induite, un e.l.c. sépars,
quasi-complet. o(T/2) désigne le spoctre, défini au chapitre 2, de T/Z dans
1'algabre L(iJ.
(4.1.1) Définition : Soit T un opérateur régulier sur X, Y:un scus-espace de X,
Y est dit espace spectral maximal de T (en abrégé E.S.M.) si :

1) Y.est un sous-espace fermé, stable par T.. ..

2) Pour tout sous-espace fermé Z stable par T : o(T/Z)C a(T/Y) =57 Y.
(4.1.2) Théorgme : Soit T un opérateur régulier sur X, Y un E.S:M. de T, R un

opérateur régulier sur X commutant avec T ; alors Y est stable par R,
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Démonstration : R étent régulier, o(R) est compact dans €, Soit A &p(R) ,

(A-R}Y est un sous-espace fermé de X car [)\--R)-'1 ast une application continue ;
i1 est invariant par T puisque T commute avec R. De plus T/(A-R})Y = (A-'er‘/Y)()\--R).:l
ce qul se vérifie sur chague élément . On a : o(T/(A-RJY) = o(T/Y). Y 6tant un
E.S.M. de T on obtient (A-R)YLY c'est-a-dire RY LY.
(4.1.3) Corollaire : Soit T un opérateur régulier sur X, Y un E.S.M. de T ;

alors : o(T/Y) < o(T). En perticulier T/Y. est un opérateur régulier

sur Y.

Démonstration : Soit )\oﬁo(T] » V un volsinage ouvert de A, "convenable”

pour T, Si A¢€V, (A-T)-l est un opérateur régulier (proposition (1.3.4))
qui commute avec T. Le théoréme (3.1.2) assure que (-T) "y <Y donc

(A-T/Yll-1 = ()\-T]-I/Y s V est alors un voisinage ouvert de A, "convenable”

pour T/Y et A, € p(T/Y).

(4.1.4) Corollaire : Soit T un opérateur régulier sur X ; Y. et Y2 deux E.S5.M.

1
de T. On a :

oT/Y}) € olT/Y, )emY, C Y,

1C Y2.

Réciprogquement, si YlC. Y2 , Yl est un E.S.M. de T/Y2 3y d'aprés le corallaire

Démonstration : Si c[T/YIJCo(T/YZ), Y2 étant un E.S.M. de T, Y

(4.1.3) on a : c(T/YIJCo[T/YZ).
(4.1.5) Théordme :soientT un opérateur régulier sur X ; Yun E.S.M. de T,

f une fonction analytique définise sur un ouvert connexe Df du plan
complexe & valeurs dans X. On suppose f £ a.

on a @

(A=TIF(A) € o“-)(Dfﬂcf.‘T/Y] = @ ou cho(T/Y).
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Démonstration : Soit A = {A€ D'F / £(\), f'(k].....f(n](x),....e Y},

a) A est ouvert, car -F.-F’....,f(n].... sont des fonctions développables
en séris.
b) A est fermé dans D, car A =(n;\o I-F(n]l-I(Y].

c) Montrons que Dfno(T/Y)c,A. On a :

(1) TF(A) =AF(A) sur D, d’od 1'on déduit :

{n) (n=1)

(23 M0 = MO0 e nf (A).

Soit A€ D_Fnc(T/Y) et Y, - ev(f(lo).....f[n)mo)) (s'ous-espaca

vectoriel de X engendré' par ces vectsurs).

- Yn est un SOUS’BSpéDBI vectoriel de dimension fi.nie donc complst,

et par suite fermé.

- an est stable par T d'aprés les formules (1) et (2),

- a(T/Yn)C {Ao}. En effet, pour A€ €, (A=2o)F(Ae) = A=TIF(A,)
(formule(1)). Soit A& €, A # Ao» montrons que (A-T) est une application

surjective de Y sur Y . La relation précédente montre d&ja qus

(1)

flA,) € (X-T)Yn. Supposons alors que f ()\o)é.(A-T)Yn. et montrons

(1+1)

que f (M) € (A-T)Y_ pour o<i<n. On peut écrire en utilisent les

formules (1) et (2} :

O 11 (g glEeD) (D) - el

o) - (e,

(Ao} = (1+1)F

(1+1) (1i+1)

(A=A )f (Ao) = (A-T)F

Ceci montre que fti.l]

(Ao) € (A-T]Yn. Y, étent de dimension finie
est un espace de Banach, o(T/Yn]'aét le spectre ds T/Yn au sens
habituel dans les espaces de Banach. Enfin (A-T), qui est s‘urjectiva,
est aussi‘ un isomorphisme, car Yn est de dimehsioh finie, donc

AEp(T/Yn]. cs qui prouve bien : c!(T/Yn)C{A° Y.
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'c[T/Yn)C:c[T/Y) car ro€a(T/Y).

- Y étant un E.S.M. de T, de ce qui précéde on-conclut Ync Y, donc
f(n)

(o) €Y pour tout entier n, ce qui démontre entiérement c).

(n)

d) Montrons que ACDFno[T/Y]. Si 2eA, les vecteurs £ " (A) ne sont pas

tous nuls (fZo et Do connexe), Soit p le plus petit entier positif ou

§s})

nul tel qus £ 5 (\) # o,

Si p=o, TF(A) = AF(X) (formule (1)).

(p)

stp2l, P00 = 2P 00 (Formule (2)).

f[p)tx) est un vecteur propre non nul de T/Y relativement & la valeur

propre X donc )\ﬁDf,no[T/Y).
e) Conclusion : A est ouvert et fermé dans Df, on a donc :
A= D,r.r\ o(T/Y) = B ou A = D_Fno(T/Y] a Df.

§ 2. DOpérateurs réguliers décomposables,

(4.2.1) Définition : Un opérateur régulier T sur X est dit décomposable si

pour tout recouvrement ouvert, fini, (Gi)lsisn de o(T) 11 existe un

systame (Yi]1<i<n d'E.S.M. de T tels que :
N N
1) o(T/YiJCGi pour tout 1, lsgign,

n
2) Tout x€X admet une décomposition x = Z y

i1=1

i
ol yié Yi pour tout 1, 1lgisgn.
(4.2.2) Proposition ; Soilt T un opérateur régulier spectral de résolution

spectrale u,

1) Pour tout fermé s de C, Xs = u(s)X est un E.S.M. de T.

2) T est un opérateur régulier décomposable.

pémonstration :

1) Soit s un fermé du plan complexe €. On sait d&ja que Xs gst un sous-espace

vectorisl fermé, stable -=r T. Soit Z Lm sous-espace ferm8 de X stabls par T,
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tel que :
o(T/2)Co(T/uls)X) = U(Ts].

On a vu (propesition (3.2.8)) que X, = {xe¢x/olx)csl. S12 Z, on a
o(z)Co(T/Z)Ca[TS}Cs, ‘donc zCXS et ZC,XS. Ce qui précéde montre que Xs est
un E.S.M. de T.

2) Soit [Gillsisn un recouvrement ouvert fini du spectre o(T).

On sait (Bourbaki, topologle générale, chap. IX, 2e éd. p. B7, th;3)
qu'il existe un recouvrement ouvert twi)l.sisn de o{T) tel que uoj_C.Gi |

: = = - U '
pour tout 1, Posons 8, = &) et B, = 0y 31 wj pour l<ign. On obtient
elnsi un recouvrement borélien disjoint, fini (si) de o(T).

Les sous-espaces u(Ei)X sont des E.S.M. de T, de plus :

cB

o[Tg.]Csiji 1

1
n

1= ull gy) = ;E:: u(éi) - - ui8 duls,)
Ceci montre que T est un opérate%;ldécomposagfﬁ.
(4,2,.3) Prcoosition : Soit T un opérateur régulier décomposable sur X.
Si G est un ouvert de € tel que GMo(T) # @, il existe un E.S.M.
Y de T tel que :

Y # o, olT/Y)CGNo(T).

Démonstration : Solent Gl = G et G2 deux ouverts de € couvrant o{T), Yl et Y

2
les E.S.M. de T correspondant & ce recouvrement. cx[T/Yl]c.G1 et Y1 ¥ o sinon

Yl = {0}, X = Y2 , mais alors o(T) = c[T/YZJC_ G, ce qui est absurde,
(4.2.4) Théoréme : Un opérateur régulier décomposable T sur X possdde la
propriété d'unique extension.

Démonstration : Rappelons qu'un opérateur T poss&de la propriété d'unique

extension si pour toute fonction analytique f définie sur un ouvert Df du

plan complexe & valsurs dans X et vérifiant : (A-TJFf(}) = o on a f(A) = o,
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On peut supposer Df ouvert connexe car Df est de toute fagon localement connexe.
Soit f une telle fonction. Raisonnons par 1'absurde. Soit A€ € tel que f(X) # o
et (A-TIF(X) = 0. X €o(T) et par suite fo\o[T) # @, donc (proposition (3.2.3))
11 existe un E.S.M. Yde T tel que Y # o et o(T/Y]ctDF. Montrons que cela
entraine o(T/Y) = @ ce qui est absurde puisque Y # o. D'aprés le théoraéme

(3.1.5) deux cas sont possibles :

- ou DfCio(T/V) mals alors o{T/Y) = Df et o(7/Y) est compact-ouvert dans

T donc vide.
- ou o(T/Y)(\Df = @ mals alcrs o(T/Y) est vide,
Netetion : Soit x€ X, T un opérateur possédant la propriété d'unique extension,
On pose DT(x) = éU(QT(%) / AE&DT(x]) (sous-espace vectorisl fermé de X engendré
par les vecteurs QT(A] quand A parcourt pT(x]].
(4.2.5) Proposition : Soient T un opérateur régulier décompasable sur X,

Y un E.S.M. de T. Si x€Y alors DT(x)C;Y.

Démonstrationi:

1) Fixons x& Y. La fonction h :) ~1>[A-T/Y)‘lx , définie sur p(T/Y) &

valeurs dans Y, est analytique. De plus :
(A=TIh(A) = (A=T/Y)h(X) = x.
Puisque T posséde.la propriété d'unique extension on a :
plT/¥)Cplx) et x(A) = h{A) @Y pour tout Arép T/Y).

2) I1 reste & prouver que x(A) €Y pour A€p(xINol(T/Y). Fixons un tel X
et ralsonnons par 1'absurde en supposantlxtk)éWH Posons pour simplifier
Zo = XM etz=v8 C2o. Z est la somme d'un sous-espace fermé Y et d'un

sous-espace de dimension finie, c'est donc un sous-espace vectoriel fermé de X.

De plus, Z st une somme directe topologique de Y et €z,. Z est statle par T

car TYCY et Tz, = Az,-x 7.
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L'absurdité cherchée scra obtenue en montrant ZCY. Comme Y est un E.S.M. de T,
il suffit de prouver 1’inclusicn o(T/Y) < p(T/2).

Soit w un ouvert relativement compact de o(T/Y), "convenable” pour T/Y. Il
s'aglt de prouver que w est "convenable" pour T/Z. Pour faciliter les calculs

utilisons une représentation "matricielle” en identifiant T/Z & 1la "matrice-~

blocs”. :
foe . ety
7Y ;=X
/2 & 2
________________ e
T
O A
b ! o
pulsque (T/Z)/Y = T/Y et Tz, = =x + Az,.
our n€won a :
-~ . | -
n=T/Y X
\
]
)
n-"T/7 : :
_________________ -
. H
o Lon=A
L ] ~d

n-T/Y est inversible dans L{Y), et k;’éﬁ {car A €0(T/Y)).

On voit alors aisément que n-T/Z est inversible dans L(Z) et que :

- -1
- ' -
(n=1/v)"% o LoTAY) x

! n- A
3

Q1 75 B (R — LS
i
! 1

ol O “ -TT:X -l

1



Opérateurs speclraux ...

37

1
n=A

La famille [(n-T/Y]-l) ¢ est équicontinue dens L(Y) ; de plus Sup |
_ o new néw
(n=T/Y) "x . .
——7r177r——-)néw est bornée dans Y. Comme Z est la somme directe topologigue
1

de Y et de € 2z, , il en résulte facilement que la famille ((n-T/Z)" )new est

< =

et

équicontinue dans L(Z) ; ceci démontre bien gque w est "convenabla” pour 7/Z , et

termine la démonstration.

§ 3. E.S«M. d'un opérateur régulier décomposable,

(4.3.1) Définition : Soit T un opérateur régulier décomposable sur X, F un fermé
cantenu dans o(T)} ; on appelle XT(F) le sous-espace vectoriel de X
d2finl par :

X;(F) = {xe X / o{x)CFL

(4.3.2) Proposition : Soit T un opérateur régulier, décorposable sur X. Soit F
un fermé contenu dans ¢(T), On désigne par TF l’ensemble des couples
1 = (G,G') d'ouverts tels que :

1) GuG'20l(T).
2) GOF , G'0F = g,
Désignons enfin par Y,t ,» ct Y; decs E.S.M. de T subordonnés au
recouvrement G,G' ds o{T). Alors
XT(F) =£::} Yo o«

pDémonstration :

1) Soient xéXT[F], TETF. Onaxs=y +y, avec yE€Y et y'&y: .,
F étant compact, il existe un chemin T séparant F et G' tel que F soit
& 1l'intérieur de T, Si A€T ¢n a d'une part X#F, donc )\éo[x). d'autre
part A%ZG', donec A%cTT/Y%]. De plus y, = x-y; » par suite :
p[ﬁJDMxN\Myp.SiAéPona:

¥ = w(X] = (h=Tsyv'1 -1,
yT(AJ = x(A) - (A T/Yr] U
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En intégrant sur T 11 vient :

i -1

m‘fr Y 00N = thx)dx ﬁijr[A—T/Y_'r] yldh,

Faisons alora les deux remarques sulventes :

¢ 3
al - 'Q—IITIQS (A=T/Y!)} 1y'dk = o car o{T/Y!) est & 1'extérieur de T .
r T T T
b) Soit T' un cercle entourant c(T) ; ——1—-_f X(A)dX = o car le
211 rer?
domaine compris entre T et T' est d’analycité.
. L1 ) oo 1 WY _ 1 f -1
I1 vient : 2Hi<[r X(AJdA = = w5 y x (Aldx = S I"U\-T] xdA.
Pour k#o(T) on a :
S S REISPRLTE RN SN TS

ol la sériz converge bornologiquement dans L(X) (proposition (1.3.2)).
Il existe donc un disgue complétant H tel que la série converge:’: dans

1'espace de Banach LH" On a :

1 -1 1 at S
'mjr'()\ T) d)\-ﬁ-{fré_ di= T

I1 vient donc : —l«f XA = x.
2

La relation (1), compte tenu des remarques précédentes, devient :

N y
X = -Z_HL[;. J’T()\)dkl

Pour €T, VT(MQ DT(yT] : DT(yT] est un sous-eapce fermé de X

. 1 " . .
1'intégrale it ; yT(AJdA etant une limite de sommes finies, on obtient

x € DT(yT). On sait (proposition (4.2.5)) que : (y € YTn> DT(yTJC.YT)

donc x&Y_ , et XT[F)C 1eTE Yo

2) Réciproguement, soit xg @- Yoo olx)¢ o(T/YT)C. G pour tout ouvert
= :

GDF, par suite 0(x) est con%onudans F et x€ X;(F).
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(4.3.3) Proposition : Soit T un opérateur régulier, décomposable sur X.
Soit F un fermé contenu dans o(T). Alors :
1) XT(F] est un E.S.M. de T.

2} O[T/XT(F]] cF.

3) Pour tout E.S.M. Yde T : VY = XT(o(T/Y]).

Démonstration :

1) D'aprés la proposition (4.3.2], XT(F] est un sous-espace vectoriel
fermé de X, invariant par T (la derniére propriété étant d'ailleurs

évidente).

2) Montrons que G(T/XT[F))C.F. Pour cela, posons pour simplifier
TF = T/XT[FJ. Fixons un pcint A§ﬁF, et prouvons déja que (X-TF] est
inversible dans L{XTI F)), son inverse étant 1l'application Ry géfinie
par : R)\(x] = ’;(A) pour tout xé.XT[FJ.
al Rk est définie sur XT(F] car Oix)C F leorsque xeiXT[F] , done
A€p(x) et xtA) a un sens.
b) Fixons xéixT(F]. Soit f la fonction analytique & valeurs dans X
définie sur {:F par :

X(n)=x(\)

Fln) = - P

sin# X,
FOA) = = X'\

Pour n # X on a :

X s X+ = XY .

> X
n-A n-i
L'égalité se prolenge lorsque n tend vers A. Autrement dit

(n=T)f(n) =

(E-TIFCEY = X(\) pour tout E(ﬁ[F. Ceci prouve 1l'inclusion
QFC p(X(1)), donc o(x(A)IC F et X(A) = R, (x3 € X (F).

On a donec : RA(XT(F)] CXT[F]‘
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c) RA est 1'inverse (a priori non continu) de [A-TF) car, pour

XGXT(FJ

S N ~
RA((XtTF]x] = ([k~TFJx](X) = (A=TIx(A) = (X-TF)RA(XJ =X,

donc RA(A-TF] = [X-TF)RA = I,
d) RAGVL(XT(F]J. En effet, scient (avec les notations de la proposition

(4.3.2)) REF et 1€T: tel que AEG. A€ p(T/Y ) car o(T/Y )CG.

Pour tout x& XT[F] on a :

R (x) = X0 = O-T/v )7 Mx

c'est-a-dire R, = ()\-T/YTJ-I/XT(FJ » donc R,& L[XT(F]J.

Il reste encore 3 prouver que A posseéde un voisinage ouvert VA "convenable®
pour T.. Pour cela utilisons d} ; puisque Aéfp(T/YT] il existe un voisilnage
cuvert VA de X "convenable” pour T/YT que 1l'on peut supposer contenu dans (:F,
Pour n GVX on a : Rn = [n-T/YT]_l/XT(F] » donc V, est "convenable" pour TF.

3) Soit Z un sous-espace fermé de X, stable par T, tel que 0(T/Z)(:o[TF],

Pour z€7, on a : o(z)Col(T/2) CG(TFJ CF , donc- z EXT(FJ et Zch[F)_
Cecl montre qus XT[F] est un E.S5.M. de T.
4) Si Y est un E.S.M. de T, montrons. 1l'égalité : Y = XT[o(T/Y]].
Puisque o(T/Y) est un fermé de o(T) on peut poser :
Z = X;(0(T/Y1). On a déja YC Z car (x&Y =>0(x)<a(T/Y]), De plus
o(T/Z) €o(T/Y) donc Zc:Y.puisque Y est un E.S.M. de T.
Remarque : Plus généralement, si F est un fermé quelcongue de €, on peut
poser Xf[FJ = XT(F/\O(T)). On a encore‘:
XEX(FIemalx) CF
car de toute fagon : ol(x) go(T).
(4.3.4) Corollaire : Soit T un opérateur régulier, décomposable sur X.

L'intersection d'une famille quelconque d'E.S.M. de T est un E.S.M,

de T.



Opérateurs spectraux ... 41

Démonstration : Soit [YijiéI une famille d'E.S.M. de T ; on a :
N Ym N X (0(T/Y)) = X T\ atTAY, )i
11 * qer T 1 T jer 1

La proposition (4.3.3) fournit également la caractérisation d'un E.S.M, d'un

opérateur régulier spectral selon :

'(4.3.5]4C0r011a1re ! Soit T un opérateur régulier spectral sur X de résolution
‘ spectrale u. S1 Y est un E.S.M; de T on a :

Y = XT(o[T/Y)) = u{o(T/Y) X,

Il y a identité entre l*ensemble des £.S.M. de T et celul des sous-—

espaces u{s)X de X, ol s est un fermé de t.

Démonstration : T est un opérateur régulier, décomposable (proposition (4.2.2}),

donc Y = XTIO(T/Y)]. Oe plus (proposition (3.2.6)), on a : u(o(T/Y})X = XT[o(T/Y]].

Réciproquement : si s est un fermé de €, on sait (proposition (4.2.2)) que

u(s)X est un E.S.M. de T.

§ IV. Fermés spectraux d'un opérateur régulier décomposable.

Soit T un opérateur régulier décomposable. Pour tout fermé F¢ o(T) on a
o[T/XT(F)) = O(TFJCZF {proposition (4.3.3)). On introduit alors la définition :
(4.4.1) D&éfinition : Soient T un opérateur régulier décomposable, F un fermé

contenu dans o(T). On dit que F est un fermé spectrel de T si:

F = c(TF).
Remarque : les fermés spectraux d'un opérateur régulier décomposable sont
exactement les ensembles o(T/Y) ol Y est un E.S.M. de T. En particulier o(T)
et @ sont des fermés spectraux.
(4.4.2) Proposition : Soit T un opérateur régulier décomposabl e Tout fermé F

n
de o(T) contient un plus grand fermé spsctral F = c[TF] s de plus

N
XT(F) = XT(F].
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Démonstration :‘F = G(TF] est un fermé spectral contenu dans F. Soit o(T/Y)

un fermé spectral contenu dans F ; il faut montrer o(T/Y)CF . Puisque o(T/Y)cF
ona:ys XT[G(T/YJ]CZXT[F) donc 0[T/Y)c:o(TF] = F (corollaire (4.1.4)). On a

dé plus les équivalences suilvantes : 2€XT(F]@[OIXJCU(TF] = Fc Iﬂ@:”gx_r(?—")_
{4.4.3) Proposition : Soit T un op@ratsur régulier décpmposable sur X, Soit F

a
un fermé de o(T). On désigne par F 1l'intérieur de F dans o(T). On a :

5 o~
FCFCF.

= ‘ .
Démonstration : Soit A€ F ; pour tout voisinage ouvert V(A) de 7\dans o(T),
o : - ‘
1'ensemble VIA)AN F est un ouvert non vide de d(T). Il existe (proposition
o) Q

{(4.2.3)) un fermé spectral FV # @ tel que FV<;V[X)f\F. On a FVC.Fc:F dong

~ ~o N e
FVCF et par suite FVCVH]/\F donc AEF = F,
(4.4.4) Corollaire : Solent T un opérateur régulier décomposable, F un fermé de

3
olT) tel que F = F ; alors F est un fermé spectral. En particulier
tout of de o(T) est un fermé spectral.

(4.4.5) Corollaire : Soit T un opérateur régulier décomposable. Scit F un

. ~
fermé contenu dans o(T). L'intérieur dans o(T) da F~F est vids.

§ V. Opérateurs réguliers décémposables et opérateurs quasi-nilﬁoteﬁts.
Nous généralisons dans ce paragrephe le théoréme (3.3.3] qui carécférise
les opérateurs spectraux. |
(4.5.1) Théoréme : Soit T un opérateur régulier décomposable ; soit Q un
opérateur quasi-nilpotent commutant avec T ; alors T+Q est un opérateur

réguller décomposable st pour tout fermé F de € on a :

Xp(F) = Xp o(F).

temme 1 : Dans lss conditions du théoregme (4.5.1), T+Q posséde la'propriété

d'unique extension.



Opérateurs spectriux ... 43

Démonstration : Soit f une fonction analytique définie sur un cuvert connexs

Df du plan complexs & valeurs dans X et vérifiant : (A-T-Q)f(A) = o sur Df.
Soit A€ Df » montrons que oT[-F(X,,)] = @ , on pourra alors appliquer 1la
proposition (3.2.5) qui n'utilise en réalité que la propriété d'unique extension
de T, et en conclure f(A,) = o ce qui démontrera le lemme.

D&ja pour A€ D, » oT(f[X])C{)\} 3 en effet, pour n#X on a

(n=2+Q)f(A) = (n=TIF(A) = (A-T=RIF(A) = (n=-TIF(A) ;

donc f(\) = [n-T)[n-MQ]-lF(AJ. ce qul démontre 1'1lr lusion :

pT[f(kJ]Dﬁl-{k}. D'autre part, f étant analytique, -si r est un nombre réel

tel que T = D€ C /7 |r-2r,]| = r}CDf on a :

1 (M)

Fhe) = Zmr v XX,

dk .

On sait que UT(;‘(;]]CI‘ d'aprés ce qui précéde, donc *{()\] €Xs (r). F(x,) étant

la limite d'une somme finile d'éléments de XT(I‘], on a : F{X,) e‘,XT[I‘]. I1

vient : UT('F()\oJ) c{AINr = @.

Lemme 2 : Dans les conditions du théoréme (4.5.1), pour x€X on a :
GT+Q[x)C0T[xJ.

Démonstration : Fixons A€ o_(x) ; soit T = (G;G')E tel que 26,
T »b.l.[x] 7

On sait (proposition (4.3.2)) que XTIOT(x]] C—YT .

Montrons 1'égalité :

=l.-1v

X = [)\-T-Q](l-Q/YT[k-T/YT] ) “x(X).

a) (A-T/YT]”1 existe car c(T/YT] ¢ G et A%G ; d'autre part § étant un

opérateur quasi-nlilpotent il en est de méme de l:l/Y,r et de l:l/Y,tU\—T/Y,t)“1

(proposition (2.5.3)). Ceci montre que :

-1.-1 v
[l-Q/YT(X-T/YTJ ) existe. Enfin, x[k)&DT[x]. mais xeXT[UT[x”CYT

v
donc D.|.£xJC_Y,r 8t x(2) éYT.
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b) La formule ayant un sens, 1l reste & la vérifier :
OT-0) (1077, 0T/ 17D TIROD = O-T-) O=T/Y D O-TAY 0y ) "o
= O=T/Y_~0/Y ) O=T/Y ) OT/Y -0/ 17RO = x,
Ceci montre A¢0T+Q[x] et prouve ls lemme 2.

lemme 3 : Dans les conditions du théoréme (4.5.1), pour X€X on a :

D‘Tm(x]@XT(GT[x]].

Démonstration : On doit montrer que pour tout A, GPT_“Q(X] on a

X016 X (0-0x)), clest-a=dire o (X U(he)) 203, Soit Ao (x) et

A # A, alors )\¢0T+Q[xl (lemme 2} et :

X000 = (1+0e=0-T) (=no+@) 11X 00 =ta=2 o +0) "Tx
YH00L) = a0 T2, +04a50-T) (X TR0 =X (A))
0061 = - O-2+) 2™ 0% ().

Cette derniére formule prouve que A% OT[§T+Q()\°]] et par suite que :

cT&T*Quon cor(x) U ().

Soit T un cercle centré en A,, contenu dans pT+Q(XJ on a :

’\,T-l-Q
~T+Q o1 X (A
370000 = ot J; UL SR VLR

Ceci prouve OT[}’T+Q[>\°]] f.[cT[x]uI‘Jﬂ (c.r(x] u{xh coT(x]
~T+Q
et x (Ao)&XT(oT[x]].
Lemme 4 : Dans les conditions du théoréme (4.5.1), pour x€X on a :
0T+Q(x3 = oT[x).

Démonstration : Soilent )‘°¢°T+QIX] et F = (e / |A-2,] < r}cpT+ (x),

Q
Gl = {Ae€ / |2-2,] <%§ 1, 52 = {X&CT / |A=xo | >-§ }. Les ouverts G1 et G

2
forment un recouvrement de o(T). Soient .Yl et Y2 les E.S.M. de T subordonnés

a Gl et G2 dans ce recouvrement. Soient enfin T' = {xeC / ]A-Aol w -:;—!l} et

XEX , X = y; *+y, avec vy, € Y, y, €Yy« Pour AeT on a )\ép(T/Yll = o((Tq-Q]/yl).

Aep_“o[x], donc p[yzlbp[T/YllﬂonQ(x] et, pour AET:

~ T+Q _ - _ -1 _~T+Q
Y, (A) = (A T/Y:1 Q/Yl) ¥y = X (2.
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soit encore, en intégrant sur f 1es deux membres :

__1_‘ [‘v T+Q - i A _ _ -1 ~ T+
M) 5 ¥, Moon ﬁjru vy 7ty ke [ 30000,

3 [y AL 1,
De plus ST JrX (A)dh = o et ST (A- T/Y Q/Y ) yldk Yqe

1 T+Q
2L J r¥2

" L}
ylé.DT+Q[y2]. 0'autre part, y26;0T+Q(y2] car pour le cercle I'', centré a

1'origine, de rayon égal & r(T+Q)+1 oﬁ'r[T+Q] est le rayon spectral de T+(Q ,

1 -1
on a :y, = hy I.,(A-T-({J) yzdx.

La formule (1) peut alors s'écrire : 2 (A)dx ; ceci montre que

Comme x = Y1*Y, » ON a x€D [yZJCY2 ;3 cecl montre que oT[x)CGz ou A, eoT(x].

T+Q
Démonstration du théoréme (4.5.1)

Pour tout fermé Feco(T), on a : (F) = X (F) puisque o {x) =0 (x]

T+Q T+Q
pour tout x€ X. Soit Y un E,S.M. de T, montrons que Y est un E.S.M, ds T+Q.

Les opérateurs T et Q commutent, donc Y est un sous—-espace fermé de X stable
par T+Q. Soit Z un sous-espace fermé de X stable par T+Q tel que :

o(+Q¥Z) colr+yY). Si ze2Z, on a o, (2)€ol(T+Q)/Z) <o ((T¥QI/Y) = o(T/Y) 3

T+
donc z€LXT+Q(0[T/Y)l = XT(o[T/YJ] = Y.

Soit ‘Gi)lsiSn un recouvrement ouvert de o(T+Q) = of(T). Soit Y1 un E.S.M.
de T correspondant a Gi pour ce recouvrement. Les sous-espaces Y1 sont des
E.S.M. de T+Q vérifiant :

= <
a)o((Tfﬂl/Yi) o[T/Yil Gi n

b) Tout x& X admet une décomposition x = E Yy > ol yié;Y

i=1 1

paour tout 1, lgign.
Cecl montre que T+Q est un opérateur régulier décomposable.
(4.5.2) Théoréme : On suppose X tonnelé. Soisnt T, et T, deux opérateurs
réguliers décomposaﬁles vérifiant :

1) TI et T2 commutent.

; 2) Pour tout fermé Fde € : X_ (F) = X_ (F).
Ty T,
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Alors T2-Tl est un opérateur quasi-nilpoteht.

Démonstration : Soit € un réel positif ; soit [Gi]lsisn[e] un recouvrement

fini du spectre de T1 par des ouverts de diameétre plus petit que e . Soit

= [] by
[Yi]lsi$n[e] le systéme d'E.S.M. de T1 subordonné a ce recouvrement. Pour tout

i o(Tl/Yi]C Gi et Yi = XTZIG(TI/Yi](\c[TZ)) gest un E.S.M. de T2 R quc

o[Tz/Yi]C.o[TI/Yi]f\o[Tz)C Gi' Pulsque Tl et T. commutent, on a :

2

OUT,=T,3/Y,) = oT, /Y, =T, /Y, )€ {a-n 7 Xeo(T,/Y,), neolT,/Y,)}

C{-n /266, , n€Glc{he €/ Al < 2e}.

{}(T2~T1]/Y

i
Ceci montre que la suite o )i£1e|v est équicontinue, donc simplement

T,-T
bornée. La auite{(—g—é——l—]n} ne N est alors simplement bornée donc équicontinus

puisque X est tonnelé. € &tant arbitraire, 0(T2-Tl] = {o} et T2--Tl est un_

opérateur quasi-nilpotent.

§ VI. Opérateurs fortement décomposables.

Afin d'éliminer 1'hypothése "tonnelé” intervenant dans le théoréme (4.2.10)
introduisons une nouvelle notion, légérement plus restrictive que celle d’opérateur
régulier décomposable.

(4.6.1) Définitien : Un opérateur régulier sur X sera dit fortement décomposablae

sl pour tout recouvrsment ocuvert, fini [Gillsisn du spectre de T, 11

existe un systéme [Yi]Lsisn d’E.S.M. de T tel que :

1) c(T/Yi]CGi pour tout 1, lg¢ign. n

2) Tout x €X admet une décomposition x = E y4 ob yié, Y, pour
i=1
tout 1.

3) La topologie de X est la topologle finale associée au systame

d’'injections Ji de Yi dans X.
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Remargue : On a simplement rajouté & la défin ition d’'un opérateur régulier

décomposable la condition topologique 3). Tout opérateur régulier fortement

décomposable sur X est évidemment décomposable.

FOIAS, dans (8) a, en réalité, introduit des opérateurs fortement décomposables.

En effet :

(4.6.2) Proposition : Tout opérateur régulier décomposable sur un espace de

Fréchet (en particulier sur un espace de Banach) est fortement

décomposable.
t i :
Démonstration : Soient (Gi)1$iSn un recouvrement ouvert de o(T), (Yillsisn
n
un systéme d'E.S.M. de T subordonné & ce recouvrement. On note @P Yi la

i=1

somme directe topologique des espaces Yi' On & le diagremme commutatif sulvant :

Y J1 > X
1 A
1
A
% J J
N /
v, > @ Y;/Ker]
1=1 ¢ 1=1

X est un espace de Fréchet, donc aussi :

1) Yi car Yi est un sous-espace fermé de X.

n n
2) B Y cor @ v = Yy
= 1

i=1 i=1 i

W =3

n
3) ©® Y,/Ker] car Ker] est fermé puisque J est continue.
i=1

n
J est une bijection continue entre espaces de Fréchet, c'est donc un isomorphism.
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n n
topologique. & Yi/Kerf (resp. @ Yi] est muni de la topologie finale
i=1 i=1

associée au systéme d'applications ¢i (resp. & la surjection ¢) donc, par
transitivité, X est muni de la topologle finale associée au systame d'injections

Ji.

(4.6.3) Théoréme : Solent X un e.l.c. séparé quasi-complet, T1 un opérateur
régulier Pcrtement décomposable sur X, T2 un opérateur régulier

décomposable sur X. On suppose de pius gue i

1) Tl et T2 commutent.

2) Pour tout fermé F de € : X. (F) = X_ (F).
Ty Ty

Alors T2—Tl est un opérateur quasi-nilpotent sur X.

Démonstration : Il suffit d'adapter la fin de la démonstration du théoréme

(4.5.2) ce qui ne présente aucune difficulté compte tenu du lemme suivant :

Lemme : Soit X un e.l.c., soient (y un systéme de socus=-e2.l.c. , H une

i)l4i<n

partie des L(X). On suppose que :
1) X est algeébriquement engendré par u Yi'

2) La topologle de X est la topologle finale aésociée aux
injecticns canoniques Ji de Yi dans X.

3) Chaque Yi est stabls par H. On appelle Hi la partie de L(Yi)

formée des restrictions a Y1 des fonctions de H.

Alors pour que H solt équicontinue dans L(X), il faut et il suffit

que chaque H

| i solt équicontinue dans L(Yi].

Démonstration : Si H est €équicontinue dans L(X), il est évident que les parties

Hi sont équicontinues dans L[Yi). Réciproguement soit V un voisinage disqué de 0
dans X 3 11 exists un voisinags Vi de O dans Yi tel que Hitvi]c V (condition 3)),
On a H(T[lJVi]] ¢V ; mais F[LJV1) est un voisinage de O dans X (condition 2)),

donc H est une partie équicontinue de L(X).
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(4.6.4) Proposition : Tout opérateur régulier spectral T sur X est fcrtement

décomposable.

Démonstration : Pour tout recouvrement ouvert (Gi)lsisn

(proposition (4.2.2)) une partition boré&lisnne (si)lsi< du spectre telle que :
n

-—C '.- - - -
8¢ Gi‘ C(TSiJClsi . I “(Si] u(sil. Eosons Z1
i=1

de la démonstration provient du fait que Zi n'est pas un E.S.M. de T, car 11

de o(T), 11 exists

= u(si)x ;3 la difficulté

est clair que X est la somme directs topologique des sous-ESpaces'Zi. Posons
Yi = u[éi)x ; 11 nous reste & montrer que la topologie de X est la topologise

finale associée au systéme (Ji] d'injections canoniques de Y, dans X. On a

i
 le diagremme commutatif suivant :
Iq
Z, Yy > f
L ;
n n A n
® z, —~—->63 —> B Y /Ker)
i=l i=1 i=1

Jo6o¥ est un isomorphisme, Svune bijection continue dont la bijection réciproque
3-1 - ¢°¢°(J°¢°¢1_1 est manifestement continue ; ceci démontre que X est muni

de la topologie finale associée au systéeme (Ji).

Les propositions précédentes nous donnent & psnser que la notion introduite

dans ce parégraphe est la bonne généralisation de la théorie des opérateurs
décomposables de C.FOIAS. Une question reste toutefois ouverte : tout opérateur
réguller décomposable sur un espace X quasi-complet est-il fortement décomposable ?
Si la réponse, probablement négative,{l'est vraiment, est-elle positive en

rajoutant 1'hypothése "tonnelsd" sur X ?
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§ VII. Exemples d'opérateurs réguliers décomposebles non spectraux.

Exemple I (X est un espace de Banach).

Soit X = C([o;l]) 1'esspace de Bansch des fonctions complexes continugs sur
1'intervalle fermé fo.l} ,» munil de la topologie de la convergence uniforma.
Soit T 1l'opérateur de multiplication par t défini sur X par (Tx)(t) = tx(t) pour
toute fonction x € X,
(4.7.1) Proposition : T est un opérateur décomposable non spectral, nécessai-
rement régulier puilsque X est un espars de Sanach.

Démonstration :

1) X &tant un espace de Banach, le spectre de l'opérateur T est le
spectre habituel dans les espaces de Banach.
a) Montrons que a(T) = [o.l] .
Pour tout nombre complexe x¢[o.1] » (A-T) est inversible dans
L(X) et son inverse est défini par :
[[X—T]’lx](t] = [A-t]-lx(t) pour tout x€X. Ceci montre
déja que o(m<fo,1] .
Réciproquement, pour A& p(T), (A-T) est inversible. Soit - -
X = (A-T)-ll 3 alors (A=T)x = 1 , donc (A=t)x(t) = 1 pour tout
t€ fo.1] et a€fo,1] .
b) Soit F un fermé contenu dans [0,1]; posons
Y = {x€x 7 supp.xcF}.
YF est un sous-sspace vectoriel farmé de X, stable par T.
- Montrons que o(T/YF) CF.
Soit A&%F s 11 suffit de prouver que U-T/YFJ est une applicatign
bijective (théoréme de Baire-Banach). Soit x€YF ; si

(x-T/Yle = 0, on a (A=t)x(t) = o pour tout t¢ E‘J.l] s done
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x(t) = o pour t &F car A%F.
Comme Supp.x¢ F, x(t) = o pour t € BLIJ et x = a.
Ceci montre daja que (A‘T/YF) gst injectif.
Soient xG,YF , vy la fonction défiriec sur [o.l] par

y(t) = O-t) " Ixct) si  tEF

1

ylt) = o si t,éF.
Puisque Supp.x<F, 1l est clair que y est continue de sorte que
U\-T/YF] est surjectif cer erF (Supp.y ¢FJ.

- Montrons qus YF est un E.S.M. de T. . est évident si F = o(T) =
= [o,l] ; on peut donc supposer F # [0,1] .
Soit Z un sous-espace vectoriel fermé de X stable par T tel que
o[T/Z)CO(T/YF]C.F. Soit x&Z ; fixons A€ [0,1] et AéF. Alors
A€ p(T/Z) donc (A=T/Z) est en particulier surjectif ; d’od
1'existence d'une fonction z}\éz telle que ()\—T/Z)z}‘ = X
c'est-a-dire [(A-T/2)z,](t) = x(t) pour tout t&.[0,1] . En
particulier si t = A on obtient x(A) = o ce qui prouve 1'inclusion

Supp.XxCF d'ol xc;,YF et ZC.YF. Y. est bien un E.S.M. da T.

F

c) Montrons enfin que T est un opérateur décomposable.

Soient (G,) un recotvvrement ouvert fini de o(T) = [0,1] dans
171<ign
c, 0y la trace de Gi sur [0,1] . Soit (¢i]1\<1\<n une partition
continue de 1l'unité subordonnés au recouvrement [mi)lsiSn de
' . .M.
[0,1] . Le systéme [YSupp.¢i)lsisn est un systéme fini d'E.S
tels que :
1) &[T/YSupp.cb.] CSupp.¢iC w, &6y .
n
2) Pour x€X on a : x = § ¢4 avec ¢ix<YSupp.¢i
i=1

T est bien un opérateur régulier décomposable.
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2) T n'est pas un opérateur spectral. En effet ; raisonnons par
1'absurde en supposant T spectral de résolution spectrale u. Pour un bor&lien
s de € posons Y = ulsl)l ; soit e€ X la fonction : t + t. Pour tout borSlien
sde Cona: ulsle = u(sl)(T1) = Tys = ey, - De méme pour tout entier n>1
on a t u(s)a” = u(s)(TM1) = 'Tnys =ey.. On a donc ulslp = Py, pour tout
polynime P € X, et par densité : ulslx = xyg pour toute fonction x€ X. En
particulier y: = u(s)ys = u[s)u[s)l =Yg
De sorte que u(s) = o ou u(s) = 1 (pour tout borélien s de C). De plus on
sait que O(TSJC_ s pour tout fermé s de [0,1] s or la cordition u(s) = 1-
implique Ts =T et c(Ts) = [o,l:] de sorte que nécessairement u(s) = o pour
tout fermé s C[o,l] distinct de [o,l:l, Cecl revient & dire encore u(s) = ¢

pour tout borélicn s de € contenu dans [o.l:l tel que s soit différent de

[0,1/2] W]1/2,1] et

[o.l]. La contradiction est obtenue car o(T) = [0,1]
ulo(T)) = 1,

Les fermds spectraux de T :

o (o]
F = Supp.x dans o(T) = [0.1] , onaF=F,

-]
Démonstration : On a évidemment F < F. Réciproquement si t&F, c'est-3-dire

si t &€Supp.x, pour tout intervalle de longueur 1/n centré en t, 11 existe un

point tné [o,l] de cet intervalle tel qus x(tn) # 0. Pulsque x est continue,
0 o

on a tnéF donc t&F .

(4.7.3) Pronosition : Soit x€X ; alors o(x) = Supp.x.

Démorstration : On a déja olx)¢ o(T/YSupp.xJ; Supp.X. Réciproquement, 11
existe une fonction analytique ?Zdéfinie sur p(x) & valeurs dans X telle
que @ (A-t]?{{k)(t) = x(t) pour tout té—.[o,l] ot tout A€p(x}. Ceci implique
x(A) = 0 s1 Xp(x)In [0,1] de sorte que la fonction x s'annulse sur 1'ouvert

p{xIN [0,1] de [o.l] ce qui impligque Supp.x¢co(x).
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(4.7.4) Proposition : Soient F un fermé de o(T), F le plus grand fermé spectral

A~ O
contenu dans F, E 1'intérieur de F dans o(T). Alors F = F,.

Démonstration : pour x€X, on a 1'équivalence suivante, conséquence de la

proposition (4.7.2) :
)
Supp. x € F¢==HSupp.x ¢ F

Ceci montre (proposition (4.7.%)) que : XT[F] = XTIS) ;3 mais on sait
(proposit;on (4.4,2)) que XT[F) = XT(EJ, donc : -
¥ = (/X F)) = oI/ (FNCF

d'ol on conclut ;J= E gréce 3 la proposition (4.4.3).
(4.7.5) Proposition : Soit F un fermé de [b,i] « Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1) F est un fermé spectral de T

2) g = F [é{désigne 1'intérieur ds F dans [b,l]]

3) I1 existe une fonction x €X tells que F = Suppx

Y] Y
Démonstration : 1) ™=> 2) car F = F = g,

2)==3»1) (corollaire (4.4.4))
3) ===>2) (proposition (4.7.2))
2) #—>3) soit G = FQ 3 EG est un fermé de [0.1] R
c’est donc un Gy (car [o,l] est métrisable). On sait alors qu'il existe une

fonction x&€ X telle que t € {jG :—j}x(t) = 0 3 donc : Supp.Xx = G=F=F,

Exemples IT (X est maintenant un espace de Fréchet).

Soit X = C[]o.l[) 1'espace de Fréchet des fonctions complexes continues
sur l'intervalle ouvert ]o,l[ » munl de la topologie de la convergence
compacte sur ]0.1[ « Soit T 1'opérateur de multiplication par t défini sur X

par {Tx)(t) = tx(t) pour toute fonction x €X.
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(4.7.86) Proposition : T est un opérateur régulier décomposable non spectral

sur X.

Démonstration :

1)  a) Montrons gque o(T) = [0.1] . Soit A, ¢ [0.1] » V un voisinage ouvert
de X, ne rencontrant pas [:0,11 Pour A&V , (A-T) est inversible et
son inverse {continu car X est un espace de Fréchet) est défini par :
[0-1™5 () = -t 7Ix(£) pour tout x €X.

La famille H= {“‘_T)—l}xév est équicontinue car elle est simplement
bornée ; en effet pour x€X et pour K ciompact de ]0.1[ » Hx est bornée
sur K. Ceci montre que A,€ p(T). Réciproquement, pour A€ p(T) ,

(x-T) est inversible. Soit x = (A-T]-ll 3 alors (A-T)x = 1 donc

(A-t)x(t) = 1 pour tout t€ [o0,1] donc A%.[o,l] .

b) Pour couper court & toute ambigulté précisons gue pour toute x£ X,
le support Suppx de x a@st un fermé de l'espace topologique ]o,l[ .
mals Supp.Xx peut ne pﬁas Gtre fefmé dans [o.l:] » Dans ce cas on
désignera par gﬁm 'l’ad.hérence dans [o,l] de Supp.x ; de méme on
désignera par F 1'adhérence dans [0,1] d'un fermé F de 1'espace
Jo,1[ . Soit F un fermé de 1'espace tbpclogique Jo,1[ . Posone :
YF = {xéx / Supp.ch} . YF est un sous-espace vectoriel fermg
de X, stable par T. | o
-~ Montrons que o(T/YF]C‘F'. Soit AO¢E. V un voisinage ouvert de A
ne rencontrant pas F Pour A€V, (A-T/Y.) est une application bijective
donc un isomorphisme (théoréme de Baire-Banach), dontv 1'inverse est
1'opérateur défini pour x€ X par : A |

(=T/Y) k() = £A-£) T x(£) pour t€loalnlv

1

(A-T/YF)'. x(t) = o pour t&Jo,1[ N v,
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La justification est la m8me que dans l'exemple 1).
_ -1
La famille HF = {[>\ T/YF] }Aev est équicontinue dens L(YF) car

elle est simplement bornée. En effet pour tout x€ Y. et tout compact

F
K de']o,l[ » H- x est bornée sur FAK et s'annule sur EFIWK. Ceci
montre A, € o(T/YF) et par suite o(T/YF) ¢F,

- Soit maintenént Z un sous-dspace vectoriel fermé stable par T tel
que @ o(T/Z)C.c(T/YF)CZF. Montrons Z < Y.

Pour cela soit z€Z ; fixons Ae]o,1f ,>\¢, F. Alors )\$ F (car

F ﬁ]O;1[ = F). On montre alcrs que YF est un E.S.M. de T comme dans

1'exemple I.

c) Par un raisonnement analogue & celui de 1l'exemple I on démontre que
T est un opératsur décomposable en remarcvant toutefois que 1'espace
topologlque ]o.l[ isomorphe & R est normal.

2) Toujours par une démonstration analongus 3 celle de 1l'exemple I on démontre

que T n'est pas un opfrateur spectrcl.

Manuscrit remis am juillet 1968, Jeoques BERRUYER
Maftre ~assistant
Dépastement de M athématiques
43, &’ 72 11 novembre 1918
VILLEUKEANNE
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