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UNE PARTITION DU GROUPE DES HOMOGRAPHIES EI LATER ES 

DE LA DROITE PROJECTIVE, DANS UNE ALGEBRE DE QUATERNIONS GENERALISES 

G. ERTEL 

INTRODUCTION . 

Une homographie de la droite projective quaternionienne est le couple 

formé d'une homographie à droite et d'une homographie à gauche liées par des 

relations déduites de la notion de point bilatère. On utilise ces relations 

pour étudier la structure du groupe homographique bilatère. 

Dans le premier chapitre, après avoir défini une algèbre de quaternions 

généralisés, dans laquelle le corps de base K, supposé comnutatif, de carac­

téristique zéro, contient deux éléments a et 8 non carrés, on rappelle les 

notions de point bilatère et d'homographie bilatère (l), introduites peur 

R. PERNET, en continuation des travaux de Study et Pimia. On démontre l'iso-

morphisme d'un groupe multiplicatif de matrices inversibles, d'ardre quatre, 

à coefficients dans le corps K(v^a), appelées K-matrices et d'un groupe multi­

plicatif de matrices inversibles, d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau, 

sous-jacent de l'algèbre des quaternions (resp. dans l'anneau opposé). On 

définit une K-bomographie de l'espace projectif à trois dimensions sur le 

corps K(/T), par la donnée d'une K-matrice, déterminée à un élément près de K. 

On établit l'isomorphisme du groupe K-homographique et du groupe homographique 

à droite (resp. à gauche). On en déduit les isonorphismes fondamentaux du 

groupe omographique sur le groupe homographique bilatère, ainsi qu'un 

(1) R. PERNET , bibliographie [ l ] 
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automorphisne A (resp. L ) du premier de ces groupes (resp. du second). 

On precise A au chapitre II, en déterminant l'image par cet auto-morphisme, 

d'une K-homographie donnée. On introduit peur cela l'opération de pseudo trans­

position d'une matrice d'ordre quatre, à coefficients dans un anneau. On 

démontre que A (resp. L ) est involutif et on étudie L • 

La décomposition de A en un produit permutable d'autonerphismes involutifs 

permettrait d'obtenir un sous-groupe remarquable du groupe K-homographique 

(resp. du groupe homographique bilatère). Mais cette décomposition est valable 

seulement dans le cas des quaterniens ordinaires, et plus généralement lorsque 

le corps de base est ordonné maximal. Le cas des quaternions généralisés étant 

le seul traité ici, la décomposition de A est exclue ; on étudie donc, au 

chapitre III, la structure du sous-groupe G constitué des K-horographies inva­

riantes par A, ainsi que la structure du scus-groupe G constitue des homographies 

bilatères invariantes par L Ces deux sous-groupes se correspondent par les 

isomorphismes fondamentaux définis au chapitre II . 

L'ensemble des classes à droite (resp. à gauche), déduites de G, constitue 

une partition du groupe homographique bilatère. On démontre, au chapitre IV, 

que deux bijections lient cette partition à celle correspondante du groupe 

Ai 

K-homographique définie à partir de G. L'autcmcrphisrae L détermine une permu­

tation involutive dans l'ensemble des classes à droite (resp. à gauche) du 

groupe homographique bilatère. Tout élément double de cette permutation, est 

appelé classe double à droite (resp. à gauche) du groupe homographique 

bilatère. On définit de même à partir de A, les classes doubles du groupe 1c -

homographique. On démontre une propriété caractéristique des classes doubles. 
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Au chapitre V, on généralise et complète un résultat indiqué par 

E. Curtan (l), dans le cas des quaternions sur R t selon lequel, uns homographie 

à droite a pour image un déplacement, dans l'espace des antipolarités ellip­

tiques permutai).V:s à une certaine smtiinvolution. Tout d'p.bcrd en a supposé 

les antipclarités de type elliptique et le corps de base ordonné maximal. La 

notion de distance de deux antipolarités elliptiques, définie par E. Cartan, 

n1étant alors plus valable, on a introduit la notion plus générale d•"écart"• 

Ensuite, en transformant la définition de lf"écart", on sfest libéré du carac­

tère elliptique d fune antipclarité, et on s'est placé dans le cas des quaternions 

généralisés. 

On rappelle donc d'abord, les notions de symétries projectives et cer­

taines propriétés indiquées par E. Carton. On définit ensuite 1'"écart" de 

deux antipolarités quelconques. L'ensemble des antipolarités, muni de l'"écart" 

devient l'espace E. On démontre l'existence d'applications de E dans E, appelées 

E-isométries, qui conservent le'"écart". D'autre part, les K-hcmographies 

étant permutables à une certaine antiinvolution, on détermine la structure 

du sous-espace E f des antipolarités permutables à cette antiinvolution. On 

établit l'existence d'un groupe de E'-iscmétries, et on convient d'appeler 

E'-déplacements, les éléments de l'un des scus-groupes du groupe précédent. 

Un sous-greupe de E'-déplacements se révèle isomorphe au groupe K-homographique, 

et permet d'obtenir une interprétation de la partition du groupe hemographique 

bilatère, définie au chapitre IV. 

(1) E. CARTAN , bibliographie iïl . 
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CHAPITRE I : Les isomorphisnes fondamentaux F tt du groupe ff~homographique 

R sur le groupe holographique bilatère H . 

1,1 Lfalgèbre des quaterniens sur K (Rappel (l) ) 

1.1.1. Soit K un corps ccrimutatif, nomme ccrps des scalaires de carateristique 

zcrc, possédant deux éléments a et 6 nai cc.rres (d'éléments de K). Soit A 

l'algèbre des quaternions sur K. Un quaternicn s'écrit : A = (x^+x2u) + (x3+Xt,u)v ; 

x^e K (l«i«U) ; u, v O ; u 2 = a ; v 2 = 6 ; vu = -uv. 

x\ s'appelle la trace de A : (A) = x\ . 

1.1.2. Les éléments de A de la ferme X 1 + X 2 U constituent un corps cemnutatif 

note k(/7). Si on pcse a = X 1 + X 2 U et â = X 1 - X 2 U , l'application a — V a est 

un autamcrphisme involutif de K(/I). On a : 

(l) va = av pour tout aêK(*Ç), 

1.1.3. A étant un élément générique de A, en peut écrire d'une manière unique : 

A = a+bv , ab e K( /cT). 

l.l.U. Pour tout AÉA , on pcse : 

Â = â-bv , NA = AA = ÂA = aa - 6bb = Na - BNb e K. 

en a : AB = BÂ et N(AB) = NAKB quels que scient A,B £ A. A ê A est inversible si 

et seulement si : NA 4 0. On a alcrs : A*"1 = (NA) - 1A. 

NA ^ 0 est aussi la condition de régularité de A. On dit que A est 

irrégulier, lorsque NA = 0 et A 4 0. 

1.1.5. Si Aé A est irrégulier on a : AX = 0 <î=y> X = ÂB , B étant un élément 

quelconque de A. De même : XA = 0^=>X = BÎ. 

( I ) Bibliographie : [ f j p. 1 à 4. 
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1.2 Groupes homographiques (rappel (l)) 

1.2.1 Entre les couples ordonnés (Aj,A2) d'éléments de A, on définit l'équiva­

lence R : 

(A l fA 2) R(AlfAj) * = > 3 U(U A ,NU i 0 , Al = AXV , AJ = A 2U ). 

Qi appelle point à droite, une classe d'équivalence dont un élément (Aj,A 2), 

dit indicateur du point à droite, ne vérifie pas simultanément les relations 

NAi s NA 2

 s AjA 2= 0, compatibles avec R. 

Le système : 

Xi = AnXx • A 1 2 X 2 , 
(2 ) 

XJ « A 2]Xi 4 A2 2X 2 , 

définit une transformation S dans l'ensemble des points à droite, appelée 

homographie à droite. Sa matrice (A..)l<i , ¿¿2 est à coefficients dans l'anneau 

sous-jacent de A. L'homographie S est bijective (on dit encore non dégénérée) 

si, et seulement si : 

V ( S ) i 0 avec : V ( S ) = N ( A H A 2 2 ) • N(Ai 2A 2 i) - 2{A! 1 A 2 i A 2 2 Â 1 2 } eK. 

Cette relation exprime aussi 1'inversibilité du système ( 2 ) . 

Le produit des homographies à droite S et T, de matrices respectives 

(A..)l$i , j<2 et (B. .)i$i , j^2, est l'homographie à droite TS, dont la matrice 

(C.j)l$i , j^2 est le produit ^ B£j ) ̂ Aij ̂  * d o n C e S t d ^ f * n * e V*** ^ relation : 

C. . * B. A . • B - 2 ^ o - э JS 2). E 1 1 effet ( 2 ) , scient les matrices 

M' * (m'..)L$i^p, l^j^q et M" s (mM .v)l$j^q , l^l^r , à coefficients dans 

un anneau quelconque, dont le nanbre de colonnes de M' est égal au nombre de 

lignes de M". On appelle produit de M' et M11 la matrice M 1 M" = (m. )l4i«p , l^<r 

dont les coefficients sont donnés par la relation : 
q 

m. = Xi m\;m'lv OsU? y Kter). 
•LK> j~l 10 J K 

( l ) Bibliographie : [ l ] , p. 5 à Î O . 
(2)BourbaKJ : Algèbre , ch. 2. 
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L'ensemble des homographies à droite non dégénérées, muni de la loi multi­

plicative précédente, ccnstitue un groupe H appelé groupe horographique à droite. 

1.2.2. On définit de même un point à gauche par l'équivalence R : 

(A^,A*2) R*(A
}Ï ,A*2 )<t=» 3 U ( Uf A,NU * 0, A? « U A* ,/£ = UA*2 

et les relations = N/^ = = 0, supposées non sînultanement vérifiées. 

Une homographie à gauche S* , dof:rie par le système : 

X.? = ^ A * l + X 2 A 2 2 

est non dégénérée si, et seulement si : V* (S*") 1 0 avec : 

V*(S*) = N ( / ? N 4 2 ) + N(/-*2A2l) " 2{.?nyf2lÂ22AÎ2> «K. 

Sa matrice (A*.)l$i , ¿^2 est à coefficients clans l'anneau opposé à l'anneau 

sous-jacent de A. Rappelons (1) que si A désigne un anneau, l'anneau opposé A° 

est composé des rlCno-̂  vS^i^ents que A ; la loi additive est la même dans les 

deux anneaux, mais si xy désigne le prcduit de l'élément x par l'élément y 

dans A et x î y 1* produit de ces mîmes éléments dans A° , on a x x y = yx. 

Le produit des homographies à gauche S* et T* de matrices respectives 

(A?.)l«i , j^2 et (B^Jl^i , j«2, est l'homographie à gauche T*S* dont la 

matrice (C..)L<i , j<<:2 est le produit (E. .)(A..), donc est définie par les 

relations : 

i.e. C*. =A* Î. E*.1 + A*. E* 2 (l4i , j«2). 

L'ensemble des homographies à gauche non dégénérées, muni de la loi multi­

plicative précédente, constitue un groupe H*, appelé groupe homographique à gauche 

(l)Bourbiki , Alg. ch. 1. 
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1.2.3. On appelle point bilatère, l'ensemble d'un point à droite d'indicateur 

(Aj,A 2), et d'un point à gauche d'indicateur (Aj,A 2), lies bijectivement par 

la relation : A^A 2 = A 2Aj. 

L'ensemble des points bilatères constitue la droite projective quater-

nionienne ou d.p.q. 

Une hcmographie bilatère est le couple S= ( S * , S ) , formé d'une homogra-

phie à gauche S (composante à gauche), de matrice (A..), et d'une homographie 

à droite S (composante à droite), de matrice (A..), liées bijectivement par 

^ J 
les relations 

A l l A 2 l - A 2 i A n = A 1 2 A22"A22Al2 s 0 , 

Al 1A22-A21A12 = A 2 2 A i i-A 1 2 A 2 i = * pour tout >.eK-{0}, 

V(A..) * 0. 

K-{0} désigne l'ensemble formé par le corps K privé de son élément nul. Ces 

relations ont pour conséquence : V ^ 0 # 

L'holographie bilatère S définit une bijection dans l'ensemble des 

points bilatères. 

Soient S « (S*,S) et T r 4T*,T) deux homographies bilatères. On p œ e 

5T a (S^T^ST). L'ensemble des homographies bilatères, muni de la loi mul­

tiplicative précédente, constitue un groupe '* , appelé groupe homcgraphique 

bilatère. 

1.3« Isomorphisme f. 

1.3.1. Lemme : Posons (cf. 1.1.3) : 

rXi = xi+x2v , X 2= X3+x^v , 

(3) / x\ = x\+x2v , X 2 = x^+x^v , 

x., xle K(/Z) (KUk), 
\ 1 x 
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( A n « a 1 1+6"ai 2v , A j 2

 = aj s+B*'^ uv , 

(k) 1 A 2i = a 3 1+8~
1û3 2v , A 2 2 = a 3 3+6"

1a 3 l.v , 

[ a. .€K(/ô) (Ki , 

Les relations : 

f Xi • A n X j + A 1 2 X 2 , 

(5) J , 

et : 

rx\ = du*i + a 1 2 x 2 + a 1 3 x 3 + a l u x u , 

x 2 = B^â^xi + a n x 2 • 6" 1n 1 i +x 3 + â 1 3 x i , , 

(6) J 

x 3 = a 3 1 x x + a 3 2 x 2 + a 3 3 x 3 + a 3 l +xi. , 

Kxi> = B*" 1â 3 2x 1 + â 3 1 x 2 + É'* 1â 3i 4x 3 + â 3 3 x u , 

sont équivalentes. 

En effet, (5) s 1 écrit : 

x\ + x*2v = ( a n + B^a^v) (xi+x^v) + (a 1 3+B
- 1amv)(x 3+xi #v) f 

x}

3 + x^v = (a 3 1+ B""
1a32v) (x!+x2v) + (a 3 3+B"

1a 3 i +v) (x3+:cuv). 

d'après la relation (l) de 1.1.2. on a : 

(ai i+B~ 1ai2 v)(^r^2 v) = a11x1+aiix2v+6*
-1r.i2Xiv-»-B"1p.12X2V

2. 

Le corps K( /a) étant connutatif (1.1.2) > en remplaçant v
2 par B (cf .1.1.1) 

on obtient : 

(aj i+B^a^v) (xi+x2v) = a ^ x ^ Q n x 2 v + B^a^x^v + ai 2x 2. 

On calcule de m?me les autres produits. Donc (1.1.3), les relations 

(5) équivalent à : 

= all xl * ai2*2 * r-12*3 • a ^ x i , , 

x<2 = a u x 2 • 6 - 1ai 2xi + a ^ x i . + B^a^x^ , 

¿3 3 a31 xl + a32 x2 • a 3 3 x 3 -f a 3 l 4x^ , 

x ' i . = a 3 i x 2 • eTl*22xi +
 a 3 3 X i , + 8" 1a 3 i 4x 3 , 

d'où le lenme. 
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1.3.2. Définition : On appelle K-matrice, toute matrice d'ardre quatre, à 

coefficients dans K(/a), telle que : 

a 2i - 8 ! â 1 2 , a 2 2 = a n , a 2 3 = 8 * a l i f , a 2i , = a 1 3 , 

a m = B * a 3 2 , a^ 2 = a 3 1 , a ^ = 6 , = a 3 3 . 

La K-matnce (a..) s'écrit donc : 

/ a n a 1 2 a 1 3 a l u \ 

8 a 1 2 a n B a l u a 1 3 \ 

a 3 1 a 3 2 a 3 3 a 3 * * 1 

\ o - 1 - - - / 

\B a 3 2 a 3 1 B a 3 i t a 3^/ 

1.3.3 Lemme : Le deteminant d'une K~matrice est un élément du corps de base K. 

ru 

En effet, en utilisant l'espression explicite de la K-matrice (a..) (1.3.2); 
^ J 

on obtient : 

dét (a.,) = (llan •• f ^ ^ ) (Ka 3 3 - B"
1^,,) • 

1J 

(Ka3i - B*
,1Na32)(î:a13 - B^a^,) + m + m 6 K, en posent : 

m = B" 1aiia 3 2a 3u
a i 3 • B^ 1â 3 1a 1 iâ l l +a 3u -

 a n â 3 1 a 3 3 a 1 3 - 8
 la\ia33a32alu -

B" 1ai 2a 3iâ 3i 4 a i3 - B ^ ^ â ^ a ^ a ^ + B*" 1a 1 2â 3 2a 3 3a 1 3 • B""
1ai 2a 3 3a 3 1a 1 t 4 . 

1.3.1 Lemme : Les K-matrices forment un espace vectoriel sur K de dimension 

seize. 

D'après 1.3.2, la somme de deux K-natrices est une K-matrice et le produit 

d'une K-matrice par un scalaire est une K-matnce. On en déduit que les K-

matrices ferment un espace vectoriel sur K. Une base de cet espace vectoriel 

est formé des matrices : 
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/ 0 1 o o\ / o u o o\ il 0 0 0\ /u o o o \ 

b" 1 o o o | e ' i o o o j l o i o o / o u o o 1 

o o o o / ' o o o o / ' o o o o ) o o o o / ' 

\ o o o o / \ o o o c / \ o o o c / \ o o o o / 

et des douze matrices analogues. 

1.3.5 Définition : On appelle f, l'application qui a toute K-aiatrice (a..) 
^ J 

fait correspondre par les relations (U) de 1.3.1 : 

A n = a n + B - 1 a 1 2 v , A 1 2 = a 1 3 + &"1a.1it v , 

A21 • » 3 1 + 8 ~ 1 a 3 2 *•* »
 A 2 2 = a 3 3 + B - 1 a 3 ^ v , 

3a matrice (A-.)l^i , , à coefficients dans l'anneau sous-jacent 

de A . 

1.3.6. Lemme : L'espace vectoriel sur K des K-matnces et l'espace vectoriel sur 

K des matrices d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau sons-jacent 

de A , sont isomorphes. L'application f (1.3-5) définit cet isomor-

ph?.sme. 

L'application f est surjective, car les a.. figurant dans les relations 
i J 

(U) étant génériques de K( ), et d'après 1.3.2 n'étant liés par aucune relation 

les A., peuvent d'après (I4) prendre des valeurs arbitrairement données dans A. 

L'application f est aussi injective, et donc bijective. En effet, d'après 

(U), l'identité des matrices (A..) = f(a..) et (A1..) = f((a!.)) entraine 

ij ij ij I J 
ru 

l'identité des K-matrices (a..) et (a!.). 
D'autre part, toujours d'après (h), les égalités : 

f((û..))= (A..) , f((b..)) = ( B . . ) entraînent : f(Éx..) + (b..)) = (A..) + ( B ) 
IJ *J 13 IJ ij ij ij' i y 

et les relations : f((a. .)) = (A..) , a 6K ont pour conséquence : 
1 j ij 

f(.X(a..)) = A(A..). Le lemme résulte alors de 1.3.**. 
1J ^ J 

file:///oooo/
file:///oooc/
file:///oooc/
file:///oooo/
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1.3.7 Proposition : L'algèbre sur K des K-matrices et l'algèbre sur K des 

matrices d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau sous-jacent de 

A, sont isomorphes. L'application f(1.3.5) définit cet isemorphisme. 

Les matrices d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau sous-jacent de 

A , forment une algèbre sur K. En effet, d'après 1.3.6. elles forment un espace 

vectoriel sur K : d'autre part, elles constituent un anneau, car les matrices 

d'ordre n, à coefficients dans un anneau forment elles-mêmes un anneau (l) ; 

enfin quelles que soient les matrices d'ordre deux (A..) et (B..), à coeffi-

cients dans l'anneau sous-jacent de A , et quel que soit >. £K on a : 

( » ( A y ) ) ( B y ) - ( A y J U C B j j ) ) - « A y H l y ) . 

L'application f étant bijective d'après 1.3.6. l'application réciproque 

f"1 existe. Pour démontrer la proposition, il suffit donc de prouver que, si 

X est générique de K, et si (A-.),(B..),(C..) sont des matrices arbitraires 
i j 

d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau sous-jacent de A , on a : 

f" lO(A..)) = Xf"l((A.i)), 

t~H(A..) + (B..)) = f ̂ ((A..)) + f - 1((B..)) , 

f-l((A..) (B. )) = t"H(A..)) f~l((E..) . 

Les deux premières relations résultent de 1.3*6. Pour obtenir la troisième on 

pose : (C .) = (A..) (B. .) ; on désigne par (a..) , (b-.) , (c-.) les K-matrices, 
xx) «*-J I J A J 

images respectives de (A..) , (E..) , (C.) par f"1 et on démontre que 
I J 

(c..) - (a. .)(b. .) , i.e. On démontre les éf alités : c . = a . , b . + a . b . 

+ Si3b^j + a^ubig (l<i,j<U). 

E± effet, la relation (a..) = f~l((A..)) équivaut à (1.3.2 ; 1.3.5) : 

A n = a n + 6"l*u v ; A i 2 = a X 3 + B**^^ v , 

A21 ="a3i + 6 "
1 a 3 2 v A 2 2 «= a 3 3 + eTla3u v , 

<l)Bourb»ki: Algèbre ch. 2. 
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a 2 i = &~lz\2 » a 2 2 = a l l » û 2 3 x S lam , a 2^ = â 1 3 , 

a^j = 8~ 1a 3 2 , ai.2 » ¿31 , a^3 = 6
 1a 3i t , ai^ = a 3 3 • 

On transforme de même (b..) = f ~ ! ( ( B ..)) et (c..) = f ^ U c .)). 
I J i j I J 

L'égalité (C.) = (A. .)(B. .) s'écrit : 
1 J ^-J 

C i l = A n B n • A i 2 B 2 1 , C 1 2 = A n B 1 2 • A 1 2 B 2 2 

C21 5 5 A 2 1 B n + A 2 2 B 2 1 , C 2 2 = A 2 ] B 1 2 • A 2 2 B 2 2 

ou encore : 

c n + eTlcl2y = ( a n • B ^ a ^ v M b u + 6"
1b 1 2v) + (a 1 3 • 6"

1a l uv)(b 3 1 • 8 "
1 b 3 2 v ) > 

c n • eTlCmV = ( a n + B~
1a 1 2v)(b 1 3 + B "

1 ^ ̂ v M a j 3 • B " ^ i.v) (b 3 3 + B ^ b ^ v ) f 

c 3 1 + 8"
1a 3 2v = (a 3 1 + 8"

1a 3 2v)(b 1 1 + B"
1b 1 2v)+(a 3 3 • B^

1a 3 uv)(b 3 1 + B~
!b 3 2v) t  

c 3 3 • B~ 1c 3i #v = (a 3 1 • B""
1a 3 2v)(b 1 3 + B *

1 ^ i,v) + (a 3 3 + &'la3kv)(b33 + B ^ b ^ v ) . 

On effectue les produits comme dans la démonstration 1.3.1 ; 

d'après 1.1.3 on obtient : 

c l l = a l l b l l + & ~ l a 1 2 b 1 2 + a 1 3 b 3 1 + S l a m b 3 2 , ou 

c l l " a l l b l l + a 1 2 b 2 1 + a 1 3 b 3 1 • a i u b i 4 l > 

ainsi que les égalités correspondant à c j 2 , c j 3 , , c 3 1 , c 3 2 t c 3 3 , c 3 l 4 # 

D'autre part on a : 

c 2 1 = 6 l c 1 2 = 6 ̂ a jib^ + a 1 2 b 2 2 + a 1 3 b 3 2 + a l**b l # 2) , 

= a 2 2 b 2 i + a 2 1 b l l + a2*# b**l + a 2 3 b 3 1 > 

= a 2 1 b n + a 2 2 b 2 1 + c . 2 3
b 3 1 + a 2 U b m > 

et de même les égalités correspondants à c 22 i c 23 , c 2 i 4 , c u l , c k 2 , , o u u . 

Q.E.D. 

1.3.8. Il resuite de 1.3.7 que le groupe multiplicatif uns K-matrices inversibles 

et dont les inverses sont des K-matrices, est isomorphe au groupe multiplicatif 

des matrices inversibles d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau sous-jacent 

de A. f définit cet isomorphisme. 
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1.3.9 Lemne : La complémentaire (l) d'une ft-matrice est une K-matrice. 

La cœplénentaire de la K-matrice (a..) est la matrice (a!.) telle que 
ij i J 

aï. = y.. (l«i > j<*0 , y.» désignant le cofacteur du terne a., dans le déter-

minant de la matrice (a..). En utilisant (cf. 1.3*2) l'expression explicite de 
^ J 

la ft-matrice <-a..)f on obtient : 
^ J 

a£ x = В - 1 а \ 2 = B n â 1 2 a 3 3 â 3 3 - B" 1a 3i^ 3 i t5 1 3 - В" 2 а 3 25ц . А з * # • ^ ^ з г ^ З 3 ai з 

•f В" 2а 3ца2 Ца; 2 + б"" 1 аз 3а 3 15 1ц. 

a h = aij = а ц а 3 3 £ 3 3 + B"" 1a 3 1a 3 i +a 1 4 + 6 *
1 â 3 2 a 1 3 a 3 4 - В " 1 а 3 2 а 3 3 а 1 и - В ^ з ^ з ^ а ц 

- а з 3а 3 1 а 1 з 

a j 3 = В ^ а К = -В^^цг . ^азз -В" 2а 1 2 а з ^ а 1 ч - B * 1 ? ^ ^ 3 â j 3 + B~ 2â 3 2 el 

• В^азцахзац + B ^ â ^ â ^ a ^ . 

a $ i . е М з = В ^ ^ ц а щ Я з ц + B e % 1 â 1 2 a 3 3 a 1 t + • a 3 1 a 1 3 â 1 3 - 6 ! a 3 1 a l l 4 a l l t 

~ a 3 3 ^ 1 3 G l l - 6 1 а 3 й а 1 2 а 1 3 -

a^i = eTl€L^z = -В " " 2 а 1 2а 3 2 а 3ц ~ В с т 1 а 3 1 а 3 1 а 1 ц - 6 M 1 â 3 2 2 1 1 a 3 3 + В* 2 a 3 2 â 3 2 a l l 4 

+ B ~ ! â 3 1 a 3 3 â 1 2 • В " 1 & з « . л 3 1 £ 1 1 -

a ^ 2

 s â h = В ^ 1 а 1 1 а 3 2 а 3 1 + + a 1 3 a 3 1 â 3 1 + В ^ а ^ з г а з з - В " 1 с 3 2 а 3 2 а 1 з 

- â 3 1 a 3 3 a n - В l a
3 4 a 3 1 a 1 2 . 

а1.з 5 5 s - е " 1 а 1 1 а 1 1 а 3 ц - B ^ a ^ a ^ a ^ - B" 2a 1 2a l l 4â 3 2 • В л 1 а 3 2 а п а 1 3 

B^ 1a 3 1â l t +a 1 1 + B ~ 2 a 3 U a 1 2 a 1 2 . 

a U = a^ 3 = a n â n a 3 3 + 8 ~ 1 â 1 2 a 3 2 a 1 3 + f ^ з ^ ^ Е ц » - a 3 1 a n a 1 3 

- б ^ ^ з г с щ а ц - еГ1^зъ-\2^\2-

O.E.D. 

1.3.10* Lemme : L'inverse d'une K-matrice inversible est une K~matrice. 

(1) Codement : cours d'algèbre. 
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4/ 
En effet, si (a..) est une K-matrice inversible, cn a : 

^ J 

0 i t = dét(a..)éK (1.3.5). Donc, avec les notations du lemme 1.3.9, 
^ J 

(a..)*"1 = ^ ( a ! . ) est une K-matrice, d'après I.3.1* et l.jj.9« 
i j i J 

1.3.11 Proposition : L'application f (1.3.5) est un iscnciphisne du groupe 

multiplicatif des K~matrices inversibles, sur le groupe multiplicatif 

des matrices inversibles d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau 

sois-jacent de A . 

Conséquence de 1.3.8 et 1.3-10. 

l.h Isomorphisme F. 

l.k.l Lemme : Les matrices (A..) l^i , j<2 et (A!.) l<i , ĵ <2 représentent 

la même homographie à droite non dégénérée si, et seulement si, 

7(A^) ^ 0 et il existe A G K - {o} tel nue (A!^) = A(Aî . ) • 

La condition est suffisante. Démontrons qu'elle est nécessaire. Si les 

homographies non dégénérées définies respectivement par : 

X\ = A n X ! + A 1 2 X 2 , Xi = A\lX1 + AJ 2X 2 ; 

< X 2 = A 2 1Xj + A 2 2 X 2 , et / V2 = A^Xj + A 2 2 X 2 , 

V(A- .) * 0 , 7(AÎ .) 4 0 , 

sont identiques, en choisissant Xj = 1, X 2 = 0 , cn obtient l'identité des 

points à droite {A\\ , A 2 i ) et (Ah , A h ) donc il existe UC A(NU ^ 0) tel 

que A h = A n U , A h = A 2 i U . 

De cerne, Xj = 0 , X 2 = 1 , entraîne l'existence de VeA(NV ^ 0 ) , tel que 

A h = A 1 2V, A J 2 = A 2 2 V . 

Donc, à tout point à droite (X\ , X 2 ) correspond Q€A(NQ J 0 ) , tel que : 

A n U X i + A i 2 V X 2 = ( A u X i + A i 2 X 2 ) 0 , 

A 2 i U X i + A 2 2 V X 2 = (A21X1 + A 2 2 X 2 ) Q , 
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ou A11Y • Ai 2Z • 0 

A 2iY • A22Z • 0 

avec : Y « UXj - X XQ , Z « VX 2 - X 2Q . 

D'après la condition 7(A. • ) 0 f le système en Y et Z n'admet que la 

solution Y e 0 , Z « 0 ( 1 . 2 . 1 ) . 

Donc, quels que scient Xj , X2^A f il existe 0€A (NQ 4 0 ) tel que : 

XiQ « UXx , X 2Q « VX 2 , 

U et V étant des quaternions réguliers déterminés. 

En particulier, quels que soient X\ , X 2 réguliers, le calcul de Q donne : 

X[l\JXl » X 2 1VX 2^=^(X 1 X 2 1) -" 1U ( X i X 2 1 ) • V . 

Posons A * X1X2 1 . A est un quaternion régulier arbitraire tel que A~*UA » V. 

En prenant A = l o n a : U = V , donc AU = UA ,quel que s oit A régulier. 

Par suite U £ K ( 1 ) . Le lemme est démontré. 

1.U.2 Définitions : On note P3 (K(/ô)) (2) l'espace projectif défini à partir 

de l'espace vectoriel (K(*/o))14. 

On appelle ̂ -homographie, toute hanegraphie de ?3{K(/a)) définie par une 

K-matrice, dons la base de (K(/a)^ considérée. Une telle K-hcnographie 

est dite non dégénérée si la K-natrice correspondante est inversible. 

Les K-matrices inversibles formant un groupe nultiplica-

tif ( 1 . 3 . U ) , il en résulte que le6 K-homographies non dégénérées 

A) 

forment un groupe multiplicatif h appelé groupe K-hcmographique. 

1.U.3 Lemme : Les ̂ -matrices (a^.) et (&|j) représentent la même K-homographie 

si, et seulement s'il existe X£K - {0} tel que (a!.) « A(a..). 

(1) Bibliographie 3 j p. 7 - 9 . 

(2) Bourbaki : Alg. ch. 2 . 
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En effet, d'une port les matrices (a-.) et (a!.) représentent la même 

homographie de P 3 ( K ( v Q ) si, et seulement si, (a!.) = xf&.Jj A€K(i/a) - {0} . 

i> 
D'autre part, si (a..) et (aï.) sent deux ^-matrices, on a en particulier 

ij -̂J 

les relations a 2 2 = ¿ 1 1 £t a$ 2 = M l donc Aa 2 2 = Aa^et par suite A = A*^=»A£K 

(en supposant a n ^ 0 j demonstration analogue dans le cas contraire). 

l.h.k Proposition : L'application F, qui à toute K~homographie non dégénérée 

de matrice (a..), fait correspondre l'homographie à droite de matrice 

f((a..)) (1.3.5) , est un isemorphisme du groupe K-homcgraphique h 

sur le groupe homographique à droite H. 

F est surjective (résulte de 1.3*11). L'identité des homographies à droite 

de matrices f((a..)) et f((a!.)) entraine successivement : 

f((a! )) = Xf((e..)) , XCK - {0> (l.l».l) 
1 J *• J 

(a!.) = A(a..) (1.3.7) ; 
J J 

Les ̂ -homographies de matrices (a..) et (ai .) sont identiques (l.U.3). F est 

donc aussi injective, d'où on en déduit que F est bijective. 

Enfin, F est un isomorphisme, car l'image par F du produit des K-hancgra-

phies de matrices (a-.) et (b..) , i.e. la K-homographie de matrice (a.,) (b ^ 

ij ij ij v ij' 

est l'homographie à droite de matrice f((a..)(b..)) = f((a..)) f((b..)), i # f c # 

A) 

le produit des images par F des K-homographies données. 

1.5« Isomerphismes f* et F*. 

1.5*1 Lemme : Posons (cf. 1.1.3) : 

X*1 = X ) - x 2v , X*2 = X3 - X u V , 

^ _ ^ - — 
Xi = xi - xjv , XJ = x$ - x^v , 
x £ , x!e?C(vQ (UUh) ; 

A*n " e n - S"1ai2v , 1*12 = â ] 3 - B ^ a ^ v , 

A21 = â 3i - 8"" 1a 3 2V , /* 2 2 = £33 - B ^ a ^ v , 

a. .£ K{&) (Ki , j<U). 
1 J 
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Les relations : 

2 ~ x l : * 2 1 + À 2 - 2 2 > 

et 

x\ = û n x x + a 1 2 x 2 -f e 1 3 x 3 + a ^ X i , , 

x â = 6" 1â 1 2x 1 + â l x x 2 + B'"
1a 1i 4x 3 + a 1 3 x 3 , 

= a 3 1 x l + a 3 2 x 2 • a 3 3 x 3 + a 3 U x U » 

xî, = 6" 1â 3 2x 1 + H 3 1 x 2 + B~
1â 3 i 4x 3 + â 3 3 X i , , 

sont équivalentes. 

1.5 . 2 Définition : On appelle , l'application qui, à toute K-matrice (a..) 

fait correspondre par les relations (1.5.1) : 

A*2i = â 3 1 ^B"
1a 3 2v , A22 = a 3 3 - e - ^ u v , 

la matrice (A..) l^i , j^2, à coefficients dans l'anneau opposé 

à l'anneau scus-jacent de À. 

1.5.3 Proposition : L'application f*(l.5 .2) définit l'isemerphisme de deux 

algèbres sur K : l'a^èbre des K-matrices et l'algèbre des matrices 

d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau exposé à l'anreau sous-

jacent de A . 

1.5.U Proposition : L'application f ( 1 . 5 . 2 ) est un isenerphisme du r.roupe 

f\j . . . 

multiplicatif des K-matrices inversibles, sur le groupe multiplicatif 

des matrices inversibles d'ordre deux, à coefficients dans l'anneau 

opposé à l'anneau sous-jacent de A . 
1.5.5 Lemme : Les matrices ( A * .) et (a'*.) représentent la r.Cne honc~raphit à 

1J ij " 

gauche non dégénérée si, et seulement si, : V*(A* . ) 4 0 et il existe 

>. €K - {0} tel que (A'/.) = A(/*.) . 
1J ij 
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I .5.6 Proposition ; L'application F*, qui, à toute ̂ -homographie de natrice 

(a..), fait correspondre l'homographie à gauche de natrice f ((a..)) 

( 1 . 5 . 2 ) , est un isomorphisme du groupe K-homographique sur le groupe 

homographique à gauche H* . 

1.6 Les isomorphismes fondamentaux F et F . 

1.6.1 Définition : On appelle F (resp. F * ) , l'application qui, à toute K-

hcnographie de matrice (a..) , fait correspondre l'homographie bilatère 

dont la composante à droite (resp. à gauche) a pour matrice f((a. )) 

(resp. f1(a..))) (1.3-5 ; 1.5.2) . 

1.6.2 Théorème : F v (resp. F*1) ( 1 . 6 . 1 ) est un isomorphisme du groupe K-homo-

graphique h sur le groupe homographique bilatère H, L'application 

fi = ( F*)" 1 F (resp. L = F^F" 1) est un automorphisme de h (resp. d e " ) 

Donc, à toute homographie bilatère de la d.p.q. correspond 

par F 1 et ( F*) 1 , un couple de i^-hcmographies non dégénérées de 

matrices respectives (-••) et (b..), tel que l'application, qui $ l a 

K-homographie de matrice (a..), fait correspondre la ̂ homographie 

de matrice (b..); est 1'automorphisme /. 

En effet , F (resp. F*) est canpcsé de l'isomorphisme F (resp. F*) 

(l.U.U ; I .5 .6) et de l'ieomorphisme qui, à toute homographie à droite S 

(resp. S ), associe l'homographie bilatère dont la composante à droite (resp. à 

gauche) est S (resp. S^). 
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CTIPITRE I I : les autcmcrphisnes L du groupe hanographique bilatère H et A 

du r r cupe K- -hcr.ograr,hi o u t h • 

2.1. Calcul de la K-matrice (b..) l<i , j<U définie au théorème 1.6.2. 

Cn se prcpose, connaissant la K-matrice inversible (a..) (£ = det (?.••) ̂  C), 

l ,1 -J 

de calculer la K-natrice inversible (b..) définie au théoreo.e 1.6.2. On utilise 

les relations : 
A*11 A2 1 - A* 2 1A n = 0 

( I ) * * > ^ K " <°> * 
¿1 1 A22 - A 2 1 A12 = - j 

A* 1 2A 2 2 -
 A*22 A12 = 0 

( I I ) X £ K - {0} , 

- A*2 A2 1 + A 2 2 A 1 1 = >• 

qui définissent une homographie bilatère (1.2.3), ainsi que les relations : 

A n = a n + (f *a 1 2v , A 1 2 = a 1 3 + B^a^v , 

A 2 1 = a 3 1 + 8"
1a 3 2v , A 2 2 = a 3 3 + f f ia^v 

/« n = b n - B*lb 1 2v , A*12 = b 1 3 - B^b^v , 

^21 = * 3 1 - B~ ]b 3 2v , A*22

 8 8 *33 - e""1b3i4v , 

qui définissent respectivement F et F * (1.6,1)• 

Le systène ( I ) détermine , b 1 2 , b 3 1 , b 3 2 en fonction des a... 

En effet, en effectuant les calculs ccuir.e dans le lenre 1.3.1, et en utilisant 

1.1.3 , le systène ( I ) s'écrit successivement : 

( b u - 6" 1b 1 2v)(a 3 1 + e"" 1a 3 2v)^(b- 1 - e"
1b 3 2v)(a 1 1 • B^a^v) = C , 

( b n - 6" lb 1 2v)(a 3 3 «f ?""1a3uv)"'(b31 - 6*"1b32v) (aj 3 + B^a^v) = X , 

b n a 3 1 + B ~ l b n a 3 2 v - fi"1b12â31v - B"" 1b 1 2â 3 2 - b 3 l a n - 8^ 1b 3 1a 1 2v + 8
- 1 b 3 2 a x xv 

• 6" 1b 3 2â 12 = 0 , 
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Ь ц а з з • в ^ ^ п а з ц у - ^ ^ к а з з У - ß" 1Ъ12^з«4 b 3 1 G i 3 - ß ^ b ^ a m v • ß " 1 b 3 2 a i 3 v 

b i r ° - 3 i - ъ~1Ъ\г?-з2 - ^ 3 i ° - : i + ^1^г?^'\2 " 0 , 

Ь ц а 3 2 - Ъ 12^.31 - Ъ 3 1 а 1 2 + ^ 3 ^ 1 1 = 0 j 

Ь ц я 3 3 - В в в 1 1 '12^3«. ~ b 3 i ^ i 3 + ß ' V ^ - l U = à , 

bua3 1 . - bi;r-33 - í > 3 i a i i « + b 3 2 : 4 3 - О , 

le dCtcrninr.nt du s^+.cr.e (Ï) est : 

a 3 i - а ц P~ 1 a i 2 1 3 1 Г-32 a 3 3 a 3i }  

2 

аз2 -^31 - a i 2 a u ß ~ ^ 3 2 a 3 i ß ^ з * . a 3 3 

азз *ß ìR$i4 me.\2 ß K\\i> а ц a i 2 a ¡ 3 а\ц 

a3i. . а 3 3 - а щ а 1 3 b~l~ì? с.и В^Чщ а 1 3 

а ц a n Л 1 3 aii. 

e"!âi2 5ц ß^ ' - iu Si3 

- £ avec О * í = det(a..)£K (1.3-3) 
а з ! аз2 a 3 3 аз^ J 

ß~^32 â 3 i З в 1 И з ц а 3 3 

En désignant par y. . le ccfpctoui* du tt-rme a. . dans le determine»nt de la 

K--mr.trice (a..) (cf. 1.3-9), en obtient : -̂ J 

О *&~l*Z2 *a ß > ' 1 a 1 2 

^ 0 7 3 1 * a i 2 а ц - 8 ~ ^ 3 2 - а ц ß " 1 ^ 

X -В л 3 и - a i 3 ß а щ - 5 3 1 - a i 2 a u 

О - азз -ai*. â i 3 ^ 3 3 - a l t f â 1 3 

http://K--mr.tr
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6" 1â 3 2 a n è~le-i2 6 * ^ 3 2 Q a i
 c33 

= A^T 1 a 3 1 a 1 2 = >Z~l a n a 1 2 a l u 

n 3 3 a l l 4 â 1 3 B-1?-i2 Qll a13 

c . u a 1 2 a l u 

3 3 

= >Z~l 6'*l2,2 c u H 1 3 = A-TH-l) + y 3 3 

6"1âS2 ""-31 ?-33 

Donc b u = \Z . 

On trcuvt et r t T t : b 1 2 = A - O y ^ , b 3j = - Xi » ̂ 32 = ; Jy?3 

Le système (II) se transferts de façon ûnalr.fue. On obtient : 

/ y33 ~ yu3 - y31 y«.i\ 

/ - b " 1 ^ y 3 3 e ' 1 ^ ! - y 3i \ 

(b. J = U 1 J J A , £ € K - {0} 

" 713 .v2 3 yil - y21 f 

\ 8 ~lV22 " yi3 ~ B " 1 ^ ! y U / 

2.2. Sinplificnticn de l'expression dt (b..). Propriétés dt- l'p.utcrorph)'sr;e A 

2.2.1. De 1.3.9 résultent les rtlaticns : 

y 1 2 - 6"1y21 , y 22 = Yll » y32 « ^"ly>*ï y Vu? = Y31 . 

yiu = B _ 1y2 3 » y2 4 = ?13 . y 3 W = B " 1 y 4 3 , yi.t. = y"33 • 
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Donc : 

/ y 1.1. ~ y«.3 - yu2 ï'h\\ 

~ y3u J'33 y32 - :'3i 

(b i.) = U "
1 ; x %l e K - {0} 

1 J I - y2u y2 3 /22 " 721 

y S'il. y i 3 ' 712 y i 1 / 

2.2.2. Dcfiniticn : On r.pptlle pst-udo-transpcsc:e ,;e le natrice (r...) l$i t ĵ lj 

à coefficients dans un anneau , la matrice c(a..) - (a?.) l^i , j^U 

telle que : 

ûij 1 5 + 6ij + h y ci'j- ( u i > W • 

avec i* = 5-i , j* = 5-j , 6.. « 1 tt i - j , 6.. = 0 si i^j. 
io i j 

2.2.3. Lèvre : Si (a..) est une matrice ("'ordre quatre, à coefficients dans 
^ J 

un anneau, on a : °(C(a..)) = (a..). 

Posons °(a. j) = (a!j et °(?.^) = (aVJ. Peur tout i , j£{l,2,3,U} on a : 

a . . - (-1) a j ( 

^<5..+6.., •l+'S., .,+6., . 

- (-1) 1 J 1 J (-1) 1 J 1 . « a . . , 

car 6.... = 6.. tt 6. ,f - 6.f.# 

1 J 1 J 1 J 1 J q.e.d. 

2.2.U. Le-rime : Gi (a,..) est une matrice d'ordre quatre, à coefficients dans 

un anneau, on a : G(t(0-..)) = *(°(a..)). 

Poscns °( £..) = (al.) et
 t(aï.) = (bî.). On a : 

4-1-6. .+6. ., 
b! = cl. = (-1) J 1 J 1 a (lN<i , .iN<U). 
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Posons encore ^(a..) = (c.) et °(c.) = (c!.) ; on obtient : 

• 6. .+<$. ., +6. .+6. ., 
cï. - ( - 1 ) 1 J 1 0 c.,,, = (-1) 1 J 1 J a.,., (Ki , j<b). 

Dore rour tout i , j € {1,2,ЗгЛ) en a : bï . = cî ., car 6. . = <5. . et 

б. • • ~ 6..,. o.e.cl. 
Ji iJ 
2.2.5 Le*\re : Si (a..) et ( b . . ) sent des ratrices d'ordre quatre, è coefficients 

i J i J 
clans un anneau on a : G{(a..) (b..)) - °(a..) °( t. . ) • 

Pesons (е..) = (a )(Ъ ) э °(a ) - (a!.) e °(b ) = (»! ) , 
-J i-J J д. J J j 

°(c..) = (c!.) • On a : c . = a. r Ь л. . Il s'agit de démontrer l'égalité : ij iJ iJ i<- О 

(c!.) = (a!.)(bî.) . i.e. : cî . = í l a!. b' ou : 

(-i) 1 J 1 J c. f. t = E o d * l k k J k J 

J k=l 

ûi'k' ^ ' j ' 9 : ' o u r t o U ß i * J С {1,2,3,4. 

Cela revient à prouver que les entières : n = l + 6 . . + 6 . . , e t 

n = 6.. • 6,.. , + Í . • 6, . ; , sont de xr.Gr.e parité pour tout i, j, k£ { 1 , 2 Э 3 , Ц ) . 

Si к = i , ni s 6.. • 6... + S.. • 5... 
il il1 ij ij f 

= 1 • 6.. + 6..t - n car £... = 0. 
ij ij il 

Si к = i' , n i = 6... + ô. . + 6.,. • ô. , ., 
i:l' il i ' j i'j' 

= 1 • ô. .. + 6. . = n . 
ij ' ij 

Si к ~ j eu si к = j' , on obtient de r.Cre n = n¡ . 

D'autre part, on a : i Ф i 1 e г j 4 ¿ ' , donc les entiers i , i 1, j , j' 

ne sont distincts deux à deux que dans le cas où i Ф j et i Ф j'. Il en 

résulte que dans cette hypothèse, к est egal a l'un des nombres i, j, i', j' , 

donc n = П ] , 
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Si i = j : n » 1 + 6 i. • « 2 , 

° 1 " 6ik * «ik« + *ki + 4ki« = 2 ( 6 i k * 6 i k ' K 

Si i = j* : n = 1 + 6.,. + 6., = 2 

J J J J 

n = 6j'k + 6j»k' + 6kj + \ y • 

Dons tcus les cas n et ni sent de mC:ne parité. 

q.e.rï. 

2.2.6. Lemne : Si (a..) est une matrice inversible d'ordre quatre à coefficients 

dans un anneau on a : 
(°( a..))"»- ^(a..)" 1). 

1 J J 

En effet, la relr.ticn (a^j) ̂ i ^ * 1 = ( (J1*) désigne la np.trice unité 
d'ordre quatre) entrcîne : °(r. .) °( (a. • ) _ 1) = = . 

2.2.7 Proposition : Soit A un anneau comnutatif. L'application (a..) °(a 
XJ ij 

est un autonerphisne inv^lutif de l'alcebre sur A des matrices 

d'ordre quatre, à coefficients clans A. 

Cette application est bijective puisque, d'après 2.2.3. elle est involutivt. 

La proposition résulte a3ors de 2.2.5 et des relations : 

tout raÉA, déduites de la definition 2.2.2. 

Proposition : A la h~her.ceraphie matrice (a..), l'automcrpbisne A 

(1.6.2), fait correspondre la K-horographie de matrice (b..) « 

D'après 2.2.1 et 2.2.2 on a (b..) = U"}o(y..) avec A, £ G K - {0} 

le relation (p...)"1 = ^ ^ ( y . . ) donne : (y..) = ̂ ( ( n . 

IJ * I J I J I J 

Donc : (b..) = \Z~l*aU .S'1)) = " " ( V . . ) " 1 ) (2.2.7). 
IJ I J I J 
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Fais (b..) étant la matrice d'une K-homographie, est définie à un 

facteur près de K - {C} ( 1,1.3) ; en peut prendre : 

(b..) = °(t((a..)"»)). 

Les opérations de transposition et d'inversion étant permutables, cn 

pcs t : d ( a = t ( ( a . . t ( a . . ) " 1 (1) 

-*-J "*J 

Dune : (b..) = °( t(a. )~») . 
— J ^ J 

2.2,9 Proposition : Lfautor.or;.hime A (1.6.2) est ir.vc2utif. 

En effet, de 2.2.3 , 2.2.k , 2.2.6 results que : 

( b y ) . V ( « y ) - > ) - . ( . y ) - V ( b u r . ) . 

2.3 Prcpri^t^s de l'avtcr.crphisme t . Definition des groupes G et G . 

2.3.1 Preposition : A toute homographie bilatr-re, dont la composante à 

droite a peur matrice (A..), l'autcmcrphisr.e i (1.6.2) fait 

ccrrespcnlre l'hcmograrhie bilatère, dent lo composante n gauche 

a pour matrice (/*.) = (A..), 

la résulte de 1.6.2. et de 1.3.5 et 1.5.2. 

2.3.2 Proposition : Deux K-hcmcgraphie s s et s' s'échangent par /. (1.6.2 ; 

2.2.9) si, et seulement si, l'une des conditions suivantes est 

réalisée : 

(1) F (s) = F * ( s » ) 

(2) F ( S ) = L( F ( s t ) ) 

(3) F*(s) = L{ F V ) ) 

La relation s' = A(s) s'écrit : s' = (F* T 1 F ( s ) (1.6.2) ; 

elle équivaut à (l). 

(2) devient : F ( s ) = F * F ~ ! ( F ( s ' ) ) (1.6.2) et se ramène à (l). 

D'après (1), (3) s'écrit : F (s') = L ( K s ) ) , égalité qui n ' e s t autre 

que (2). 

(1) BourbaW : Alg. ch. 2. 
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2.3.3 Corollaire : L'automorphisme Lest involutif. 

En effet, d'après 2.3.2 , 2c F (s) = (./(F (s')) et F (s') r:/. ( F ( s)), 

on déduit F(s) = L ( L( Ks))), et si s ett rcnOique du groupe K-hamogrephique 

h, F(s) est aucci générique du groupe homographique bilatère (1.6.2). 

2.3*^ Proposition : Far restriction, F (resp. F*) définit un isomorphisme 

du sous-r-rcupe G forme des éléments du groupe K-homographique h, 

invariants par 1'automorphisme A t sur le scus-groupe G fermé 

des £ler.ents du groupe homographique bilatère H 9 invariants par 

l'automorphisme L Fut F* s'identifient sur C. 

G est un sous-groupe de h. En effet, se! G équivaut à A(s) - s, donc 

d'une part : s€G entraîne A(s' *) = ( A(s))" 1 = s" 1 i.e. s" l6G. 

D'autre part : se G et s'e G ont peur conséquence A (s s') = A (s) A (s') c « ' 

i.e. ss'e G. 

La relation s£G équivaut à A (s) = s i.e. à F (s) = F (3) o u £ 

F (s) = L(F(s)), d'apres 2.3.2. Donc F et F*G

,idertifient sur G, et 

l'irrge di; G p^: F e s t G 

2.3.5 On démontrera au chapitre III que les soue-greures G et 0 sont non 

triviaux, et ou étudiera leur structure. 
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CHAPITRE III : Structure du groupe G constitué des hcpographies bilatères  

invariemtes par ltautomorphisme L et structure du grcupe G 

constitué des K-homographies invariantes par lyautomorphisme A • 

3.1. Structure de G. 

3.1 .1 . Lemme : Soient A et C deux quaternions irréguliers tels que AC « 0. 

Il existe un élément unique c de K( /çx) tel que C = Ac. 

En effet, d'après 1.1.5 t il existe BCÀ tel que C « ÂB. 

Posons : A « ai • a 2v f B « bi • b 2v (aj , a 2 , bj , b 2 € K( /3) ). A étant 

irrégulier, cm a HA » 0 et A 4 0. On en déduit : a 2 4 0 , car dans le cas 

contraire, A appartiendrait au corps K(/a) et la relation NA « 0 entraînerait 

A * 0, ce qui est exclu. 

Cn peut dcnc poser : c * B - Ab 2 ( â 2 ) "
1 • 

On a : c « (bl • b 2v) - (a x • a 2v) b 2 (a 2)""
1 s bl - a 1b 2(â 2)""

1 e K(/a) 

et Ac » ÂB - (NA) b 2 ( â 2 ) ~
l « AB = C. 

c est unique, car s'il existait c f €K(/cî) tel que c 1 ï c et C « Ac' , 

on aurait A (c-c') « 0. Donc, c - c'€ K(/a) étant régulier (c - c' f* 0 ) , 

on en déduirait A a 0, contrairement à l'hypothèse. 

q.e.d. 

3.1.2 temme : Un élément S de G est défini par les matrices (A..) et (A..), 

qui représentent respectivement sa composante à droite et sa com­

posante à gauche, si, et seulement 6i, les coefficients sont liés 

par les relations : 

( 1 ) A n A 2 1 = X 1•Xi element arbitraire de K , 

(E) J ( 2 ) Â l 2 A 2 2 * A 2 , A 2 élément arbitraire de K, 

J ( 3 ) A n A 2 2 • Â 2 i A i 2 = A 3 , A3 élément arbitraire de K - { 0 } 

avec la condition V ( A . . ) i 0. 
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Il résulte de la définition de G ( 2 . 3.M , de la proposition 2 .3 .1 et de 

1.2.3 , les relations nécessaires et suffisantes : 

A n A 2 i - A a i A n = A 1 2 A 2 2 - A 2 2 A 1 2 = 0 » 

A n A 2 2 - Â 2 1 A 1 2 « A 2 2 A n - Â 1 2 A 2 1 = A 3 pair tout A 3 G K - {0} , 

7 ( A . . ) 4 0. D'où le leime. 

3.1.3 Lemce : Lorsque Aj = 0 et A 2 i 0, on déduit de ( E ) (cf. 3 .1 .2) : 

A i i » 0 , A2\ ^ 0 ou Aj| ï 0 , A 2 1 = 0. De mcr.e lorsque Aj ff 0 et 

A 2 = 0 on a A 1 2 = 0 , A 2 2 i 0 . ou A i 2 i 0 , A 2 2 = 0. 

Supposons Aj - 0 , A 2 ¥ 0 (r.ciiie demonstration dans l'autre cas). 

D'après ( 3 ) » on ne peut avoir simultanément A u - 0 et A2\ = C. Il suffit 

donc de démontrer que les relations simultanées A\\ i 0 et A 2 j 0 sont exclues. 

En effet, si on avait A j i ̂  0 et A 2 1 ^ 0 , (l) entraînerait NAn= WA2l * 0 

ainsi que l'existence de Q É A (cf. 1 . 1 .U) tel que A n = 0^21* Cette dernière 

égalité et les relations N A 2 2 # 0, A 1 2 ° A 2 ( ! I A 2 2 ) " " 1 A 2 2 déduites de ( 2 ) , per­

mettraient d'écrire (3) sous la forme : 

QÂ21A22 " Â21 A 2 ( N A 2 2 ) ^ 1 A 2 2 = A 3 , A 3 €K - {0} , 

OU (Q - >2 ( Î W 2 2 T 1 ) Â 2 1 A 2 2 = A 3 f A 3 £K - { 0 } f 

ce qui est irpessible, car le prerder membre de cette égalité est un quaternion 

irrégulier puirque N A 2 i = 0 , et le deuxième membre est régulier. 

3.1.1* Ler^re : Si l'un des quatre quaternions contenus dans (E) (cf. 3 .1 .2 ) 

est tel que = 0 eu R A ^ i 0 , les trois autres vérifient la même 

relation. 

Supposons A n = 0 ou N A j i ^ 0. La démonstration est la même dans les 

autres cas. 
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1 ° ) Supposons A]j c o. 

( 3 ) entraîne NA 2i^ 0 et NAj2 i 0» Vonc de ( 2 ) résulte que A22 = 0 

si X2 = 0 et NA22 0 si A 2 0 f le lenme est démontré dans ce ces. 

2 ° ) Supposons NA}} fl 0 quatre cas sont possibles : 

si \ x i 0 et A 2 *
 0 œ a : ^ 2 2 * 0 » ^ 1 2 * 0 * m 2 \ * 0. 

si Aj x 0 et \ 2 ¥ 0 on a d'une part KA 1 2 1 °»
 N A 2 2 0 t 

d'autre part, d'après 3.1 .3 • A21 * 0. 

si >i ^ 0 et X 2 = 0 les conclusions sont analogues pour 

le8 mêmes raisons. 

Enfin, si Aj * X 2

 s 0 , (l) entraîne A21 • 0. 

Donc de ( 3 ) résulte : NA 22 4 0 , et par suite de ( 2 ) : A 1 2

 s 0. Le lenme est 

vrai dans chaque cas. 

3.1.5. Lemme : Les solutions du système (E) (cf. 3 . 1 . 2 , inconnues-, A.. , l$i , j « 2 ) 

sont obtenues en réunissant les solutions des systèmes (E') et ( E " ) : 

/ ( 1 ) Â 1 1 A 2 1 » X l t \\£ K , 

( 2 ) Â12A22 • *2, À 2 ^ K 

( E « ) 1 

( 3 ) A U A 2 2 - X 2iA l 2 = * 3, X 3fK - {•> , 

. (U«) HA. . 4 0 ou A. . = 0 (Ui , j « 2 ) , 

f ( 1 ) À n A 2 1 = X,, Xx€ K , 

j ( 2 ) À 1 2 A 2 2 - X 2, X 2 £ K , 
( E " ) ; 

] O ) À n A 2 2 - A 2 1 A j 2 = A 3, A 3fK - {0} , 

(U") NA.. » 0 et A.• i 0 (l<i , j< 2 ) . 

En effet, d'après 3.1. toute solution de (E) est solution de (E f) ou 

de (E"). Réciproquement, toute solution de (E') ou de (E") est solution de (E). 
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3.1.6. Proposition : Les solutions du système (Ef ) (cf. 3.1.5) sont : 

A n « aA , A 1 2

 8 5 bA 9 

A 2 i « cA , A 2 2 • (3A , 

où A quaternion régulier (NA 4 0) et a, b, c, d€K vérifient les 

relations : ad - bc i 0 , ac (KA) = \\ , bc(NA) = A 2 , 

(ad - be) (NA) - A 3 . 

A cause de la c addition A 3 4 0 les seules formes possibles de (k*) sont : 

(M) N A u 4 0 , NA l 2 4 0 , NA 2 1 * 0 , ÎIA22 4 0 , 

( t j ) A n » 0 , NA 1 2 * 0 , NA 2 1 * 0 • NA 2 2 * 0 t 

(M) N A U * 0 f A 1 2 = 0 , HA2i 4 0 f K A 2 2 4 0 f 

(H) N A n 4 0 , NA 1 2 * 0 , A 2 1 = 0 , K A 2 2 4 0 f 

(H) N A U * 0 f BA l 2 4 0 f I I A 2 1 * 0 f A 2 2 » 0 

(H) A u » 0 , NA 1 2 4 0 , NA 2 1 * 0 , A 2 2 * 0 t 

( * * } ) N A n * 0 » A 1 2 c 0 t A 2 1 = 0 , I!A 2 2 4 0 f 

Démontrons la proposition dans le cas de (h\) et de (Uj) ( i a démonstration 

est analogue dans les autres cas). 

1° Dans le cas h\ , A n étant régulier, pour la symétrie des notations, 

on peut écrire : A n B aA avec A£ À , NA fl 0 , a £ K - ( 0 ) . 

( I ) devient : aÂA 2 i
 B \\<f*=* A 2 i « cA avec c = X\ a* 1 (NA) - 1CK - {o>. 

(2) équivaut à A 2 2 A 1 2 - A2.*-* A 1 2 = * 2 (::A 2 2)" 1 a

22- P'-'î uc !IA22 fi 0 . 

En remplaçant A u , A 2j , A j 2 par l^s valeurs t^ouvé*-s, (3) s'écrit : 

AA 2 2 (a - cA 2(NA 2 2)
M 1) = A 3, et puisque A 3 4 0 , (3) équivaut à : 

a - c A 2 ( N A 2 2 ) ^ 1 4 0 . Et A 2 2 » dA avec d » A3(lIA)~
l(a - cA 2(NA 2 2)"l)*l K _ { 0 ) 
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La relatico A l 2 » X 2 (NA 2 2)~
lA 2 2 s'écrit : Aï2

 9 bA f avec b 

b » A 2(NA 2 2r
idÉK - { 0 } . Il en résulte que bd~ x - A 2 ( H A 2 2 ) ~ L » <*cnc la 

relation a - c A 2 4NA22)" 1 4 0 sfécrit : a - c bd~ l 4 0 i.e. ad - bc 4 0 . 

Ainsi, taxte solution de ( E f ) est de la famé : 

A n 3 ûA f A i 2 • bA t 

A 2 i • cA % A 2 2 • dA , 

où A est un quatemion régulier et a, b , c, d des scalaires tels que ad - bc 4 0 . 

En substituant dans les premiers membres de (l) 9 (2) , ( 3 ) on obtient 

les conditions : ac(NA) * \\ f bd (nA) * A 2 (ad - bc ) ( N A ) » A3 s ce qui 

achève la démonstration dans le cas U\ . 

2 ° Dans le cas k± % on peut encore poser pour la symétrie des notations : 

A n • *A , A i 2 • bA avec N A # 0 t a t b € K f a « 0 f b ^ 0 puisque A n * 0 

et H A i 2 4 0. 

De ( 2 ) résulte A 2 2 « A 2 ( N A 1 2 ) - " 1 A 1 2 « dA avec d * x 2 ( H A 1 2 r
i b € K - { 0 } . 

Qq déduit de ( 3 ) : 

A 2 1 A 1 2 * • X 3 t A i 2 A 2 1 3 - *3» d o n c A 2 1 " ~ X 3 (WAi 2)""
1 a12 e c A 

avec c « - A 3(NA 1 2)*
1b€K - { 0 ) • 

La démonstration s1achève ccnrae dans le 1 ° . 

3.1.7« Lemme : Le système (E") (cf. 3 . 1 . 5 ) é ? ™ u t à (E f ,i ) : 

(U") H A . . = 0 et A . . 4 0 {Ui , j<2) f 

( 5 ) A21 > A u c , c€K(/S") 

(6) A 2 2 = A12 C , c'€ K(^a) , 

( 7 ) ( A 1 ^ 1 2 ) C - c ( À n A 1 2 )
 a X 3, A 3 £ K - { 0 } . 

Remarquons d'abord que dans le système (E"), la condition MA.. = 0 
^ J 

(l$i , j^ 2 ) f entraîne : Aj « A 2 «= 0. 
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Il en résulte que compte tenu de (U M) , (5 ) se déduit de (l) (dfaprès 

3.1 .1) et ( 1 ) se déduit de (5 ) ; de même, (2 ) équivaut à ( 6 ) . 

Par suite, (E") entraîne (E'{) et réciproquement (E'[) entraîne (E"), 

ce qui démontre le lemme. 

3.1.8 : Lemme : Posons : 

( 8 ) À U A 1 2 • x j • x 2 v f x j , x 2 € K ( ^ 7 ) . 

Le système (E'J) ( 3 . 1 . 7 ) éaul/cut à (E^) : 

(«*") NA. . « 0 et A. . i 0 (Ui , jN<2) 

( 5 ) A 2 1 - A n c , c f K ( ^ ) , 

(6) A 2 2

 0 A 1 2 c , e t K C » ^ 

(10) X j (c - c) « X 3, X 3 € K - ( 0 ) . 

( 6 ' ) étant la conjonction de (6) et : 

( 9 ) C - c , 

Il suffit de démontrer : 

1° ( V ) et f?) (o) et (10) , 

2° ( 9 ) et (10) =s(7) , 

car il résulte 1) : (E'j) (?2') et du 2° : (E2') = > (E'j). 

Remarquons d'-.bcrd que (7) s'écrit : 

U i • x 2v) c* - c (x\ + x 2v) = > 3 , >.3eK - ( 0 ) , 

donc équivaut à la conjonction des relations : 

(11) X | C ' - C X | = A 3, X 3 G K - { 0 } , 

(12) x 2 (c' - c) = 0 . 

1° Supposons vérifiées les relations (U") et ( 7 ) . 

On a d'une part (11) et ( 1 2 ) , d'autre part N(Â*nAi2) * 0 , i.e. d'après (8 ) •• 

(13) N X ! - 6Nx2 - 0. 
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Il en résulte : xj i< 0 et X2 ^ 0 , car dans le cas contraire, (13) entraîne 

x\ • X2 = 0 , donc (8) entraîne A n A j 2 • 0 , en contradiction avec (7). 

x2€ K(/ï) - { 0 } étant régulier , ( 9 ) se déduit de (12), et (10) se déduit 

de (11) et ( 9 ) . 

2° (9 ) et (10) (11) et (12) = ^ (7) q.e.d. 

3.1 .9 . Lemme : Posons : 

(1U) A.. = a. . + b. .v , a. .b. .€ K{Sâ) (l«i,j«2). 

La relation : 

(U") № . . s 0 et A.. 4 0 (Ui,j^2) , entraîne : 

(15) Ka.. - 6 N b . . « 0 (l«i,j«2) , 

J ^ J 

(16) a.. 4 0 , b.. 4 0 (l«i,j«2) , 
* J ^ J 

(17) a 1 2 = b a u , b 1 2 • b ' b n , b , b'CK(^) f 

(18) X! = Nan (b-b'h 

X j est défini par la relation (8) (cf. 3.1.8). 

(15) résulte de (lU) et de la relation NA. . = 0 f contenue dans (V ). 
^ J 

La négation de (l6) entraîne, d'après (lU) et (15), A.. =* 0 , contrairement 

à ( U M ) . 

On peut poser ai 2 (an)""
1 = K(Sa) et b j 2 ( b u ) "

1 = b' € K(/a) , puisque 

a n 4 0 et b u 4 0 . On obtient (17). 

D'après (8) et (lU) on a : Â n A i 2 = x\ • x 2v = ( a n - *>ll
v) ( û12 • b 1 2 v K 

donc xi = a n a i 2 - 6 b n ^ i 2 * 

(17) entraîne : xi = (Nan)b - B(ï!bn) b' , et la relation Naji * BNbn 

déduite de (15) donne (18). 

3.1.10. Lemme : Le système (E 2) (3.1.8) équivaut à (E'i) : 

(U") ka = 0 et A . . 4 0 , (Ki,j«2), 

(5) A 2i = A n e , c€ K(Sâ) , 
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(6') A 2 2

 s A 1 2c , c€K(/â) , 

(19) A ï 2 = b A n , b * K ( » ^ , 

(20) (nau)(b-b)(c-c) • X 3 , A 3 £ K - { 0 } . 

Il suffit de démontrer 

1° (U") et (10) = > (19) et (20) 

2° (U"), ( 1 9 ) , (20) ( 1 0 ) , 

car il résulte du 1° : (E'2*) = * ( E ^ ) et du 2° : (E'3') (E*2'). 

1°) Supposons vraies les relations (U"), (10) ; dcnontrons (19) et ( 2 0 ) . 

D'après 3.1.9 : (15), (l6), (17), (l8) sont valables. Il résulte de (10) : 

c-c 4 0 et xj (c-c) * X 3. On a donc : xi(c-c) = xi(c-c) i.e. (xj • xjHc-c) » o. 

L a régularité de c-c€K(/T) - ( 0 ) entraîne : 

(21) X j • Xj = 0. 

De (18) et (21) on déduit : ( N a u ) (b-b'+b-V) « 0 et d'après (16), par 

suite de la régularité de ai't€K(/a) - ( 0 ) : 

(22) b+b = b ' + V . 

(15) et (17) entraînent successivement : 

N a 1 2 - 6 N b 1 2 » 0 et (Na u)(Nb) - 8(Nbji)(Ifb' ) « 0 . 

Appliquons à nouveau ( 1 5 ) , on obtient : (Najj)(Nb - Nb') a 0 i.e : 

(23) Nb = Nb' . 

De (22) et (23) résulte : b' * b ou b' = b. Démontrons que la relation b' e t> 

est exclue. Pour cela remarquons d'abord que d'après (lU), l'égalité A j 2 ° hAjj 

s'écrit : ai 2 • t>i2v s b(an • t>liv). Elle équivaut à a i 2 = b a 1 1 c t b 1 2 * b b 1 1 f 

i.e d'après (17), équivaut à b'bjj = bbji. Donc : 

(2k) A 1 2

 c b a 1 1 < * = * b ' = b , 

car d'après ( l 6 ) : b n é K ( / a ) - { 0 } est régulier. De même A 1 2 « Ajjb*
1** b 1 « b 
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La relation b 1 « b entraînerait successivement : A 1 2 •
 A n ^ t 

ÂiiAi2 a s B (NA^Ïb » 0 , X j s o (dfaprès ( 8 ) ) , en contradiction avec ( 1 0 ) . 

On a donc : 

(25) b' « b f 

ce qui démontre (19) d'après ( 2 U ) . 

(20) résulte de (10) f (18) et ( 2 5 ) . 

2 ° ) Supposons vraies les relations (U") , ( l 9)t (20) démontrons ( 1 0 ) . 

Dfaprès 3-1.9 : ( 1 5 ) , ( 1 6 ) , (17), (18) sont valables ; 

(19) s'écrit : a^2 • *>12V c b( ûll • b l l v ) (cf* d M ) â o n c entraîne : 

a 1 2 " t^ll e t b 1 2 * D f&prè8 (17) on a : b'b^ = b b ^ et d'après ( l 6 ) : 

b • b f. La relation « ( N a n ) (b-b) résulte alors de ( 1 8 ) , et (10) se déduit 

de ( 2 0 ) . 

3 .1.11. Lemme : Le système E" ( 3 . 1 . 5 ) équivaut à (Ep : 

A 1 2 - b A n , A 2i
 c Axic , A 2 2

 a bA^c , b t c 6 K( SS) 

(**") A . . * 0 et NA. . = 0 (L$i,jv<2) , 

(20) /an)(b-b)(c-c) = A 3 , A 3 £ K - { 0 } • 

On a pose ( 3 . 1 . 9 . relation (lU)) : 

A n * a n • b n v f a n , b n e K(/al. 

Celi. résulte des lemmes 3 .1 .7 , 3.1.8 , 3.1.10, car les systèmes (E 3) 

et (E'i) sont identiques. 

3.1.12. Proposition : Les solutions du système (E n) ( 3 . 1 . 5 ) sont : 

A n » A » A 1 2 = bA 

A21 c Ac , A22 = ^Ac , 

où le quaternion A * m+nv (m,n 6 K( Sa) ), et b, c €K(/a) - K 

(i.e, b, c£K(i/a) et b,c^K) vérifient les relations : 

(Nm)(b-b)(c-c) = A 3 , NA = Nm - BNn = 0 , m * 0 , n * 0 . 
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En effet, dfaprès 3.1.11, on est ramené à résoudre (E^) . 

Pour la symétrie des negations on pose : A\\ • m+nv f m f nfK(/a), 

D'après (lU), cela revient à écrire : a ^ » m et b • n. On obtient : 

A 1 2 c b A > A 2 1 * A c » A 2 2 c b A c * 

a n étant égal à m, la relation (20) est vérifiée si, et seulement si,: 

(Nm)(b-b)(c-c) » A 3 , m ^ 0 , b j * b , c f J c .En effet, m , b-b , c-c appartenant 

au carps K(»^D f on ne peut avoir A3 « 0 que si m = 0 ou b-b « 0 ou 

c-c « 0. Donc (20) équivaut à (Nm) (b-b) (c-c) » A 3 , m 4 0 , b,c£ K(/S) - K. 

b et c étant réguliers, la relation ( V ) est vérifiée si, et seulement si, 

RA * Nm - BNn • 0 et A 4 0 (donc m 4 0 et n 4 0 ) , ce qui achève la démonstration. 

3.1.13. Proposition : Les solutions du système (E) (3.1.2) sont : 

1° A n « aA , A 1 2 - bA , 

A 2i • cA , A 2 2 0 t 

où A, quaternion régulier (NA 4 0) et a, b, c, de K vérifient les 

relations : ad - bc 4 0, ac(NA) « Aj , bd(NA) « A 2 , (ad-bc)NA • A 3 # 

Lorsque A l f A 2 , A3 décrivent respectivement K en entier pourù 

les deux premiers et K - {0} en entier pour le troisième, A décrit 

tout l'ensemble des quaternions réguliers et a, b, c, d prennent sur 

K toutes les valeurs compatibles avec la relation : ad-bc 4 0. 

2° A U » A , A 1 2 = bA , 

A 2i
 0 Ac , A 2 2 « bAc , 

où le quaternion A * m*nv(m, n€K(/ô)) et b, c^K(/^) - K 

(i.e b, c€K(^a) et b , cflK) vérifient les relations : 

Nm(b-b)(c-c) = A3 , NA • Nm - BNn « 0 , m ^ 0 , n 1* 0 . 

Lorsque Ai , A 2 , A3 décrivent respectivement K en entier pour 

les deux premiers et K - {0} en entier pour le troisième, A décrit 
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tout l'ensemble des quaternions irréguliers et b, c prennent des 

valeurs arbitraires dans K(/çï) - K. 

Dans le 1° on a : Ac = cA puisque c £ K ; dans le 2° on a toujours : 

Ac 4 cA. 

Cela résulte des propositions 3.1.6 et 3,1.12. 

En outre, lorsque Aj, A 2 décrivent K et lorsque A3 décrit K - {0} , 

dans le 1°, les relations ac(NA) « Aj , bd(NA) = A 2 , (ad-bc)(NA) = A 3 , 

permettent de choisir arbitrairement NA dans K - { 0 } et de choisir arbitrai­

rement dans K : a , b , c , d liés par la relation ad-bc i 0 ; avec les mêmes 

hypothèses sur \\ , A 2 , A 3, dans le 2°, la relation Nm(b-b)(c-c)
 B A3 f 

permet de choisir arbitrairement m dans K - { 0 } et arbitrairement b et c dans 

K(/D - K. 

Dans le 2°, la relation Ac = cA s'écrit : 

(m+nv)c = c(n+nv) i.e. mc+nev « cn+env. 

Elle équivaut à ne = en, i.e n(c-c) * 0 , en contradiction avec : 

n t c-cêK(^) - ( 0 } ., ce qui achève la démonstration. 

3.1.1U. Lemme : Soit la matrice (A..) L<i,j<2 dont les éléments sont : 
^ J 

A n - aA , A12 = bA , 

A21 = cA , A 2 2 = àA , 

où A est un quaternion régulier (NA 4 0 ) et a, b, c, d ê K sont liées 

par ad-bc i 0 . On a : V(A. . ) i 0 . 

En effet (1.2.1) : 

V(A..) «= N(aA)N(dA) • N(cA)N(bA) - 2 <(aA)(cÂ)(dA)(bÂ) ) 

« (NA) 2a 2d 2 + (KA) 2b 2c 2 - 2 abcd(lJA)2 , 

= (NA) 2(ad-bc) 2 4 0 . 
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3.1.15. Lemme : Soit la matrice (A..) l<i,j«2 dont les éléments sont : 
^ J 

A n 2 A , A 1 2

 0 bA , 

A21 8 5 Ac , A 22 *
 bAc f 

où A est un quaternion irrégulier (NA = 0 f A 4 0) et b , c des 

éléments de K( /a) - K . On a 7 (A..) # 0 . 
^ J 

A étant irrégulier (HA = 0, A i 0 ) , on a ( 1 . 2 . 1 ) : 

V(A. . ) « - 2 {Ac Ab Ac Ab} . Le lemme est démontré si on prouve que 

{X} 4 0 avec X = Ac Ab Ac Àb. 

On a p œ é (3.1.12 ; 3.1.13) : A « m+nv , m t n€K( ̂ o). 

Los relations NA = 0 et A 4 0 équivalent à : 

(26) Nm - BNn =» 0 

(27) m i 0 f n # 0 

On a : X « (m+nv) c (m-nv) b (m+nv) c (m-nv) b , 

« (n^nv)(mcb-ncbv)(m+nv)(mcb-ncbv) ; 

» Y2 t 

en posant : Y « ( m+nv ) ( mcb-ncbv ) , 

• (Nm)cb - 6(Nn) cb + (nmcb-ancb)v f 

« (Nm) b (c-c) + nmb(c-c)vf d'après ( 2 6 ) , 

• (m+nv)mb(c-c) ., 

et 

Z « (m+nv)(mcb-ncbv), 

* (Nm)cb - 8(Nn)cb + (nmcb - mncb)v , 

• (Nm)b (c-c) + mnb(c-c)v t d'après (26) f 

= (m+nv) mb (c-c). 

Donc : X * (n+nv) *mb (c-c)(m+nv) mb (c-c) f 

a (m+nv)(-m(Nm)(Nb)(c-c)2 + n(rin) b 2 (c-c) 2v). 
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D'après (27), on a N n €K - {0} et d'après l'hypothèse c€K(/ô) - K, 

on peut poser (l.l.l) : c - v * u1 u avec u , y'£ K, u* 4 0 , u étant l'un des 

éléments de base de A . On a : (c-c) 2 * (2u'u) 2 «= kau* 2 £ K - {0} , donc : 

(28) (Nm)(c-c) 2£K - (0) . 

Il en résulte que : 

X = (Nm)(c-c)2(m+nv)(-5(nb) + nb 2v) , 

- (№n)(c-c)2(-(Nn)(Nb) + 6(Nn) (b) 2 • (mnb2 - mn(Nb))v) , 

= (Nm)(c-c)2((Nm) b (b-b) • mnb(b-b)v), d'après ( 2 6 ) . 

Donc d'après (28) : 

(X) = (Nm)(c-c)2 {(lJm)b (b-b) • mnb(b-b)v } , 

= (Nm)(c-c)2 {(Nm)b(b-b)} , 

== (Nm)2(c-c)2{b(b-b) } 

Comme d'après (28) : (Nm) 2(c-c) 2C K - (0) , pour dénontrer que (X} 4 0 , 

il suffit de prouver que : (b(b-b) ) 4 0. Or {(b)2-Nb> * {(b) 2) - Nb car Nb€ K , 

et d'après l'hypothèse b€K(/â) - K on peut poser (l.l.l) : b = X • X'u, 

A, X^K, X' i 0. On a : b = X - V u, Nb • X2-aA; 2 , (b) 2 = >'2 • aX' 2-2XX yu, 

{(b) 2 } - Nb = 2ax' 2 4 0. 

q.e.d. 

3.1.16 : Théorème : Une matrice (A..) l>$i,j<2, représente la cceposante à 

droite d'un élénent S du sous-groupe G, constitué des har.ographies 

bilatères invariantes par l'automorphisme L(1.6.2), si, et sculencnt 

&i : 

/aA bA \ 

<V 
IcA dA / 

pour tout A £ A tel que NA i 0 et pour tout a, b, c, d € K tels que 

ad - bc i 0 f 



Homographie* biUtère* . . . 116 

/ A bA \ 

ou (A..) - I 
l Ac bAc i 

pour tout A€A tel que KA « 0 f A 4 0, et pour tout b f c € K(»^a) - K. 

Dans le premier cas on a : Ac » cA car c 6 K f dans le deuxième 

on a toujours : Ac 4 cA. 

(A..) représente la matrice de la composante à gauche de S • 

Conséquence de 3.1.2 t 3.1.13 » 3.1.1
1* , 3.1.15. 

3.1.17 • Corollaire : L'ensemble des éléments de G dont les composantes à 

à droites sont définies par les matrices : 

/aA bA\ 

( A i j ) " \cA dA / 

A £ A F NA 4 0 f a, b f c, d £ Kf ad - bc 4 0 f 

constitue un sous-groupe G1 de G # 

En effet, soient S et S f des élémnnts de G dont les composantes à droite 

sont définies respectivement par les matrices : 

/aA bA \ /a'A 1 b'A f\ 

J \ cA dA / 1 c'A' d'A' / 

A, A'CA , HA 4 0 , NA' f< 0, a, b, c, d, a*, b', c', d* £ K, ad-bc i 0, 

a'd' - b'c' i 0. 

D'une pert, la composante à droite de SS' est définie par la natrice : 

/(aa' + bc')AA' (aV • bd')AA' \ /a^AA' biAA'N 
(Ai.)(AÏ.) - [ 1 

X J 1 J l (ca1 • dc')AA' (cb« • dd')AA' / \ciAA« d XAA' / 

avec AA'€ A H(.V.') = NA. NA' # 0. a l f bj, c l f d ^ K , 

ajd! - b!C! * (ad - bc)(a'd' - b'c') i 0. 

file:///ciAA�


Hotn ognpbiet biUteres . . . 117 

D'autre part, la conposante à droite de S""1 est déf\r.ic prr 1?. r.atrice 

(A..)" 1 i.e : 
* J 

/ d(ad - b e T U " 1 -Had - bc) " ^ " 1 \ / B 2 A * 1 h 2 A
_ 1 \ 

^ -c(ad - bc)"lA"l <¿(ad - b c ) " ^ " 1 / \ c 2A~
l d 2A~

l / 

car le produit (A..)(B..) est la matrice unité. On a : 

A"XÊ.A t NÍA"
1) » (NA)* 1 i 0 , a 2, b 2 > c 2, d 2 € K 

a 2d 2 - b 2 c 2 = (ad - bc)~* 4 0. 

q.c.d. 

3.2. Structure de G. 

3.2.1. Théorème : Une Kf-matrice représente un élément 6 du s ou s-^ cape G 

constitué des ^-homographies invariantes par l f a u t c n r ^ p h : sne 

A (1.6.2)f si, et seulement si ; 

/ am Ban bm Bbn ^ 

/ añ an bn bm 

V cm Ben dm Bdn 

en cm dn dm j 
pour tout m, n€K(/a) tel que Nm - BNn 4 0 et pour tout a, b, c, 

a, b, c, de K tels que ad - bc 4 0. 

/ m Bn bn Bbn \ 

/ ñ n bn bm 

ou (a..) » / ^ t 
1 J cm Ben bmc BbmT 

\ en cm ï>nc bmc j 

pour tout m, n £K(»/a) - {0} tels que Nm - BNn = 0 et pour tout 

b, c C K ( ^ ) - K. 
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ûa a posé (3.1.12 , 3.1.13, 3.1.15) : A c m • nv , m, neK(/a) f 

ce qui entraîne NA = Nm - BNn. 

En utilisant la matrice (A..) l$i,j^2 de la ccnposante à droite dè 

1*élément générique S de 6 , dont les éléments sont d'après 3.1.16 : 

A11 » aA * am • anv , A \ 2 9 bA =» bm • bnv , 

A21 = cA » cri • env , A22 * ¿A = dm • dnv , 

ou : 

A n c A e m • nv , A^ 2

 3 hA = bni • bnv , 

A21 s Ac = cm • env , A22 * M e c bm • bnev , 

et au moyen des relations qui définissent F*1 (1.6.1 et I .3 .5 ) : 

A n - a n • B^a^v t A 1 2 « a 1 3 • B"
lan»v f 

A 2i « a 3 1 • 8~
1a 32V f A 2 2

 0 Û33 • ^ l a 3 k v , 

en fait correspondre, d'après 2.3.**t la K-matrice (a..) de l'élément 
^ J 

générique s » F~*(S) de G. 

Lorsque HA « Nm • £37n * 0 , la condition A 4 0 se traduit par m 4 0 et 

n f* 0. Le théorème est démontré. 

3.2.2. Corollaire : L'ensemble G 1 des éléments de G définis par les K-matrices • (am Ban bm Bbn v 

an am bn bm 

cm Ben dm Bdn 

en cm dn dm J 
n f nÊK(v'a), Nm - BNn i 0, a, b, c, d € K, ad - bc i 0 f constitue un sois* 

groupe de G, isomorphe à G '. 

En effet, d'après la démonstration du théorème 3.2.1, l'iscmorphisme 

F**1 transforme G' en G' et le résultat se déduit de 3.1.17. 
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CHAPITRE IV : Classes d'homographies bilatères. 

U.l. Classes de h. 

U.l.l. Définition : Cfa appelle classes à droite (resp. à gauche) du groupe 

^-homographique h, les classes à droite (resp. à gauche) de G 

dans h (2.3.M. 

U.1.2. Proposition : L'application A , (resp. A ) qui. à la classe à droite 
d g 

(resp. à gauche) de h contenant la K-hanographie 8, fait corres­

pondre la classe à droite (resp. à gauche) de h contenant la 

K-hcnographie A( s) (1.6.2), est une permutation involutive dans 

l'ensemble des classes à droite (resp. à gauche) de h. 

En effet, si S j est un élément générique du sous-groupe 0 do h, et 8 

un élément quelconque de h, la classe à droite (resp. à gauche) de s est 

l'ensemble des éléments s^ s (resp. 8 B\). Or 

Or A(8i8) « A ( s j ) A ( b ) » S j A(s). Donc A transforme la classe à droite 

de s en la classe à droite de A(s)^ (même résultat à gauche). Qq peut donc 

définir l'application A ^ (resp. A ) ; A étant involutive, il en résulte la 
*̂ g 

même propriété pour A , (resp. A ), d foù la bijectivité de A (resp. A ) et 
d g cl g 

le lemme. 

U.1.3. Définition : Ch appelle classe double à droite (resp. à gauche) de h, 

tout élément double de A , (resp. A ) f i.e. toute classe à droite 

u g 

(resp. à gauche) de h invariante par A . 

U.2. Classes d'homographies bilatères. 

U.2.1. Définition : On appelle classes à droite (resp. à gauche) de H , ou 

classes à droite (resp. à gauche) d'homographies bilatères, les 

classes à droite (resp. à gauche) de G dan6 H (2.3.U). 
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U.2.2. Propositicn : L'application (resp. L ) qui, à la classe à droite 

(resp. à gauche) de H contenant l'homographie bilatère S , fait 

correspondre la classe à droite (resp. à gauche) de H , contenant 

lfhomographie bilatères L(S) (1.6.2), est une permutation involutive 

dans l'ensemble des classes à droite (resp. à gauche) de H • 

Même démonstration qu'à la proposition U.1.2. 

U.2.3* Définition : On appelle classe double à droite (resp. à gauche) de H 

tout élément double de L,(resp.L ), i.e toute classe bilatère à 

droite (resp. à gauche) invariante par L . 

U,2.k. Proposition : L'application Fj (resp. F^) qui, à la classe à droite 

de h contenant la K-homographie s, fait correspondre la classe 

à droite de H contenant l'homographie bilatère F(s) (resp. F*(s)) t 

e6t une bijection de l'ensemble des classes à droite de h sur 

l'ensemble des classes à droite de // . 

En effet, soit 8j un élément générique de G et s un élément générique de 

h. F étant un isomorphisme de h sur H (1.6.2), qui transforme G en 6 (2.3.1*) 

on a : F(8¡ s) » F(sj) F(s), où F(sj) est un élément générique de G ; 

Donc F transforme la classe à droite de h contenant s, en la classe à droite 

de H contenant F(s), ce qui permet de définir F^.F(s) est aussi un élément 

générique de H , donc l'application F^ est surjective. Elle est injective, 

donc bijective, car si les classes à droite de H contenant respectivement 

F(8) et F(s f) 6cnt identiques, il en est de même des classes à droite de h 

contenant respectivement s et s'. En effet affirmer l'identité des classes 

à droite de H contenant respectivement F(s) et F(s'), c'est affirmer l'existence 

de Si «G tel que F(s') « F(s). Came il existe s\ €G tel que « F(sj) 

on a F(s f) = f(s\) F(s), i.e F(s') = Ffsj s), donc s' = s x s : les classes 
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à droite de h contenant s et s f sont identiques. 

Le raisonnement est le même pour F*, q.e.d. 

De même : 

U.2.5. Proposition : L'application F (resp. F*) qui, à la classe à gauche 

g g 

de h contenant la K-homographie s, fait correspondre la classe a 

gauche de H contenant l'homographie bilatère F (s) (resp. F (s)) t 

est une bijection de l'ensemble des classes à gauche de h sur 

l'ensemble des classes à gauche de H. 

U.2.6. Proposition : Si deux classes à droite de h s'échangent par A^ , 

leurs transformées par F^ (resp. F^) s'échangent par L^. De 

neme, si deux classes à gauche de h s'échangent par A , leurs 

transformées par F (resp. F*) s'échangent par L . 

6 6 6 

Cela résulte de 2.3.2, relations (2) et (3). 

U.2.7. Proposition : Par restriction, F^ (resp. Ffi) est une bijection de 

l'ensemble des classes doubles à droite de h sur l'ensemble des 

classes doubles à droite de H. F, et F. s'identifient sur 

d a 
l'ensemble des classes doubles à droite de h. 

De même par restriction, F (resp. F ) est une bijection de 
6 6 

l'ensemble des classes doubles à gauche de h sur l'ensemble des 

classes doubles à gauche de H . F et F' s'identifient sur l'ensemble 
6 6 

des classes doubles à gauche de h. 

En effet, d'après U.2.6, F^ transforme toute classe double à droite de 

h en une classe double à droite de H. Réciproquement toute classe à droite 

de H est l'image par F^ d'une classe à droite de h et d'une seule, d'après 

U.2.U. Cette classe à droite de h et sa transformée par A ont la même image 

par F^, d'après U.2.6, donc elles coïncident, et toute classe double à droite 
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de H est Vimage par Fj d'une classe double à droite de h et d'une seule. 

Par restriction, F^ est donc une bijection de l'ensemble des classes doubles 

à droite de h sur l'ensemble des classes doubles à droite de H. Le même 

raisonnement est valable pour F , ^ t F 

Si la K-homographie s appartient à une classe double à droite de h, 

s f = A(s) appartient à cette même classe, d'après U . 1 . 3 . La relation (l) 

de 2 . 3 . 2 traduit l'identité des images de cette classe par F^ et F^ respec­

tivement. Donc F^ et F* s'identifient sur l'ensemble des classes doubles à 

droite de h. Même raisonnement pour F et F*, q.c.d. 

U . 3 . Classes doubles : 

Démontrons, en particulier, l'existence de classes doubles à droite 

(resp. à gauche) de H , distinctes de G. D'après k . 2 . 7 , les mêmes résultats 

sont vrais pour h et G. 

U . 3 . 1 . Proposition : La classe à droite de H, contenant l'homographie S 

dont la composante à droite est définie par la matrice 

(A ij)Ui,j^2 , ^(Ajj) i 0 , est double dans l'un ou l'autre des deux 

seuls cas suivants : 

1 ° ) il existe A€À'et a, b, c, d € K tels que : 

( 1 ' ) A n ( c A A u • dAA 2 1) - Â 2i(aAA 1 1 • bAA 2 l) » 0 , 

( 2 ' ) Ai 2(cAAi 2 • dAA 2 2) - Â 2 2(aAA 1 2 • bAA 2 2) = 0 , 

( 3 1 ) Â n ( c A A 1 2 • dAA 2 2) - Â 2i(aAA 1 2 • bAA 2 2) = p, y £ K - { 0 } 

(U') A 2 2 ( a A A n • bAA 2 1) - Â 1 2 ( c A A n • dAA 2 1) = u > p f K - { 0 } 

(5 1) NA i 0 , ad - bc 4 0. 

2 ° ) il existe AcA et b, c€ K( /a) - K tels que : 

( 1 " ) Ân(AcAii • bAcA 2 1) - A 2 l ( A A u • bAA 2 1) = 0 , 

( 2 " ) A î 2(AcA 1 2 + bAcA 2 2) - A 2 2 ( A A 1 2 • bAA 2 2) = 0 , 
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(3") A n ( A c A 1 2 • bAcA 2 2) - A 2i(AA 1 2 • bAA 2 2) « y , u€ K - (0) , 

(*•") A 2 2 ( A A U • bAA 2 1) - À l 2 ( A c A n + bAcA 2 1) » y f u*K - {0} f 

( 5 n ) HA « 0 f A 4 0 • 

La classe à droite de H contenant S est double si, et seulement si, 

les deux classes à droite contenant respectivement S et L(S) sont identiques 

(U . 2 . 3 ) , i»e s'il existe tel que L(S) = S\ S, donc si la composante 

à droite de L(S) est Sfi en pesant S * (S*,S) ,Si - (S?,Si). Dfaprès 3 . 1 . 1 6 , 

Sj S est définie par la matrice : 

(aA bA\ / A n Ai 2\ /kAAll • bAA 2\ aAAj 2 • bAA 2 2\ 

r ( 

cA dA/ v A 2 l A 2 2 / \cAAii • dAA 2 1 cAA i 2 • dAA 2 2/ 

avec A€ A, NA ?< 0, a, b, c, d£K, ad - bc 4 0 , ou : 

(k b A \ / A n A 1 2 \ /AAii • bAA 2i A A Î 2 • bAA 2 2 \ 

1 J \Ac bAq/ \A 2i A 2 2 y IACAH • bAcA2i AcA 1 2 • bAcA 2 2y 

avec A6A, N A » 0 , A « * 0 , b, c^ K ( ^ ) - K. 

Ot ( 2 . 3 . 1 ) , la composante à gauche de L(S ) est définie par la matrice 

(B..) « (A..). La condition s'écrit donc ( 1 . 2 . 3 ) : 

B n B 2 1 - B 2 1 B n = B 1 2 B 2 2 - EÇ2B12 " 0 » 

^îl B22 - B 2 l B i 2 e ^22Bll - B* 2B21
 B - {0} , 

* ( B . - ) * 0. 
* J 

En remplaçant B. . et B?. par les valeurs trouvées, on obtient les 

relations indiquées. En outre, dfaprès 3 . 1 . 1 * * , on a : 

/ aA bA \ 

W j 4 0 si A € À t NA 4 0 , a, b, c, d € K , 

V cA dA / 
v 7 ad - bc 4 0 

file:///cAAii
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et d'après 3»1.15 : 

/А bA\ 
7/ ] •* 0 si A €At NA • 0. A 4 0 , Ъ, cÇK(/a) - K. 

y Ac bAc J (aA bA \ 
?(A..) 4 0 ou 

cA dA / J 

/ A ЬА \ 
V / v(A..) У 0 ; 

l Ас bAc/ J 

q.c.d. 

U.3.2. Proposition : La classe à gauche de H t contenant l'homographie S 

dont la composante à droite est définie par la matrice 

(A. .)l«i,j«2 , 7(A..) 4 0, est double dans l'un ou l'autre 

des deux seuls cas suivants : 

1°) il existe A £ A et a, b, c, d€"K 

tels que : 

(6') Â u(aA 2jA • СА22А) - À" 2i(aA uA • cA J 2A) = 0, 

(7') Â 1 2(bA 2iA • dA 2 2A) - Â 2 2 ( b A u A • dA 1 2A) « 0 , 

(8') Â n ( b A 2 1 A • dA 2 2A) - À 2 1 ( b A u A • dA 1 2A) = u, v e K - {0} , 

(9') A 2 2 ( a A n A • cA l 2A) - A 1 2(aA 2 1A • сА 2 2Л) « p, ufK - {0} э 

(5') NA 4 0, ad - bc 4 0 ; 

2°) Il existe A é A et b, cçK(*Q - К tels que : 

(6") An( A2lA • A 2 2Ac) - Â 2 i ( A n A • A 1 2Ac) = 0, 

(7") A 1 2(A 2 1bA • A 2 2bAc) - A 2 2 ( A n b A • Л 1 2ЬАс) = 0 , 

(8") Â n ( A 2 1 b A • A 2 2bAc) - Â 2i(A nbA + Ai 2bAc) « y,u 6 К - {0} 

(9") Л 2 2 ( А П Л + А 1 2Лс) - À 1 2 ( A 2 1 A + А 2 2Лс) » g, u e K - {0} 

(5") SA a 0 , A 4 0 . 



Homograph! et b i Ut ère t . . . . 125 

Même démonstration qu'à la proposition U .3 .1 avec : 

(All A 1 2 \ / a A M \ e / a A n A • cA 1 2A h A n A + dA 1 2A\ 

A21 A 2 2 / \cA ^ aA2iA • cA 2 2A bA 2 1A • d A 2 2A/ 

si A f A, NA îi 0 , a, b, c, à€K% ad - bc * 0 , 

/ All A 1 2 \ /A bAA \ / A u A + A 1 2 A c Aj ihA • A 1 2bAc \ 

l j \ A 2 1 A 2 2 / \ A c bAc/ \ A 2 1 A + A 2 2 A A 2 1bA • A 2 2bAc / 

si AC A, NA s O , A / 0, b, c£K(/ô) - K. 

U .3 .3 . Proposition : Il existe des classes doubles à droite (resp. à gauche 

de H distinctes de G • 

La matrice (A..) * [ ] , où u designe l'un des éléments de 

base de A(l.l.l), est telle que V(A..) « - a ^ O , donc elle définit la 

composante à droite d'une homographie bilatère S . 

D'après le théorème 3.1.16 on a : S^G • Les conditions (l 1), ( 2 ' ) t 

( 3 f ) , ( 5 f ) et ( 5 f ) , ( 6 ' ) , (7 1 )> ( 8 f ) , ( 9 1 ) sont vérifiées avec 

A c u , a c l f b » c = 0 , d = - 1 . 
q.c.d. 

U.3.1*. Toute classe à droite (resp. à gauche) de H n'est pas double. 
/0 B\ 

En effet la matrice (A..) = /avec B = (l+v)(l-u) « 
1 J U f 0/ 

1 - u + v + uv et B f = 1 - u f définit la composante à droite d'une homo­

graphie S , car on a : RB = 1 - a- 8+ aB = (1 -6 ) (l-a) ^ 0 et NB f 1 - a ^ 0 
donc 7(A. .) * NB. HB' 4 0. 

^ J 

Pour montrer que S n'est contenue ni dans une classe double à droite 

de H, ni dans une classe double à gauche de 1/, il suffit de démontrer qu'en 

prenant A n » 0, A j 2 = B , A 2 1 = B' , A 2 2 = 0, les relations (V)9 ( 2 ' ) f 

( 3'h ( 5 f ) sont incompatibles, de mcme (l") f ( 2 " ) f ( 3 " ) , ( V ; ) , ( 5 " ) , 

(prop. U . 3 .1 ) ainsi que ( 5 f ) , ( 6 ' ) , ( 7 ' ) , ( 8 ' ) , ( 9 ' ) , et ( 5 " ) , ( 6 " ) , ( 7 " ) , 

( 8 " ) , ( 9 M ) (prop. U . 3 . 2 ) . 
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Les relations : 

(3") - B'AB - u , u tfK - {0} , 

(5") NA « 0 , A 4 0 , 

sont contradictoires, car le premier membre de (3") est un quaternion 

irrégulier et le deuxième membre est régulier. 

D'autre part : 

(3') - B'aAB = y , y 6 K - {0} , a 6 K , 

(U')-BdAB' » v , u €K - {0} , d € K , 

entraînent respectivement : 

a CK - {0} et A » -ua _ 1(NB'Î'^NB)"^'B » -ya _ 1(NB' r ^ N B ) " 1 (l-a)(l-v) 

d C K - {0} et A - -yd'^NBrHNB'J^BB' - -pd'^NBj'^NB') _ 1 (l-a)(l+v) 

donc a" 1 (1-v) = d"1 (1+v). On obtient : (1-v) 2 = cd" (1-6) Ç K , 

i.e : l-2v • 6€K4*-=% v € K . (3') et (!»') sont contradictoires. 

On démontre de même que (8") et (5") sont contradictoires ainsi que 

(8') et (9'). q.e.d. 
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CHAPITRE V : L'espace des antipolarités. 

5 # 1 , Rappel de résultats connus (l) 

5^1.1. Notations : Soit x un point de lfespace prqjectif P3(K(/x)) (cf. 1.U .2) . 

Soit (xj, x 2, x 3, x^) un système de coordonnées hcmcgènes de ce point, par 

rapport à une base déterminée de lfeepece vectcriel (K(/a)) . On désigne par 

M(x) ( 2 ) la matrice à une colonne, formée de ces coordonnées homogènes. La 

mjatrice M(x), comme le système de coordonnées homogènes de x, est définie à 

un facteur non nul près de K( /cl) . 

Un plan W de P3(K(/x)) est défini par une équation linéaire homogène 

£ w . x . • 0 entre les coordonnées homogènes d'un point P 3(K(/o)). M(W) désigne 

la matrice à une colonne, définie à un facteur non nul près de K(/a), fermée 

des coordonnées homogènes (i « 1, 2, 3, U) de W. 

Soit A une matrice à coefficients dans le corps K(^cT). On désigne par A 

la matrice dont les coefficients sont les conjugués (cf. 1.1.2) de ceux de A ; 

en particulier M(x) (resp. M(W)) désigne la metrice à une colonne formée des 

conjugués des coordonnées homogènes du point x (resp. du plan W) de P^Ktv'a")). 

5 # 1,2 . Définitions : 

1°) Soit A une matrice carrée d'ordre H, à coefficients dans K(^cT). 

Soient x, x f (resp. W, W f ) des points (resp. des plans) de P 3(K(/o)). 

La relation M(x') « A M(x) (resp. M(x') » A. M(x), M(W) = A.iï(x), 

M(W f) « AM(x)) définit une homographie (resp. une antihemegraphie, 

une corrélation.une anticorrélation). La matrice A est toujours 

définie à un facteur non nul près de K(i/a), puisqu'il en est ainsi 

de M(x) et M(x'), M(W), M ( W ) . 

(1) Bibliographie 2 : 2ème partie, ch. 1 

(2) Bourbaki , Alg . . ch. 2 
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2°) Les homographies et les ccrrélations (resp. les antihomographies et 

les anticcorrélations) constituent les prçjectivités (resp. les anti-

projectivités). Une projectivité eu une antiprojectivité quelconque 

est dite non dégénérée, si la matrice A correspondante est inversible. 

Il en sera toujours ainsi ultérieurement. 

3°) Une homographie (resp. une corrélation) réciproque s'appelle une 

involution (resp. une polarité). On définit de même une antiinvolution 

et une antipolarité. 

5.1.3. Toute projectivité ou antiprojectivité de P3(K(i/a)) peut être représentée 

dualistiquement par deux matrices carrées inversibles d'ordre quatre, à coef­

ficients dans K(^a), A et *A~ l * Ainsi, à toute homographie de P3(K(/ct))> il 

correspond deux matrices carrées inversibles d'ordre quatre, à coefficients ĉ ans 

K( /a), A et *A*~* , telles que l'une d'elles représente l'homographie canme 

bijection dans l'ensemble des points de P3(K(»^a)), selon la relation M(x') » A.M(x) v 

et l'autre représente la même homographie comme bijection dans l'ensemble des 

plans de P 3(K(^")), selon la relation M(W) « V " 1 .M(W). 

5.1.1*. Une antipolarité de P$(K(Sol)) peut toujours être représentée par une 

matrice hermitienne, inversible, définie à un facteur près de K - {0} . 

5.2. Définition d'un écart. 

5.2.1. Définition : Scient pj et p 2 deux antipolarités dont les matrices respec­

tives Pj et P 2 , inversibles, hermitienncs, sont définies à un 

facteur près de K - {0} (5. l.U). 

D'après 5.1.3, on a les relations M(W) « Pi.M(x) et M(x") t P 2 l . M ( W f ) . 

Donc le produit de p 2pi est l'hancgraphie s définie par la relatiai 

M(x") « * P 2 l . Pi. M(x), i.e par la matrice S * ^ I 1 . ? ! déterminée à 

un facteur près de K - {0} . Les valeurs propres m\ , m 2 , m 3 , m^ de S 
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considérée cccime matrice à coefficients dans le ccrps K' f clôture 

algébrique de K{/â) , sont donc les éléments de K' déterminés eux 

aussi à un facteur près de K - {0} . On désigne par £.£K f 

les racines quatrièmes de f 7T m. ) (m^ m 2, m 3 > étant un système 

particulier de valeurs propres). L'écart de pi à p 2 est égal à : 

A(pi;p 2) « 7T fit (l.n* - C K'. 
j«l \i«l 0 1 J 1 ' 

Cet écart est indépendant du système de Valeurs propres considéré, 

car si on remplace m. par Xm. (AÇK - {0} . l<i<U), t. est remplacé 
i i 0 

par \~lZ. (l<j^l») donc £jn. reste invariant, de même l'écart. 
J «3 ^ 

5«2.2. Lemme : L'écart de pj à p 2 est indépendant de la base de (K(^a))
1* 

considérée. 

Si Q désigne la matrice de passage de la base e à la base e f , la matrice S 

de l'homographie s : p 2 Pi devient Q^SQ, elle est semblable à S ; elle admet 

donc les mêmes valeurs propres : lfécart reste inchangé. 

5.2.3. Lemme : L'écart est défini pour tout couple d'antipolarités pj et P2 • 

En effet, si Pj et P 2 désignent les matrices de pi et P2 respectivement, 

Vhomographie s sr p 2 pi est définie par la matrice S « *P2* Pi(5.2.l). Pi et 

P 2 étant inversibles (5.1.2, 2°), on a dét(S) 4 0. Dét(S) étant le terme constant 

du polynôme caractéristique de S, il en résulte que nu # 0 (l£i«U). Donc, 

/ TT m.) , t. , et A(pi,p2) existent. 
\i-l V J 

5.2.1*. Proposition : On a A(pi, p^) • Mp2» Pl) quelles que soient les anti­

polarités pi et p2 . 

En effet, les antipolarités px et P2 étant des applications involutives 

(5.1.2, 3°)» les homographies s : p 2 pi et s' * piP2 sont inverses ; il en est 

de même de leurs matrices ainsi que des valeurs propres respectives de celles-ci. 
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Par suite, en passe de û(pi,p2) à Mp2*Pi) en changeant nu en (nu)*
1

 f donc 

£j en (^j)""1 et m ^ en d 0 ^ ) * 1 (l^ifj^1*)! ce qui laisse lfécort inchangé. 

5.2.5. Proposition : Pi = P2 Mpl» P2) * 0 quelles que soient les anti 

polarités pi et P2 • 

En effet, pi et P2 étant des applications involutives, si Pi « p 2 , 

l'homographie s « P2P1 e s ^ l'identité. 

Dcnc m. = 1 (l^i^U) , f IX m.) " 1 « 1 et l fun des éléments Z.t soit £ xest égal 
1 Vi»l / J 

à 1. Il en résulte que ^ (t\ - (̂ iiiu)""1) « 0. La préposition est 
i«l 

démontrée. 

5.2.6. Il existe des couples dfantipolarités distinctes doit l'écart est nul. 

En effet, scient pj et pj les antipolarités définies par les matrices 

diagonales d'éléments respectifs X^ et X£ (l^i^U) tels que 

\ ± , A^g K - { 0 } , X a - X\ X 2 = A£ , X 3 = - A3,Xt, « - \ h . 

Lfhomographie p^ pj est définie par la matrice (cf. 5*2.1) : 

/ l 0 0 0 \ 

/ 0 1 0 0 

t p l ^ 5 i t t 0 0 -1 0 j 

\ 0 0 0 -1 y 
dont les valeurs propres sont m\ « m 2 * 1 f 13 « ^ « - 1 . On a f 7T m A m 1 

et le raisonnement se poursuit canme dans la préposition precec^i. ce. 

5.2.7. A toute antipolarité p i , on peut faire correspondre une antipolarité 

pj f distincte de pj , telle que A(pi,pl ) « 0. En effet, à ^ o n peut foire 

correspondre une ferme hermitienne (5*1.**K En prenant une base de ( K ( v O ) 1 * 

orthogonale par rapport à cette forme, la matrice de pj devient diagonale et il 

suffit d'appliquer 5.2.6. 
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5.2.8. Lorsque K est ordonné maximal, en considérant des antipolarités parti­

culières, on peut définir un écart tel que A(pi,p2)
 s Oé=$r pj =» p 2 quels 

que soient pi et p 2 • Ces antipolarités particulières, dites elliptiques, sont 

caractérisées par le fait que la forme hermitienne correspondante est définie. 

On démontre que les Valeurs propres A^ de lfhomographie s * p 2 pi appartiennent 

au corps de base K et peuvent être choisies, d'une manière unique, positives 

4 
et de produit égal à 1 . ûi pose alors : Mpi, p 2)

 e (A. - (A.)*" 1) 2* 
i=l 1 1 

5.3. E-isométries. 

5.3 .1 . Définition : L'espace E est l'ensemble des antipolarités muni de 

l'écart ( 5 . 2 . 1 ) . 

5 .3.2. Définition : On appelle E-isanétrie, toute application de E dans E 

qui conserve l'écart. 

5.3.3 . Proposition : Soit q une projectivité ( 5 . 1 . 2 . 2 ° ) arbitraire, mais fixe, 

de P3 (K(^o)). L'application de E dans E : p-^yqpq*"1 est une E-isanétrie. 

Que q soit une hcciographie ou une corrélation, qpq""1 est une application de 

V%{K(Jcl)) dans lui-même, définie par une relation de la forme M(W) « A.M(x). 

Le carré de p étant l'identité, il en est de même de celui de qpq"1 . Donc 

qpq~* est une antipolarité, et p ~ > qpq~* est une application de E dans E. 

Il faut démontrer en outre la relation : 

(l) û(p,Pf) = Mqpq"*1 , qp'q""1) quels que scient p, p'eE. Dans ce 

but, on compare les Valeurs propres de la matrice Si de l'homographie si « p'p 

et celles de la matrice S 2 de l'homographie s 2 = qp'q"
1. qpq" 1 = qs q"1 . 

Si q est une homographie de matrice Q on a S 2 * QSiQ*
1. Donc, S 2 étant 

semblable à Si , admet les mêmes Valeurs propres. La relation (l) est démontrée 

dans ce cas. 

Si q est une corrélation de matrice Q, cette corrélation est définie par 



Homographies bilatères • • . • 132 

la relation M(W\) » Q. M(x¡). Donc Q* 1 est la corrélation définie par la 

relation M(x x) = Q*"
1. M(W\) i.e., d'après 5.1.3, par les matrices corrélatives 

Q*"1 et t(Q""' 1 = *Q. Donc, au point x, q"1 fait correspondre le plan W f tel 

que M(W f) « ^Q.MÍx). Au plan W f, lfhomographie 8j fait correspondre le plan 

W" tel que M(W") = tS{1 . M(W f). Au plan q fait correspondre le point x f , t 

tel que M(x''') « V 1 . M(W"). On a : M(x , f f) = V ^ V ^ . V M U ) . D O N C 

S2 « tQ""1.tS'J1.tQ. Les matrices S 2 et ̂ S ^ 1 étant semblables, admettent les 

mêmes valeurs propres. Or la matrice ^ S j 1 a les mêmes valeurs propres que 

S"p , donc les inverses de celles de 3\. La relation (l) est encore vraie 

(même raisonnement qu'à 5.2.U). 

5.U. L'espace E y des antipolarités permutables à lfantiinvolution r. 

5.^.1. Proposition : Les K-homographies sont permutables à lfantiinvolution r 

définie par la matrice : (0 1 0 0 \ 

8"1 0 0 0 \ 

0 0 0 i l 

0 0 B"1 0 J 

Au point x, la K-homographie s, définie par la S-matrice S, fait corres­

pondre le point x f tel que M(x f) « S.M(x). 

Au point x f, lfantiinvolution r, fait correspondre le point x" tel que 

M(xff) » R.M(x f). Il en résulte que M(x") = R. s M(x), donc r s est l fanti-

homographie de matrice RS. De même, sr est lfantihcmographie de matrice SR. 

Cb a : 
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/ B " l a 1 2 a i l B"" l aiw a 1 3 \ 

/ B ^ ^ n e - 1ai2 B - 1 a 1 3 tTl*ik \ 
RS - SR - J 

6" l a32 *31 6" a a 3 i . a 3 3 J 
y 6* 1a 3 i S""la32 e"*1a33 f1***J 

donc rs « sr, quelle que soit la K-homographie s, ce qui démontre la proposition 

5.U.2. Définition : On appelle E f

 f le sous-espace de E constitué des antipola­

rités permutables à l'antiinvolution r définie par la matrice R 

(cf. 5 . ^ . 1 ) . Les éléments de E f sont appelés des points. 

5.U.3. Proposition : L'espace E f ( 5 * ^ 2 ) est constitué de deux scus-espaces 

disjoints dent les éléments sont définis respectivement par les 

matrices inversibles de la forme : 

/ a n aia ai3 aiiA / a n a ai3 a m \ 

ai2 6an a m B a n J 0 - B a n - a u - B a n 1 
<2) - - 1(3) 

ai3 aiu a33 a3i* J ai3 -am a33 0 / 

V a n , B a n a 3 ^ Ba 33/ V a n * - B a i 3 0 -Z*3y 

a n , a33€ K, ai 2, a n , a ^ , a 3 i f£K ( i/a). 

L'antiinvolution r est définie par la matrice R ( 5 . U.1). Cb a R 2 « B ^ I , 

I désignant la matrice unité df ardre quatre. Donc R" 1 « № et ̂ R*"1 « B*R. 

Soit p une antipolarité définie par la matrice hermitienne inversible : 

/an ai2 ai 3 

ai2 a 2 2
 a23 a 2 i l 

P * - - , a.. CK. 
ai3 a23 a 3 3 a 3 u n 

\ a m a2i» a3i* a w / 
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Au point x, p fait correspondre le plan W tel que M(W f) « P.M(x) ; 

au plan V , r fait correspondre le plan W" tel que M(W") » V " ^ ( W 1 ) * BS.MfV 1). 

t 
Donc r p est la corrélation M(W") « 8 R.P.M(x) définie par la matrice : 

/ a 1 2 a 2 2 a 2 3 a 2 Ц ^ 

• ~ / & a n &a 1 2 8a 1 3 Bait. 
6 n.P -

a m a 2 « * a 3 « * *hk 

\ B a 1 3 8 a 2 3 ^ 3 3 Ba 3 i . / 

De même, pr est la corrélation définie par la matrice ; 

/ 8 ~ l a 1 2 a n B ^ a m a 1 3 \ 

B * a 2 2 a^ 2 B *a 2^ a 2 3 \ 

PR » 

8 l a 2 3 a 1 3 & l a 3 W a 3 3 I 

\ B x a 2 H aj^ B a3i, / 

la condition pr « rp, qui exprime l'appartenance de p à E 1 (5.U.2), équivaut 

à l'existence de m£K(/a) tel qee PR » m 8 R.P , i.e : 

all 8 - 1 a 2 2 B - 1 a 1 2 a 1 2 B~ 1a 2i + a 1 3 a 2 3 a 1 ! f S ^ a ^ 
m — — -e • s es _ — m > s — — s — « . 

a 2 2 B a n a 1 2 B a 1 2 B8a 1 3 a2i* 6 a l u 8a 2 3 a 2 3 

& ~ l a 2 3 a 1 3 6~l*2k B*" l a3U a 3 U a 3 3 
« « = b - — « « « m6K( i/o) . 

a l U a 2 U 8 a13 a 3 U Ba3** a M * B a33 

On a m 2 = B""2 i.e. m * b"1 ou m = - 8 ~ x et on obtient respectivement les 

matrices de la forme (2) ou (3). Les éléments de E' sont donc définis par les 

matrices inversibles de la forme (2) ou (3). Le sous-espace de E f défini par 

les matrices inversibles de la forme (2) et le sous-espace de E f défini par 

les matrices inversibles de la forme (3) sont disjoints, car seule la matrice 

nulle est canmune à l'ensemble des matrices de la forme (2) et à l'ensemble 
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des matrices de la ferme ( 3 ) . 

5.5 Le groupe fondamental de E y • 

5.5.1 . Définition : On appelle E'-iscmétrie, toute application de E f dans E f 

qui conserve lfécart. 

5.5.2. Proposition : Soit q une projectivité ( 5 . 1 . 2 ) de P 3(K(/a)), permutable 

à lfantiinvolution r ( 5 . U . 1 ) . L'application de E f dans E f : 

p — V qpq""1 , définie par q, est une E'-isométrie. 

D'après 5 .3 .2 , 5 .3 .3 , 5 .^.2, 5 .5 .1 , il suffit de démontrer que la relation 

péE', qui équivaut à pr « rp, entraîne qpq^eE', i.e. (qpq - 1)r » riqpo""1). 

Cette dernière relation résulte de la permutabilité de r et q, donc de r et 

q*1, ainsi que de la permutabilité de r et p. 

5.5 .3 . Proposition : le groupe des projectivités de P 3(K(i/cr)) permutables à 

l'antiinvolution r (cf. 5 . U . 1 ) , définit (cf. 5 .5 .2) un groupe de 

E'-isométries, appelé groupe fondamental de E', En particulier, 

le groupe des homographies permutables à r, définit le groupe des 

E'-déplacements, et le groupe i^-homographique h définit un sous-

groupe de E1-déplacements• 

Soient q et q f deux projectivités permutables à r.q'q et q*1 sont égale­

ment des projectivités permutables à r. Il en résulte d'une part, que les 

projectivités permutables à r forment un groupe : d'autre part (cf. 5 .5 .2) 

le produit des E'-isométries p-vqpq~* et p—Vq'pq" 1 est la E'-isométrie 

p-* (q'qípíq'q)"1 et l'inverse de la E'-isométrie p-r^qpq*1 est la Ef«i»cmétrie 

p-^q *Pq» L'existence du groupe fondamental est démontrée. 

Irrsque q et q' sont des homographies permutables à r, q' q et q""1 sont 

aussi des homographies permutables à r. Donc, comme précédemment, le groupe des 

homographies permutables à r, définit un sous-groupe du groupe fondamental. 



Homographie* bilatères . • . 

136 

Remarquons que l e p rodu i t de deux c o r r é l a t i o n s permutables à r , éteint une 

homographie permutable à r , on peut q u a l i f i e r de E 1 -déplacements l a E ' - i s c m é t r i e 

p - V q p q " 1 lo rsque q e s t une homographie permutable à r , e t de E ' -an t idêp lacement , 

l a même E ' - i s o m é t r i e , lo rsque q e s t une c o r r é l a t i o n permutable à r . En e f f e t , 

l e s E 1 -déplacements a i n s i d é f i n i s forment un groupe e t l e p rodu i t de deux 

E f -an t idéplacements e s t un E f -déplacement . 

Enf in , comme au début de l a démonstrat ion, on dédui t de 5.^.1,. que l e 

groupe K-homographique h d é f i n i t un sous-groupe de E f -dép lacements . 

Q .E .D . 

5.5.^. Lemme : S i l a r e l a t i o n ps * sp e s t v é r i f i é e pour tout p f E f ( 5«U * 3 ) , 

l a K-homographie s e s t l ' i d e n t i t é . 

<V ru 

Soien t l a K-homographie s , d é f i n i e par l a K-matr ice i n v e r s i b l e S, e t 

l f a n t i p o l a r i t é p , dont l a matr ice P i n v e r s i b l e e s t é g a l e à (2 ) ou ( 3 ) ( 5.U . 3 ) , 

Les r e l a t i o n s M(Wf ) = P . M ( x ) e t M W") = V " l . M ( W f ) , d é f i n i s s e n t r e spec t ivement 

p e t s . Le produi t sp , d é f i n i par l a r e l a t i o n M(W") = t S ~ 1 . P . M ( x ) e s t donc 

1 ' a n t i c o r r é l a t i o n de matr ice * S " 1 . P . De m&ne, ps e s t 1 ' a n t i c o r r é l a t i o n de 

matr ice PS. La r e l a t i o n ps * sp , v r a i e pour tout p£>E ' , équivaut donc à 

l ' e x i s t e n c e de m £ K ( v / a ) . { 0 } t e l que : 

(k) ^ ^ . P • mPS , 

q u e l l e que s o i t l a mat r ice P i n v e r s i b l e de l a forme (2 ) ou ( 3 ) ( 5.U . 3 ) . Cb a 

( 1 . 3 . 2 ) : 

/ a l l a 1 2 a 13 a m \ / a n a i 2 a i 3 £ l l 4 ^ 

S « S ^ â f c a n B " 1 ^ a"i3 donc / T x a i 2 a n tf^aii* a i 3 

I S 3 5 j 
a 3 1 a 3 2 a 33 *3<* I I a 3 i a 3 2 â 3 3 7 ^ 

\ 8 " 1 a 3 2 a 3 l B * 1 ^ a 3 3 | \ B ~ 1 a 3 2 a 3 i 8" 1 a 3 i t a 3 3 / 
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Eh utilisant les notations de 1.3.9 et 1.3.10, la K-matrice S" 1 s'écrit : 

/ yil Y21 Y31 y m \ 

8 _ 1 y 2 1 yil 6~ X y u i Y 3 1 
S 1 (jji) * 1 » £ € K " { 0 } * 

yi3 Y23 y 3 3 y«.3 

VB" 1:^ yi3 (T^Yki y W 

Donc : 

/ y i l 8*^21 y i 3 B " 1 ^ ^ 

t - , » - i y 2 i y " i l y 2 3 7l3 

y 3 1 S ' ^ U l y 3 3 B " 1 ^ 

\ y U y31 y " . 3 y 3 3 / 

Prenons successivement : (1 0 0 0\ /l 0 0 0 \ /1 0 0 o \ 

0 6 0 0 / 0 -6 0 0 [ 0 -8 0 0 J 

; P = P 2 - ; P = P 3 = 

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 - 1 0 / 

o o o e j \ o o o - e y \ o o o b/ 
(U) s'écrit : 

/ 711 y21 y i 3 y 2 3 \ / &11 "âi2 a 1 3 "âlt. \ 

y 2 l 8yn y 2 3 6yi3 & 1 2 B a n a u 8a 1 3 

y 3 l y«.l y 3 3 yi.3 = ni a 3i â 3 2 "â 3 3 "â3j. I , 

\ y«.l &y~31 y . , 3 6y 3 3 / \ Û 3 2 Ba 3 1 a 3 1 t Ba 3 3 y 

file:///ooo-ey


138 (У П - У z i У Н -Уаз\ / » и ^12 »is » j A 

У21 - * У И У21 "оуц - * u " t e n -»i«. -ten 

У31 "УМ УЗЗ -Уиз 9 »2 »31 »32 »33 »з«» 

Ущ -6У31 У«.3 -6y»iJ \у"»32 -в*Э1 »з<. -ßa33у/ 
/ У П -У21 -У 13 Уаз\ / » п » 1 2 » 1 3 »IH\ 

У 2 1 - б У 1 1 -У23 вУ13 / - f t l 2 -ton -»1«. -0а 1 3 \ 

У31 -У«.1 -У33 У«.3 * * ' I -»31 -»32 -»зз -»зц I 
\ У Ч 1 -#31 -У«.з бУзз/ V »32 ß » 3 i a 3 i , ß a 3 3 / 

I o) Supposons а ц i* О ; 

УН • » l a u , Уп « и 2 а ц * ф . шх « ш 2 , 

mj * Ш2 » У 2 1 ж œ l » 1 2 » - У 2 1 " 1&2»12 — & 1 2 • О . 
De Etèrne : лщ а а 3 2 • a 3 i » * О. 

У П • »1»11 » У 1 1 * m 3»ii=»V mi « m 3 , 

Щ * п 3 , У1з » miâ"i3 , -У1з « 1113̂ 13 =ф- а 1 3 » О . 

De même : a 3i " 0. 

Donc si а ц 4 0 on a : 

/»11 0 0 0 \ 

О а ц 0 0 
S • 

0 0 a 3 3 0 

\ 0 0 0 a 3 3 J 
2°) Supposons a i 2 ¥ 0 : 

У 2 1 • n i a i 2 » - У 2 1 • m 2 a i 2 а ф в 2 • -mi , 

m 2 • -mi , у п » mjaji , у ц * m 2 â i ^ а ц « 0. 
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De même : ai 3 * a 3i * a 33 « 0. 

y 2l * m 2ai2 , -^21 * »3^12«==^ m 3 " t 

*3 B - ml » y**l = *ia 32 » -yitl • m 3(-a 3 2) ̂ = ^ a 3 2 « 0, 

De même : = 0, 

Donc, si ai2 4 0 on a : 

/ 0 ai2 0 0 \ 

B*"1ai2 0 0 0 

S » 

0 0 0 a3i* 

\ 0 0 B * 1 ^ 0 / 

Etude du cas ai 2 # 0. 

/ 0 B(âi2)^1 0 0 \ 

on a : S" 1 « / (ai2r
x 0 0 0 

1 0 0 0 6(ali4)"
1 

Y 0 0 (a 3u)"
1 0 | 

Prenons : (1 0 b 1 3 0 \ 

0 -B 0 -Bb 1 3 j 
bi 3 0 1 0 I 
0 -Bbn 0 -B / 

b n étant un élément de K(»/a), tel que dét (Pu) « B 2(l-Nbi3) 4 0, donc tel 

que Nbi3 4 !• 
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(U) s'écrit : 

0 - S C a ^ ) " 1 0 -toi3(a 1 2)"
1 

e ( â 1 2 ) " 1 0 e t â i î ) " ^ ^ 0 

0 -Bb^Usâ,)" 1 0 -6(a 3i,)"
1 

bl3B(a"3i,)"
1 0 B ( â 3 ^ )

_ 1 0 

0 a 1 2 0 t>13a3»t 

_ m w ~ a12 0 -fcl3»3«. 0 

0 t>13a12 0 »31. 

_ t13 a12 0 -a3t» 0 

Donc : 6(ai2) _ 1 * nnf(aj2) V mi* * -BÉNa^)" 1 > 

m u • - 6(Nai 2)~
1 , - e b 1 3 ( a 1 2 ) "

1 3 mi,b13â3i, b 1 3 = ( â 1 2 ) "
1 b 1 3 â 3 ^ . 

Cette dernière égalité est vraie quel que soit bi 3£K(v£) tel que N(biî)ji i . 

En prenant b 1 3 e K - {0} on obtient : ( a ^ ) - 1 £3«. » 1. Donc (a*i2)""1a3i t= 1 et 

^13 " (o>12)~1'D13a3** = ^ ^ 1 3 = ^13 •—>^13 g R » contrairement au fait que b 1 3 

appartient à K(/a"). Le cas a j 2 ¥ 0 est donc exclu. 

Etude du cas a n j 0 : 

/ ( a n P 0 0 0 \ 

0 (âll)" 1 0 0 

on a = Q Q ( a 3 3 ) - j Q 

\ 0 0 0 ( £ 3 3 ) " ^ 
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Prenons : 

/ 1 0 ! X \ 

f o -e - i -e 
P = P 5 = (dét P 5 jl 0). 

1 - 1 1 0 

^ i «e o -e y 
(k) s'écrit : 

/ ( a n ) " 1 0 (au)"l (anl'A 

0 -B(ân) " 1 - ( i n ) " 1 -B(ân)" 1 J 

( a 3 3 ) -
1 -(a 3 3)-l ( a ^ ) " 1 0 / 

\ ( à ^ ) " 1 -Bïa r̂1
 o I 

/ a n 0 a 3 3 a 3 3 \ 

0 -Ban - â 3 3 -Ba 3 3 i 

m 5 a u - a a n a 3 3 0 j 

y~an - B a u 0 -Ba 3 3 y 

Donc : ( a n ) " 1 • m 5 â n = ^ m 5 = (Nan)"
1 » 

m 5 » (Nan)"
1 » (an)"* 1 * »5&33 ==> all " a33 » 

m 5 = (Nan)"
1 » ( a n ) " 1 " m 5 a 3 3 = ^ a n • a 3 3 , 

par suite a n = a 3 3 € K et l'homographie s est l'identité, ce qui démontre le 

lemme 5»5 .^« 

5.5.5* Proposition : Le groupe K-homcgraphique h définit (cf. 5 .5 .2) un sous-

groupe de Ef-déplacements qui lui est isomorphe. 
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Soit s un élément générique de h. D 1 après la démonstration de 5 . 5 . 3 , 

lfapplication 8 v~* (pHVsps"" 1) > est un homomorphisme de h sur le sous-groupe de 

Ef-déplacements définis par les éléments de h. Cet hanomarphisne est surjectif. Il 

Il est injectif, car dfaprès 5.5.^» le noyau est réduit à lfélín<?nt unité. 

q.e . d . 

5.5.6. Théorème : Le groupe des projectivités (cf. 5.1.2, 2°) de P3(K(/J)) f 

permutables à lfantiinvolution r (5.**.l), définit (cf. 5.5.2) un 

groupe de E'-isométries, appelé groupe fondamental de E'. En particulier 

le groupe des hanegraphies permutables à r, définit le sous-groupe des 

ru 

Ef-déplacements, et le groupe K-homographique h définit un sous-

groupe de Ef-déplacements qui lui est isanorphe. 

Résulte de 5*5.3 et 5 .5.5. 

5.5.7. Il résulte de 5.5.6 que l fon paut identifier un élément générique du 

groupe K-homographique h au Ef-déplacement qu'il définit (cf. 5 . 5 . 2 ) . On obtient 

ainsi le sous-groupe h des E1déplacements, l'automorphisne A de h ( 1 . 6 . 2 ) , i e 

sous-groupe G de h constitué des Ef-déplacements invariants par A , les classes 

à droite (resp. les classes doubles à droite) et les classes à gauche (resp. les 

classes doubles à gauche) de h d foù : 

5.5.8. Théorème : Les bijections (Fj)" 1 et (F^T 1 (U.2.U) (resp. (F )"1 e t 

(F ) (U.2 .5)) transforment la partition à droite (resp. à gauche) 

du groupe homographique bilatère H , en la partition à droite 

(resp. à gauche) du sous-groupe hn du groupe des E1-déplacements, 

toute classe double à droite (resp. à gauche) de H ayant pour image 

une classe double à droite (resp. à gauche) de h. 
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Les isomorphismes fondamentaux F"1 et (f)"1 (1.6.1) transforment 

un élément générique d fune classe à droite (resp. à gauche) de H 

en les Ef-déplacements Sx 8 et s^ s f (resp. ss^ et s'sx), S x désignant 

un élément générique du groupe G constitué des Ef-déplacements 

invariants par l'automorphisme A , s et s 1 , qui s'échangent par A 

étant les images par f** at (F*)~* d'un élément déterminé de la classe 

de H considérée. Lorsque la classe de H est une classe double à droite 

(resp. à gauche), s et 6 9 appartiennent en outre S une même classe 

double à droite (resp. à gauche) de h. 

La première partie du théorème résulte de 5.5*7, h.2.k$ U.2.5, U.2.7-

Dfautre part, un élément générique de la olasse à droite (resp. à gauche) 

de tf, contenant l'homographie bilatère S, est l'homographie bilatère $x$ 

(resp. SS\) où Sx est un élément générique de G (U.2.1). En appliquant 1.6.2, 

et à nouveau U.2.U, U.2*5 et U.2.7, on obtient la seconde partie du théorème. 
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