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UNE PARTITION DU GRQUPE DES HOMOGRAPHIES BILATERES

DE LA DROITE PROJECTIVE, DANS UNE ALGEBRE DE QUATERNIONS GENERALISES

G. ERTEL

INTRODUCTION .

Une homographie de la droite projective queternionienne est le couple
formé d'une homographie & droite et d'une homographie & gauche liées par des
relations déduites de la notion de point bilatére. On utilise ces relations
pour étudier la structure du groupe homographique bilatére.

Dans le premier chapitre, aprés avoir défini une algébre de quaternions
généralisés, dans laquelle le carps de base K, supposé comrutatif, de carac-
téristique z&ro, contient deux &léments o et B8 non carrés, on rappelle les
notions de point bilatére et d'homographie bilatére (1), introduites par
R. PERNET, en continuation des travaux de Study et Pimid. On démontre 1l'iso-
morphisme d'un groupe multiplicatif de meatrices inversibles, d'ardre quatre,

& coefficients dans le corps K(/x), appelfes K-matrices et d'un groupe multi-
plicatif de matrices inversibles, d'ardre deux, & coefficients dans 1'anneau.
sous-jacent de l1l'algébre des quaternions (resp. dens 1'anneau opposé). On
définit une %n)bmographie de l'espace projectif & trois dimensions sur le
corps K(va), par la donnée d'une §~matrice, déterminée & un élément prés de K.
On établit 1'isomorphisme du groupe %~homographique et du groupe homographique
8 droite (resp. & gauche). On en déduit les isomorphismes fondamentaux du

groupe - omographique sur le groupe homographique bilatdre, ainsi qu'un

(1) R, PERNET , bibliographie { 1]
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automorphisme A (resp. L) du premier de ces groupes (resp. du second).

On précise A au chapitre II, en déterminant 1'imoge par cet auto-morphisme,
d'une Kmhomographie dcnnée. On introduit pcur cela 1'cpérction de pseudo trang-
position d'une matrice d'ordre quatre, & coefficients dans un anneau. On
démontre que A (resp. Ll ) est involutif et on étudie L.

la décomposition de A en un produit permutable d'automorphismes involutifs
permettrait d4'obtenir un sous-groupe remarquable du groupe %—homographique
(resp. du groupe hormogrephique bilatére). Mais cette décorpcsition est valable
seulement dans le cas des quaternicns ordinaires, et plus généralement larsque
le carps de base est ordonné maximal. Le cas des queternions généralisés étant
le seul treité ici, la décomposition de A est exclue ; on €tudic donc, au
chapitre III, la structure du sous-groupe G ccnstitué des &;hcnographies inva-
riantes par A, ainsi que la structure du scus-groupe G ccnstitué des homogrephies
bilatéres invariantes par L. Ces deux sous-grcupes se correspondent par les
isomorphismes fondamentaux définis au chapitre II .

L'ensemble des clesses & droite (resp. & geuche), déduites de G, constitue
une partition du groupe homographique bilatére. On démontre, au chepitre Iv,
que deux bijections lient cette partiticn & celle correspendante du groupe
%-homographique définie & partir de G. L'autcmcrphisme L détermine une permi-
tation involutive dans l'ensemble des classes & droite (resp. & gauche) au
groupe homcgraphique bilatére. Tout €lément double de cette permutation, est
appelé classe double & droite (resp. & gauche) du groupe homographique
bilatére. On définit de méme & partir de A, les classes dcubles du groupe K -

homographique. On démontre une propriété caractéristique des classes doubleg
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M chapitre V, on générelise et compléte un résultat indiqué par
E. Carten (1), dans le cas des quaternions sur R, selcn lequel, ure homegraphie
8 droite a pour image un déplacement, dans l'espace des antipolarités ellip-
tiques permutables & une certaine sntiinvolution. Tcut d'nbc-d cn a8 suppcsé
les antipclarités de type elliptique et le corps de bose ordonné maximnl. La
notion de distance de deux antipolarités elliptiques, définie par E. Cartean,
n'étant alors plus valable, on & introduit la noticn plus gérérale d'"écart".
Ensuite, en transfcrrant la définition de 1'"écart”, on s'est 1ibéré du carac-
tére elliptique d'une antipclarité, et on s'est plecé dans le cas des quaternions
gérédrnlisés.

On reppelle donc d'abord, les notions de symétries projectives et cer=-
taines prcpriétés indiquées par E. Carton. On définit ensuite 1'"écart" de
deux antipolarités quelconques. L'ensemble des antipolerités, muni de 1'"écort'
devient l'espace E. On démontre 1l'existence d'appliceticns de E dans E, appelles
E-isométries, qui conservent le'"écart". D'sutre part, les %—hcmographies
étant permutables & une certaine antiinvolution, on détermine la structure
du scus-espace E' des antipolarités permutadbles 8 cette antiinvcluticn. On
établit 1l'existence d'un grcupe de E'~iscmétries, et cn convient d'appeler
E'~dCplacements, les €léments de 1'un des scus-groupes du groupe précédent.
Un sous-grcupe de E'-~-déplacerents se révéle isomorphe ou grcupe %-homographique,

et permet d'obtenir une interprétation de la partition du groupe hcmographique

bilntére, définie eu chapitre IV.

(1) E. CARTAN , bibliographie [2] .
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CPAPITRE I : les isomorphismes fondarentoux F et F* du proune f(’»homocraphique

R _sur le groupe herogrephique bilatére # .

1.1 L'2alpibre des queternions sur K (Rappel (1) )

1.1.1. Scit K un corps caurutatif, nommé ccrps Ges scelaires de caratéristique
z€érc, possédant deux 8lérents « et B non corrés (@'élénents de K). Soit A
1'algdbre des quaternions sur K. Un quaternicn s'éerit : 4 = (xj+x-u) + (x3exu)v ;
x; @K (1<i<h) ; u, vet ; u?2=q ; vi=83; vu= -uv,
x) s'appelle lo trace de A @ (A} = xy .
1.1.2. Les €lérents Qe A ce la fcrme X +xou constituent un corps ccarmutatif
noté k(/:). Si on pese & = x)+Xou et £ = x1=x,u , l'application a—>a est
un sutanerphisce involutif de K(v3). On a
(1) va = &v pour tout ae&K(/o).

1.1.3. A étant un élement génlrique de A, cn peut écrire d'une manidre unique ;

A = atbv , abeK(V/o),
1.1. Lk Pour tout A€A , on pcse :

-

LA=a-bv , A =AA = AA = 08 - Bbb = Na - ENb €K,

cna : AB = Bl et N(AB) = MAMB quels que scient A,Be€A. NEA est inversible si
)

et seulement si : NA # O. On 2 alers @ A ' = (NA)TIA.

NA # O est aussi la condition de régularité dc A. On dit quc A est

irrépulier, lorsque NA = O et A # O.

1.1.5. Si A€ A est irrépulier ona : AX = 0&—= X = AR , B étant un ¢1ément

BR.

quelconque de A, De méme : XA = O0E=X

(1) Bibliographie : [1] p. 124,
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1.2 Groupes homograrhiques (rappel (1))

1.2.1 Entre les couples ordonnés (Ay,A,) d'élérents de A, on définit 1'équiva-
lence R :

(Ay,A2) R(AL,A) &3 U(U A ,NU# O, Al = AU, A} = AU).
On appelle point & droite, une classe d'équivalence dont un élément (A;,A,),
dit indicateur du point & droite, ne vérifie pas sirultanément les relaticns
NAy = NAp = A1R2= 0, corpatibles avec R.

Le systéme :

X{ = An1Xy + AX,,
(2)

X3

AnXy + A22X2,
définit une trensformation S dans l'ensemble des points & droite, eppelée
homographie & droite. Sa matrice (Aij)1<i , j<2 est & coefficients dans 1'anneau
sous-jacent de A, L'homographie S est bijective (on dit encore non &égénérée)
si, et seulement si :
V(S) # 0 avec : V(S) = N(ay1A22) + N(Ay2A21) = 2{A11A21020A;,) €K

Cette relation exprime aussi 1'inversibilité du systéme (2).

le procuit des homographies & droite S et T, de metrices respectives
(Aij)lsi y J<2 et (Bij)lsi » j<2, est 1'homographie & droite TS, dont la matrice
(Cij)lsi » J<2 est le produit (Bij)(Aij)’ donc est d¢finie par la relation :

C.. = Bi Alj + B

1)
M' = (m'ij)lsisp, 1l¢jgq et M = (m"jk)lsjsq » l<ksr , & coefficients dans

iZAzj (l¢i , jg2). En effet (2), scient les matrices

un anneau quelconque, dont le nambre de colonnes de M' est égal su nombre de
lignes de M". On appelle produit de M' et M" la matrice M'M" = (mik)lsi<p , lgkger

dont les coefficients sont donnés par la relation :

q

= [ " g
Dy 5&& m W (1<isp , lkker).

(1) Bibliogrephie : (1], p. 5 2 10.
(2) Bourbald : Alg2bre , ch.2.
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L'ensemble des homographies & drcite non dégénérées, rmni de la loi milti-
plicative précédente, cmstitue un graupe H appelé grcupe homcpraphigque 3 drcite.
1.2.2. On définit de méme un point & gouche per 1'éanivalence R

(2,8 R A< 3ulueA,nu #0, 1 = U A ,2 =us

. » ¥ . . . e
et les relations NR& NA; = Ay = 0, suppesées non simmultaniment vérifiées,

Une homographie & gauche s? , d%7irie par le systime
X=X 4%
X = Xirsy + X’z‘r\éz

est non dégénérée si, et seulement si : V*(S*) # 0 avec

vH(S*) = N ) + BN 5)) - 20015105060 ek,

Sa matrice (Aﬁj)lsi , J<2 est & coeffirients dans l'anneeu oppesé & 1'anneau
sous-jacent de A, Rappelcns (1) que si A dCsigne un annceu, l'enneau opposé A°
est composé des Line. S.iizunts gue A ;3 1a loi additive est la wéme dans les
deux anneaux, mais si xy désigne le prcduit de 1'élément x par 1'él4ment y
dans A et x1 y 1f produit de ces mfmes eléments dans A° |, ona x & Yy = yx.

le prcduit des homographies & gouche s* et T* de matrices resnectives
(Azj)lsi , Jj<2 et (E?j)lsi » J€2, est 1'homographie a gauche szf dont 1la

matrice (Cﬁ Jl<i , j<2 est le produit (Dzj)(ﬁgj), donc est définie par les

J
relations
] = ¢ 14 t * i ° . .
c%s B’;] Ry5 + B4R (1€i , js2),
. *x _ * * X% . .
i.e. Cij = AIj Ej, *+ A2j B, (1<i , j<2).

L'ensenble des homcgraphies & gauche non dég%nérées, muni de la loi multi-

-z

plicative précédente, constitue un groupe w*, appelé groupe homographique & gauche

(1) Bourbzki , Alg. ch. 1,
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1.2.3. On appelle point bilatére, l'ensemble d'un point & droite d'indicateur
(Ay,A7), et d'un point & gauche d'indicateur (Aq ,A,;), 1iés bijectivement par
la relation : A’lAz = A*;_Al.

L'enserble des points bilatéres constitue la droite projective quater-
nionienne ou d.p.qQ.

Une hamographie bilatdre est le couple S= (S*,S), formé d'une homogra-
phie & gauche s* (corposante & gauche), de matrice (A’;J.), et d'une homographie
2 droite S (composante & droite) de matrice (Aij)’ liées bijectivement par
les relations

* * o
A11A21-A21A1 K§2A22"A22A12

0,

X 2#
AIIAZZ-AélAIZ = A22A11-'A-)1‘2A21 A pour tout >€K-{0},
V(Aij) # 0.

K-{0} désigne 1l'ensemble formé par le corps K privé de son €lément nul. Ces

. . o %
relations ont pour conséquence : V (Ai,j) # 0.

L'hanographic bilatére S définit une bijection dans 1l'ensemble des
points bilatéres.

Soient S = (s*,8) et T = {-T*,T) deux homographies bilatéres. On pose
ST = (gt'l?tST). L'ensemble des homographies bilatéres, muni de la loi mul-
tiplicative précédente, constitue un groupe fi , appelé groupe homograrhique

bilatére.

1.3. Isomorphisme f.

1.3.1. Lemme : Posons (cf., 1.1.3) :

X1 = x1+xv , Xo= X3+xev

(3) X1 = 2y+xhv , Xh = y+xpv

X5 x’ig K(/a) (1<igh),
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=1 -
Ay = 81148 a)1v , Ay = a)3+8 lajgv ,

(&) Ayy = a31+8 lagov , Ayy = a33+8 lagy

aiJGK(m (1<i ’ J.Sh)o

les relations

]
Xy =AnX; + AypXy o,

(s) ,
X2 = Aoy Xy *+ AXy
et
)
X] = a)1X] + 412X + 8)13X3 *+ 834Xy,
H -y —— - avq - —
x; = BT la)oxy + ayyxp + B lajuxy + ayaxy ,
(6) ‘
X3 = ajzijX) + 23Xy + a33X3 * azyuXy ,
Xy = BT 183ox) + B31xp + B laguxy + 233Xy ,

sont équivalentes,
En effet, (5) s'ecrit

(8.11+ B-lalzv)(xlﬂ-;_zv) + (813+BulalgV)(X3+;{gV),

X] + Xov

x5 + xyv

(a31+ B la3,v)(xy+X,v) + (23348 lajev)(x3+x,v).
d'aprés la relation (1) de 1.1.2. on a
(211487 layzv) (x)#Xov) = egpxg+a)xov+s 1o)X v+8 lagox,ve,
Le corps K(/a) étent comrutatif (1.1.2), en remplagant v2 par 8 (cf.1.1.1)
on obtient
(a11+871a)ov) (x1#%2v) = a)p+ apxev + 87 leyXiv + ajoxp.
On celcule de mire les eutres produits. Donc (1.1.3), les reletions
(5) équivalent &
X
x5

X3 = aj1x) + 032%X) + 233X3 + 834X,

e11X)] + 812Xz + £13X3 + 234Xy,

a11xz + B layyx) + aysxy + B layux3 ,

1

= a31xp + B lagx) + a33xy + 8 lagyxz

]
e
!

d'ou le lerme.
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PO N . . <
1.3.2. Défipition : On appelle K-matrice, toute matrice d'ardre quatre, &

coefficients dans K(/a), telle que

ap) = B 13y, , 8pp =811 , @23 = B 'ayy , 8y =

!
o]
—
w

ayy = 8 133, , 8y, = 83) , 843 = B ld3y , 84y = 833 .

la K-matrice (aij) s'écrit doac

811 812 2313 ayy

B A1z ajy B &y, 813

a31 aszp a33 L3y

.-.1- -t ] -
B 837 &3] B a3, 833

1.3.3 Lemme : le déterminant d'unelyumatrice est un élément du corps de base K.
En effet, en utilisant l'cspression explicite ce la %»natrice (aij) (1.3.2);
on obtient :
aét (aij) = (Nayy « B INayp)(Nazs - B 1Fag,) +
(Fagy ~ 8ﬂ1ﬂ832)(ﬂa13 - 8 lay,) + m+ 10 €K, en posont
m = B lajjazasdis + B 183121181483y - 811831833313 ~ B 'ayi23zazadge -
87 layz831834813 = B ‘ajgazajazy + B lajoeicaiiii + B lajsaziaggy .
1.3.L Lemme : Les K-matrices forment un espace vectoriel sur K de dimension
seize.
(2% ~
D'aprés 1.3.2, la somme de dcux K-ratrices est une K-matrice et le produit

~ . . N . . ~
d'une K-matrice par un scalaire est une K-ratrice. On en déduit que les K-

natrices fament un espace vectariel sur K. Une base de cct espace vectoriel

est formé des matrices :
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01 0 0 0 u 0 0 1 0 0 O u 0 0 0
g7lo o0 o g0 0 O 01 00 0O u o0 o
’ 9y b}
0O 0 0O 0 0 0O 0 0 0O 000 0]
0 0 0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0

et des douze matrices analogues.
1.3.5 Définition : On appelle f, l'application qui & toute K-matrice (aij)

fait correspondre par les relations (4) de 1.3.1 :

Ajy =ayy + B8 lay, v, Ajp =ay3+ 8 lay, v,

Ayy = a3y + B lagy v, Ayz = a3z + B lag, v,
la matrice (Aij)lsi » J€2 , & coefficients dans 1l'enneeu sous-jacent
de A .

1.3.6, lemme : L'espace vectaricl sur K des %—matrices et 1'espace vectoriel sur
K des matrices d'ordre deux, & cocfficients dens l'anneau soms-jacent
de A, sont isomorphes. L'epplication f (1.2.5) définit cet isomor-
phisme,

L'application f est surjective, cer les aij figurant dans les relations
(4) &tant génériques de K(/a), et d’aprés 1.3.2 n'étant 1iés per aucune relatien
les Aij peuvent d'aprés (L) prendre des valeurs erbitrairement données dans A,
L'applicetion f est aussi injcctive, et donc bijective. En effet, d'apres

(4), 1'identité des matrices (Aij) = f(aij) et (A'ij) = f((aij)) entraine

1'identité des ,}I()-matrices (aij) et (aij).

D'autre part, toujours d'aprés (L), les égalités :

J

et les reletions : f((aij)) = (Aij) » AEK ont pour conségucnce :

f((aij))= (Aij) . f((bij)) = (Bij) entralnent : f(ﬁij) + (bi.)) = (Aij) + (Bij)

f(.\(aij)) = )\(Aij). Le lemme résulte alors de 1.3.4.
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1.3.7 Proposition : L'alglébre sur K des Kematrices ct 1'algdbtre sur K des
motrices d'ordre deux, & coefficients dans l'ernneau sous~jacent de
A, sont isomorphes. L'eppliication f£(1.3.5) définit cet is7morplisme.
Les matrices d'ordre deux, d coefficients dans l'enncou sous-jecent de
A , farment une 2lgébre sur K, En effet, d'aprds 1.3.6. elles forment un espace
vectoricl sur K : d'autre part, «lles constituent un anneau, car les matrices
d'ordre n, & coefficients dans un anneau forment elles-mémes un annecu (1)
enfin quelles que soicnt les metrices d'ordre deux (Aij) et (Bij)’ & coeffi-
cients dans l'anneau sous-jacent de A , et quel que soit )€K on e :
(A (2g) = (A5 )(A(B;5)) = A(ag (B, ).
L'application f &tont bijective d'aprés 1.3.6. l'application réciproque
™1 existe. Pour démontrecr la proposition, il suffit donc de prouver que, si
A est générique de K, et si (Aij)’(Bij)’(Cij) sont dcs matriccs arditreires
d'ordre deux, & coefficients dens 1'annezu sous-jacent de A , on a :

f"l(x(Aij))

f-l((Aij) + (Bij))
f-l((Aij) (Bij))

Les deux premiéres relations résultent de 1.3.6. Pour obtcnir la troisiéme on

A (g ,)),

FUAD) + B

f"l((Aij)) f"l((nij) .

]

pose : (Cij) = (Aij) (Bij) ; on d8signe par (aij) , (bij) R (cij) les ¥-metrices,

imeges respectives de (Aij) . (Bij) . (Cij) par £~! et on démontre que

..) = .. .. i.€. é + éf ités : .. = Aa. . . .
(clJ) (alJ)(le) , 1.e. On démontre les éralités ci5 = fi1 le +eg, sz

+ Bi3bgj + aihbz,j (1<i, jei).

EA effet, la relation (aij) = f-l((Aij)) équivaut & (1.3.2 ; 1.3.5) :

Ay =app + 8 lay, v ; Ly =a13 + 8 la), v,

A2y a3; + B 1&32 v . Ayy = a3z + B-la3“ v,

(1) Bourbakd : Algdbre ch. 2,
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ayy = 818y, , a0 =8)) , 823 = B layy , 8y = 813,
ayy = B la3; , a4y T a3 , 843 = B 1a3, , 8yy = 833 .
e = —1 . - = -l .
On trensforme de méme (bij) f ((Bij)) et (013) f ((ClJ)).

t 2 T+ 2 = 12 .
L'épgalité (Cij) (Aij)(Bij) s'écrit

Cyy = A11By) + A12B2) R Ci2 = A11B12 + Ay2By»

A71By) + A3339) s C22 = A21B1y + Ap2Ba)

C21
Oou encore @
c11 + 87 leyov = (agy + 87 lay,v)(byy + 87 byv)+(ay3 + 8 12y w)(byy + BT lbg,v),
cr3 + B leyv = (a1 + 8 laov) (byg + B7Ibgv)+(ay3 + 8 lay ) (by; + 87 1bg,v)
c31 + B lagv = (a3) + B lagv)(dy) + 871byov)+(ags + 87 lagv)(byy + 87 lby,v) |
c33 + 8 leav = (23) + 87 lazv)(byy + B b yv)+(azsy + 8 lagw)(byy + 87 lby ).
On effectue les produits comme dans la démonstration 1.3.1 ;

d'aprés 1.1.3 on obtient :

a1ibyy + B lajabypy + ay3b3y + 8 layuby; ou

c11
C11 = ajpbyy + ajyoby) + Ay3b3y + ajubyy ,
ainsi que les égalités correspondant & €y , €13 5 C1y 5 €31 5 C32 4 C33 , C3q.

D'autre part on 2 :

coy = B lcy, = B May b)) + oypbyp + ay3b3; + ayyby,) ,

a22b21 + 22131 + 2as4by) + np3b3y

a21b1y + 82b2) * £23b3) + 054k ,

et de méme les €gnlités correspendants @ Cpp 4, Cz3 5 Coy 5 Ch4) 5 Cyp o Cu3 s Cyye
Q.F.D.

1.3.8. Il résulte de 1.3.7 que le groupe multiplicatif des E—matrices inversibles

et dont les inverses sont des gum:trices, est isomorrhe cu groupe multiplicatif

des metrices inversibles d'ordre deux, & coefficients dens 1'ennesu sous~jacent

de A. f définit cet isomorphisme.
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1.3.9 lerme : la complémentaire (1) d'une Romatrice est une K-matrice.
v
Ia camplémentaire de la K-metrice (aij) est la matrice (aij) telle que

! = . 1 ) .o ési Y .o é -
aij yjl (1¢i , j<h) , le désignant le cofacteur du terme aJl drns le déter
minent de la matrice (aij)' En utilisant (cf. 1.3.2) 1l'expressicn explicite de
1a K-matrice 4aij), cn cbtient

87131, = B 181633333 - 8 les 834813 ~ B 2832814834 + BT 1832833213

ab

+ 8 2a3,0348;2 *+ 8 13330338 14-

aby = 3{) = 211833833 + B lagBaueyy + 8 1328303y ~ B ljz033814 - B 1A342349))

- 83303)0)3
a3y = 8 laly = -87ley ¥ 4833 =872 2834814 — BT 1R32013813 + B 2832814014
+ 871a3,3138)1 + 87 la33B)00)3 -
edu = i3 = 87 loyya1403y + 871G 0833004 + e310138)3 - B leg 21400,
~ a33d13811 = B lagdyogs -
aly = 8713y, = =87 281583583, ~ B lag @318y, - 8 1332811033 + 8 Za3,8301,
+ 87133703381, + B ME34a3180).
aly = 2% = 6 lajayTa, + 1303135 + 8 lago83,033 - 87123273083
- 83183301) - B l&3,a310)7 -
al3 = 8718Y, = -7 ley 81183, - 8718831013 = B 2015014832 + B 1832811013
+ 6718318421 + 8 “B3,8) 28] 2.
aly = o33 = 11811833 + B 13,853,813 + B laga1081y - 231811813
~ B lag 81481 = B lagiagofys.
0.E.D.

1.3.10. Lemme : L'inverse d'une K-matrice inversible est une K-matrice.

(1) Godement : cours d'algabre,
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En effet, si (aij) est une K-metrice inversible, cn a :
0#£¢= dét(aij)eK (1.3.5). Donc, avec les notations du lemme 1.3.9,
(a.ij)"1 = Z'l(aij) est unc g—mntrice, d'aprés 1.3.4 et 1.3.9.

1.3.11 Proposition : L'application £ (1.3.5) est un iscuctphisme du groupe

03 N 3 L i .
mltiplicctif des K-mntrices inversibles, sur le groupe multiplicetif

des matrices inversibles d’ordre deux, & coefficients dans 1'anneau

sous-jacent de A,
Ccnséquence de 1.3.8 et 1.3.10,

1.4 Iscmorvhisme F.

1.4.1 Lerme : Les matrices (Aij) 1gi , jg2 et (Aij) l<i , j<2 représentent
la ménme homographie d droite non dégénéréc si, et seculement si,
v(A.. i i K- tel '.) = ..
(AlJ) # 0 et 1l existe )€ {o} tel que (AIJ) A(AIJ).
Le condition est suffisante, Démontrons qu'elle est nécessaire., Si les

homographies non dégénérées définies respectivement rar

X} = A1 Xy + A)X; ’ X{ = A1 Xy + Al2X;p
4 X o= A Xy + AyX, , et < Xy = A5 Xy + ALY, ,
]
. V(Aij) 0 , i V(Aij) £0 ,

sont idcrtiques, en choisissant X; = 1, X, = 0, cn obtient 1'identité des
points & droite (A7) , Azy) et (Aly , A3Y;) done il existe UE A(M # 0) tel
que Al = AyU , A%y = ApU.

De méme, X3 = 0, X; =1 , entraine 1'existence de VEA(NV # 0), tel que
Aly = AoV, Abp = £oV.

Donc, & tout point & dreite (X; , Xp) correspond QEA (MY # 0), tel que

A11UX) + A12VX2 = (A11X) + Ap2X2)Q

A21UX) + AaaVX2 = (A21X1 + N2%2)Q
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ou Al1Y + A2 =0
Ay1Y + A2 = 0
avec : Y = UX, - X,Q R Z = VX, - X,Q .
D'aprés lo condition V(Ai,j) ¥ 0, lec systéme en Y ¢t Z n'adnet que 1a
solution Y= 0, 2 = 0 (1.2.1).
Donc, quels que scient X; , X€A , il existe OEA (NQ # O) tel que :
Xi=UX; , XQ=VX, ,
U et V étant des quaternions réguliers déterminés.
En particulier, quels que soient X, , X, réguliers, le calcul de Q donne
X100X) = XWX = (X x50 " (g x3l) = v .
Posons A = XIXZI. A est un quaternion régulier arbitraire tel que A MUA = V.
En prenant A =1 ona : U=V, donc AU = UA ,quel que scit A régulier.
Par suite UEK (1). Le lerme est cémontré.
1.4.2 Définitions : On note P3 (K(/a)) (2) l'espace projectif défini & pertir
de l'espace vectariel (K(/a))“.
On eppelle /Iz-homogre.phie, toute hamogrephie de P3(K(/a)) définie par une
;(u—matrice, dans la base de (K(vc))" considérée. Une telle ?(-hcnogrc.phie
est dite non dégénérée si la /ll()-matrice correspcndante est inversible,
Les ,It(J-mtrices inversibles formant un groupe multiplica-
tif (1.3.11), il en résulte que les ?(J-homographies non dégénérées
forrment un groupe multirlicetif h appelé groupe ’ll()-hanographique.
1.k.3 Lemme : Les K-matrices (aij) et (a:!Lj) représentent la mime (ig-homographie

si, et seulement s'il existe A €K - {0} tel que (aij) e A(aij).

(1) Bibliographie 3 : p. 7-9,
(2) Bourbald : Alg. ch. 2.
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En effet, d'une part les matrices (aij) €t (a:!Lj) représentent la méme
homograrhie de P3(K(/E:—_)) si, et seculement si, (aij) = X(aij)" A EK(Va) - {0} .

D'eutre part, si (aij) et (a;:j) scnt deux I/(l{-matrices, on a en particulier
les relaticns a,; = &) et 2%, = aj; denc ley, = }allet par suite \ = ;¢=*X€:K

(en supposent a;; # O § déronstration enalcgue dans le cas contraire).

. . :‘! > »
1.b.4 Propesition : L'application F, qui 4 tcute K-homographie non dégénérée

de matrice (aij), fait ccrrespondre 1'homcgrophic 8 droite de matrice
f((aij)) (1.3.5) , est un iscmorrhisme du groupe ’}‘(‘-homographio_ue h
sur le groupe homographique & droite H.
F est surjective (résulte de 1.2.11). L'identité des hamegraphies & drcite
de ratrices f((aij)) et f((&ij)) entraine successivenent
f((aij)) = xr((eij)) , reK - {0} (1.4.2)
(cij) = A(aij) (1.3.7)
Les R-homogrephies de matrices (aij) et (aij) sont identiques (1.4.3), F est
donc aussi injective, d'ou on en déduit que F est bijective,
Enfin, F est ur isomorphisne, car 1'image rer F du produit des %--hmogra-

1)
e€st 1'homographie i droite de matrice f((ai.)(b..)) = f((aij)) f((bij))’ i.e.

rhies de matrices (aij) et (b..) , i.e. lo ?(’-homogre.phie de matrice (ci.) (b..)
J 1)

J 13
. . N . P
le produit des images par F des K~homogrephies données,

1.5. Isomcrphismes f* et F*,

1.5.1 lerme : Posons (cf. 1.1.3) :

2%
"

;l-izv ,)8‘7=3_(3-)‘(L.V,

l

X1 =xt-x3v , X§ =x%-%xlv ,
X: s xief:(@ (1¢ich)
* - - * = -
NMy=¢e;) -8 layov K, = 813 = 87 lay,v

o

Ap1 = a3; - B 1C‘-az" » A2 Se33 -8B 133uV ’

&ij€ K('/C:) (l<i ] jd*).
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les relaticns

¥ _ . E N
W= Xiin+ ¥l

* _ ¥ L% A, %
X'z = ){.1.‘.21 + }\2..22 N

et

»
—
1

= 811X) + apyxy bejxy e, ,

x3 = B loyoxy + ayxp + B lA 3 + Aygxy
x} = a31x) + a3yxy + £33x3 + e3LXy
xl = 6 lagzxy + 31xp + B8 laguxy + 333xy ,

sont équivslentes.,
cpas sy . . N v .
1.5.2 Définiticn : On eppelle ¥ , 1l'arplication qui, & toute X-matrice (ai.)

fait carrespondre par les relations (1.5.1)

- - ¥ - -
e11 - 8 lagv , Ay = ap3 -8 lapyw

A
111

*

% - - - -
K71 = 231 =8 lagv  ,  Rhp = a3y -8 lagyv

1n matrice (Aij) l¢i , <2, & ccefficicnts dens l'enncou oppesé
8 1l'enneau scus-joceut de A.

1.5.3 Prorositicn : L'application £*(1.5.2) ¢éfinit 1'iscmerphisme de deux
elgébres sur K : 1l'algdtre des Fratrices et 1'alglbre des cetrices
d'ordre deux, & coefficients dans l'ennecu crposé & l'annrcnu sous-
Jecent dec A,

1.5.4 Prorosition : L'aprlication f*(l.S.E) est un isamcrrhisme du sroupe
mltirlicatif des g-m&trices inversibles, sur le groure ruitiplicetif
des matrices inversibles d'ordre deux, & ccefficients dans 1'cnneau
opposé d l'annenru sous~jacent de A,

1.5.5 Lerme : Les metrices (Egj) ct (d;j) représentent le rine honcorerhic &8
gauche non déginérée si, et seulerent si, : V'(ﬁzj) # 0 ¢+ 11 existe

»eK - {0 A% = k) .
{0} tel que (\lJ) A(llJ)
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. . ® . s . .
1.5.6 Proposition : L'application F, qui, & toute‘¥-homograph1e de matrice

(aij), fait correspondre l'homopraphie & gauche de matrice f*((ai.))
J
N
(1.5.2), est un isomorphisme du groupe K-homographique sur le greupe
henogrephique & geuche H¥,

1.6 Les iscmorphismes fondementaux Fet F .

1.6.1 Définiticn : On appelle F (resp. F*y, 1'applicaticn qui, & toute K-
hemographie de matrice (aij) , feit correspondre 1'homogrephie biletdre
dont la compcosante & droite (resp. d gauche) a pour ratrice f((ai‘))
(resp. f1(aij))) (1.3.5 3 1.5.2) .

1.6.2 Théordme : F' (resp. F*) (1.6.1) est un isomorrhisme du groure K-homo-
grephique h sur le groupe homogrephique bilatére H., L'ernlication

A= (7Y Fresp., L = FXF 1) est un eutermerphisme de h (resp. de )
Donc, & toute homographie bilatére de la d.p.q. correspond
par F71l et ( )7L , un courle de gnhcmogr&phies non dégérdrées de
metrices respectives (uij) et (bij)’ tel que l'epplicaticn, qui § 1a
%Lhomographie de matrice (cij)’ fait corrcsrcndre la kLhcmographie
de metrice (bij); est 1l'eutomerphisce /.
En effet , F (resp. F¥) est carpesé de 1'isomerphisme F (resp. ¥%)
(1.4.4 3 1.5.6) et de l'isomorphisme qui, 3 toute homcgraphie 3 droite S
(resp. S ), associe 1l'homographie bilatdre dont la corposante & droite (resp. a

gauche) est S (resp. s%).
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CIAPITRE 1I : Ies sutcmerphismes [ du groupe hamogrephique bilatére H ¢t i

v .
cu preoure l»homograwﬁgouu h.

A . . . P P
2.1, Celeul Ce la ¥-ratrice (bij) lei , j<b définie eu thioréme 1.€.2.

. v . . . -
(r. se prenese, cornaissart la K-retrice inversible (aii) (L = acét (°4j) # C),
- n . . . - n - - . - . .
de ec2lculer la Kemetrice 1nversibie (bij) définie au thccreéne 1.6.2. On utilise
les relasticns

% »
Ahay = KAy =

(1) yeK - {C},
»*
Ahas ~ £5100,

I
o
v

L1}

% ¥
Ryghop =~ Ajohyr = O ,

(11) . M » €K - {0},
- A2k *+ AQhyy =0

?

qui définissent une ncmcgraphie bilatére (1.2.3), ainsi que les relations :

All = a;) + 8-18.12\) s A12 = a;3 + B-laluv ,
Ayy = &3 + B lagyv ) Pop =833+ B legw
X _ T - ¥ _ = -

All -bll- 8 lb”v . ;‘12 —b13- 8 lbll.V N
5‘21 = b3y ~ 8 lby,v R A*zz =33 - £ o3y,

qui définisscnt respectiverent Fet F* (1.6.1).
Le systéne (I) détermire byy , dyp , b3y , by en fonction des e, ..
En effet, en effectuart les ccleuls ccmme dens le lerme 1.3.1, et en utilisont

1.1.3 , le systéme (I) s'écrit successivement

(bll - Bnlblzv)(&:gl + 8°1a32v)~~(f331 - B-1b32v)(a11 + B-lalzv) c,

1]

(tyy = 8 'oyv)(azs + 8 legw)e(bg) = 8 1bgpv)(ayy + 8 lay ) A,

b1123) + B ey = 8 boagv = 87101533, = bajagy - 8 Mbgpagav + 8 lbg,egv

+ 8 lo3ay, =0,
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by1e33 + S-lbnauv - S-]b1;533v -~ B lb12331. -« b3ijeyy - 8 lb31:’.1x.v + B-1b32513v

+ 6“1b32?'-]'4 =) Y

P

Dy1n3) = B E13F3p - bagnag + 8 kaNi = 0,

b11832 = b12~3] = b21a1s + b3y = 0,

- s - - Y. - _ .
Dr1233 ~ B0 p33, ~ D23 + B BTy = 4,
by1a3e= birnaz = bajogy + b3pd3- 0,

le ¢lterminont du sis*tinme (I) est @

az1 -812az -2y 871E), 131 23z a33 a3y
2

232 -T3) -ay2 a1 8 Tl33, 33 BMgw  Ga3
.8 1a g~ 17

€33 aay,  .ey13 B otagy 211 a1z e13 a1y
. - e P S -

a3y <233 -1y ars 6 12 oy B ofagy ey

a1l e12 a3 21y

= Levee O0# [ = dét(aij)SK (1.3.3)

a3y 232 233 a3y
87133, 231 87E3, E33

En ¢ésicnant par y.. le ccfactewr du terms A, . dens le dfterminant Qe 1a
‘-d “

i

emetrice (nij) (cf. 1.2.9), cn ovtient :

0 8713 .2 BTN,
_ 0 - %3 212 a) 87175, R B B-15‘712
-1 1
bll = 24 -1 - Y =\ -
A 87133, ey BT -831  -a12 &y,
0 333 -a1y T13 “333 -eyy &)y
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8 124, a1 8 12y, 8" lay, a3 £33
= 2L71 a3 a); an | =027t agn ay; ayy
a33 a1y 213 B 12y a1 a3
11 212 814
=201 | a7l ty ay3 | = *2-’('1)3*3)'33
6 lay, a3 C33

Donc byy = A& Tyyy .

On trcuve Ce réme : byy =« A ly,y , by = = a7y, b3, = 25 Vyay

Le systérne (II) se transferric de fncon analcpue. On obtiert

§33 -~ Yu3 -731 Yul
-1 - 8 lyy; Y33 8"y ¥
( ij) = AL ; AoL €K =~ {0}
-'3713 Y23 yn - Y2
8 i - - 8"1'._
y23 Y13 y21 Y

2.2. Sirplificaticn de 1'expressicn ce (b, .). Proprictls Qe 1'autcrorphisre A

13
2.2.1. De 1.3.9 résultent les reloticns

Y1» = 8 1Y21 » Y22 2 V11 5 Y32 = B ¥4y, Yu2 = Y31

Yiw = 8 l3'23 » Y2u = Y13, Y34 = ﬁ-lyua y Yoy = Y33 -
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Donc
Yuu = Yu3 - Yu2 Yul
- Y3 Y33 Y32 - Y31
(b,.) = VAR i 2 L2 ek - (0)
J - Y2u Y23 Y22 =72
Jlu Yi3 - X2 Y

2.2.2. D&finiticn : On =oppelle pscucdo-transpesee de 1o matrice (aij) lei , jeb

& cocificients cens un ennceu , la matrice C(aij) = (nij) l1ei , jeb
telle que

= (1)} + 8o+ 6, nny i (led, el

ol
Tig J ij' i’y

avee 1i' = 5-1 , j' = S5-~j , éi‘ =letil=j, éi. = 0 si 1i#j.
J J

2.2.3. Lemme @ Si (a,.) est une motrice ¢'erdre aquctre, & coefficiernts dans

iJ
un erncau, on a ¢ (%(a..)) = (a..).
- i 1) 1]
Posons o(aij) = (aij) ct C(aij) = (ngj). Pcur tout i , j€1{1,2,3,4} on g .
4+8. 448, .,
L 13 1)
0'13 = ( l) c i'j' ’
4+&, .46, ., 4+8., . ,+68., .
- (. 13 1) RN -
(-1) (-1) nij aij .
cor 8.,., = 6. ct 8.0y = 6., .0
o 1 1 A9 q.€.d.

2.2.h, Leme @ 51 (e,.) est une motrice 2'crdre quetre, & ceefficients dang

—— —— “

o,t _t,o
vn cnneeu, on e @ ( ('ij)) = (aij)).
Oln = ' t( ] ‘= ] .
Poscns \aij) (aij) et -’lij (bij)t Cn a :
4+6ji+6ji,
! =t = (.. e . (’l_\ 3 R
b, = ol (1) iy (2el, Jgb)
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t _ . O _ . . . .
Posons encore (aij) = (cij) et (cij) = (cij) ; on obticnt :
*Gij+6ij' +6i.+5ij'
cij = (ol) ci'j' = (_l) J aj'i' (l<i ’ j(h).
Dere nour tout i, j €1{1,2,3,4} on 2 béj = cij, car éji = 6ij et

éji' = 6ij" 0.€.C.

2.2.5 Lerre @ Si (aij) ct (bij) scat des ratrices d'crére quetre, & cwfficients

22nsS un enn=au on a C((aij) (bij)) = 0(aij) o(tij) .
Pesens (eg5) = (og5) (050, "Mooy = (afy) , *(v;0) = (nfo)
o(cij) = (cij) . e i = égi esc sz . I1 s'agit Qe dirontrer 1'égaliti
(cij) = (&ij)(bij) . l.e. ciJ = o al, bﬁJ,ou
(_1)1+6i‘]+61‘]'c1,j, _ :L‘?l ( l){*di}'féi}\' + 146, 546, .,

Brpr Beise s pour tousi, § € {1,2,3,4}.

Cela revient d prouver que les entiercs : n= 1+ &.. + 6.., et

1) 1)
no= 6, b, 4+ ékj + ékj: » sont de mcne perité pour teut i, j, ke {1,2,3,L, ).

ii i1! i) 13!
=1 + +6..,=n car ¢.., =0,
1) 1] 11
Si k =1i' , n = G-L, + 611 + él'j + Gl'j'

n

[

+
+
o
f
3

iy 1j
Sik=J cu sik=j", on cbtient &= =lre n = n, .
D'eutre port, oneo : 1 # 1" ev § # i' , donc 1lus entiers 1, 1, j, J'
Ne sont <istincts deux A deux que dans lec ces ci i # § et 1 # 3'. I en
résulte que dens cette hypcthésc, k est Sgal € 1'un Ces nomdres i, j, i', J°

donc n = by .
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Sii=):n=1*+ Gii + Gii

np = Ggp % Sqe * Gg t Sge T 2085, ¢ 650).
Sii=3"'" : n=1+ éj'j + Gj'j' =2
n = éj'k + éj'k' + ékj + 6kj' .
=2 (éj'k + ékj).
Dans tcus les cas n et n) sont de m&ne parité.
q.€.4d.

2.2.6, Lerme : Si (aij) ¢st une matrice inversible d'crdre quetre 8 ccefficients
dans un cnneau on a ¢

(

[o] - [o] -
(aij)) l== ((aij) L.

)"l = (§u) ( (ju) césizne 1a metrice unite

En effet, la releticn (nij) (.:ij
d'orlre quatre) entraine : °(aij) °((aij)-1) = 95y = (3s) .
2.2.7 Prerositicn : Scit A un annezu corrutatif. L'appliceticn (aij) + Ya..
1

€st un cutomerphisre invelutif de 1'clptbre sur A des ratrices
d'ordre quatre, 8 ccefficicuts dens A.
Cette aprlicaticn est bijective puisque, d'arnrds 2.2.3, elle est involutive.
la prcrositicn résulte clors de 2.2.5 €t des relotions
c((aij) + (bij)) = 0(.—\.ij) + c(bij) et o(m(aij)) = n(o(aij)) pour

tout n €A, déluites de 1o défirition 2.2.2.
2.2.8. Prorcsition : A la Kmhcmcgraphic de metrice (aij), l'rutomcrphisme A

(1.6.2), fait correspondre le Rthorogrnphie de matrice (bij) =

t -
(b;) = °(Mag )™,

D'aprés 2.2.1 €t 2.2.2 on a (bij) = Ai-lo(yij) avee A, £€K - {0}

. - -1t X t .
Lo relation (aij) 1= ¢ lx (yij) Conne : (yij) = £x ((nij) 1y

bone ¢ (by,) = AL (e 7)Y = xAMe TN (2.2.7).
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A yd

Mris (bij) étent la matrice @'une X-horogranhie, est définie A un

frcteur prés de ¥ -~ (€} (1.L.3) { on peut rrendre
o,t “1
h..) = .- .
( lJ) ( ((alJ) ))
Les cpéreticns e transpositin et d'inversion étant perrutcobles, cn
t ~1 t . t -1
ncse e..) = 2. . = a.. 1
nese ¢ £ ) (( 1J) D) ( 13) (1)
. = ot -1
DUEC . (bij) ( (&ij) ) .
2.2.9 Proncsition : L'autororyhisme A (1.6.2) est invelutif.

En e€ffct, e 2.2.3 , 2.2.h , 2.2.6 risulte que

_ o, . - _ o,t .
(bij) = (_ij) ) = (nij) = (bij) h .

2.3 Pronrififs e 1'avtinernbisme L . Défirition des proupes G et G .

2.2.1 Prcresition @ A toute hormographic bilatére, dont la corpesante &
droite a rcur ratrice (A4j)’ 1'cut-rcerphisnie L (1.€.2) fait
correspcnire l'hcrogrerhic bilatére, dent lo cormesante & gruche
a pour matrice (£%.) = (A..).

P (flJ) (AIJ)
In résulte de 1.6.2. ¢t de 1.3.5 et 1.5.2,

2.3.2 Prcrositicn @ Deux K-homegrerhies s et s' s'échengert per - (1.6.2

2.2.9) si, ¢t sculercat si, l'une des ccnditicns suiventes est
bl

réaiisée

(1) F (s) =F (s
(2)  F(s) =L(F(s"))
(3)  F'(s) = L(FXs"))

Ia relation st

A(s) s'Cerit ¢ s' = (F)7VF(s) (1.6.2) s
elle équiveut & (1),

(2} devient : F(s)

[}

FPFTI(F(s')) (1.6.2) <t sc recdne a (1).

D'rprés (1), (3) s'éerit : F(s?) =L ( Rs)), &galité qui n'est autre

e ——— ¢ e e e e e T T o T T e e e e e e et - —— e

(1) Bourbald : Alg. ch. 2.
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1c2

2.3.3 Ccrollaire :  L'automorphisnme L est invelutif,
Fn effet, d'oprés 2.3.2 , <¢ F(s) = LHF (s')) et F(s*) =L (F (s)),
on décuit F(s) = L ( L{ Ks))), et si s ¢ttt cénlrique du groupe ?:-homogrcphique
k, F(s) est cusei gZrérique Cu groune hamographicue diletdre (2.6.2).
2.2.4 Prepesiticn @ Far restricticn, F (resp. F*) aéfinit un isorcrphisme
du sous-rrcure G forre Aes €llments du groupe ?(l--hcrrogr:'.phique h,
inverionte par 1'autcmerthisre A, sur le saus-groupe G ferré
des Elérents Qu groure homograrhique bilntére H | inveriants rer
1l’zutemerphisme L F ot Fr s'idcntifient sur C.
G est un scuserroure de h. Fn offet, s €G Cquivaut & A(s) = s, done
d'une part : s€G entralne Als'}) = (( A(s))7! =571 i,e., sTleq.
Diavtrc rart : seG et s'e G cnt peur censéquence A (s s?) = A (s) A (s') = g
i.¢. 53'€ G.
La relation s €G équiveut 4 A (s) = s i.e. & F(s) = f‘”)‘(s) ou 3
F(s) = L(F(s)), d'apris 2.3.2. Donc Fet F¥s'identifient sur G, et
l'irege ¢ G par Fest QG
2.3.5 On C€mentrern on chepitre ITI que les soue-greures G et G sont non

triviaux, ct cu étudicra leur structure.
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CHAPITRE III : Structurc du groune G constitué des homopraphies bilatéres

invariantes par l'automorphisme L et structure du groupe G

ez N . . . .
constitué des K-homographies invariantes par l'automorphisme A .

3.1. Structure de G.

3.1.1. lerme : Soient A et C deux quaternions irrégulicrs tels que AC = O.
I1 existe un él8ment unioue ¢ de K(7/a) tel que C = Ac.

En effet, d'aprés 1.1.5 , il existe BEA tel que C = AB.
Posons : A=a; +a,y , Bx=1Y +b,v (a; ,a8; , b, beK(/3)). A étant
irrégulicr, on a NA = Oet A # 0. On en déduit : a, ¥ O , car dens le cas
contraire, A appartiendrait au corps K(v/a) et la relation NA = O entreinerait
A = 0, ce qui est exclu.
On peut donc poser : ¢ = B = Ab, (a,)"1 .

tma:ce (b +bv) ~(a) +av) b (8;)7! = by - ayb,(a,) e K(V/a)
et Ac = AB - (NA) b, (2,)7) = AB = C,

c est unique, car 8'il existait ¢' €K(/a) tel que ¢! # ¢ ¢t C = Ac’ ,
on aurait A (c-c') = 0. Donc, ¢ = c'€ K(/a) étant répulier (c - c¢' # 0),

on en déduirait A = 0, contrairement & 1'hypothdse.
q.e.d,

3.1.2 lemme : Un €lément S de G st défini par les matrices (Aij) et (Rij)’
qui représentent respectivepent sa composante & droite et se com~
posante & gauche, 51, ¢t seulement si, les cocfficients scrt liés
par le¢s reletions :
(1} Ay Az;= M), élément arbitraire de K ,
(E) (2) ;\12/\22 = A2,i2 €lément arbitreire de X,
(3) RllAzz a szsz = )3, A3 €lérent erbitraire de K -~ (0}

avec le condition V(Aij) # 0.
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I1 résulte de la définition de G (2.3.4) , de la proposition 2.3.1 et de
1.2.3 , les relations nécessaires et suffisantes
Aprhzy = A21Ayy = Apghgy = Aoty = 0,
;‘HAZZ - AzjAyz = BysAyy = Ajphy) = A3 paur tout Ay € K - {0} R

V(Aij) # 0. D'Al le lemme.

3.1.3 Lemme : Lorsque ) = O et A, # 0, on déduit de (E) (ef. 3.1.2) :
A2 0, Ay #0o0u Ay #0, fi;; = 0. De mire lorsque A; # O et
A =0onadf;jp=0 ,A#0. awaij, #0, Ay; =0,
Supposons Ay = O, Xy # O (rCuwc dfmonstration dens l'autre cas).
D'aprés (3), on ne peut avoir simultaniment Ay} = O et A,y = C. I1 suffit
donc de démontrer que les relations simultenées Ay # O €t Ay # O sont exclues.
En cffet, si on evait Ay # 0 et Ay # 0, (1) entrainerait NAj,;= NA;; = O
ainsi que l'existence de QEA (cf. 1.1.4) tel que 311 = Qf21. Cette dernidre
€galité et les reletions MAy; # 0, App = A,(%A55) A, déduites de (2), per-
mettraient d'écrire (3) scus la fcrme :
Qhatdza - Agp Aa(MAgy) Aaz = A3, A3€K - {0} ,
ou (Q =22 (WA2)71) AzjAz22 = A3, Ak - (O},
ce quil est irvessible, car le premier membre de cette egalité est un qQuaternion
irrégulier puisque Niz) = O , et le deuxiéme membre est régulier,
3.1.4 Lerre : Si 1'un des quatre quaternions contenus dans (E) (cf. 3.1.2)
est tel que Aij =0 au Nﬂij # 0, les trois autres vérifient la méme
relation.
Supposons Ay} = O ou NA); # O. Lo démonstration est la méme dans les

autres ces.
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1°) Supposons A} = O.
(3) entraine MA;# O et NAy, ¥ O. Donc de (2) résulte que Ay = O
si A; = O et NAy; # 0 si Ay # 0, le lerme est démontré dans ce ces.
2°) Supposons NA}; ¥ O quatre cas sont possibles :
8i Ay #0et 2, #0 ona : N, #0, M), #0 , NAp, # O.
81 A\ = O et \; ¥ 0O on & d'une part NA;, # O, NA,, ¢ O ;
d'autre part, d'aprés 3.3 : Ay = O,
si 2] # 0 et A, = O les conclusions sont analcgues pour
les memes raisons.,
Enfin, si Ay = A, = 0, (1) entraine A;; = O.
Donc de (3) résulte : NA,, ¥ O, et par suite de (2) : A}, = 0. le lerme est
vrai dans chaque cas.
3.1.5. Lemme : Lcs solutions du systéme (E) (cf. 3.1.2,inconnues. Aij , lei , j<2)
sont obtenues en réunissant les solutios des systémes (E') et (E")

(1) Anhzai= A, M€K,

(2) .;\12A22 Ay, A2€K

(E') -
(3) AypjAz2 - RojAyo = 23, 236K - {4},

' _ C.
(B') NA; . # 0 oudgs =0 (ed, je2),

(1) AllAZI s Xl, XlQK ,
(2) Ayahyz = Ay, M€K,
(E") N _
(3) ApAg2 = Ag)hy2 = A3, A3€K - {0},

(L") NAij =0 et Aij #0 (lei , je2).

En effet, d'eprés 3.1.L4, toute solution de (E) est solution de (E') au

de (E"). Réciproquement, toute solution de (E') ou de (E") est solution de (E).
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3.1.6. Proposition : Les solutions du systéme (E') (cf. 3.1.5) sont :

Ajp=eh , A2 =bA,
Ay = cA , Ay, = dA ,
ol A quaternion régulier (NA # O) et a, b, c, d€K vérifient les
rclations : ad - bc # 0, ac (IA) = Xy , bO(IMA) = A, ,
(ad ~ be) (NA) = 23 .
A cause de 1lan condition A3 ¥ O les seules forres possibles de (4®) sant
(h‘) RA;; #0 . NA- # 0 . NA,y # 0 . Wa, # 0 .
(43) Ay =0 , NA,#0 , Ny #0  , M, 40
() NAjp#O ,  Ap=0 , WA #0 , Ny #0 |,
() Ry #0 , NALR#O0 , A =0 , R, #0 |,
(b§) M ¥#O , My, #0 , M ¥0 , Ajp=0
(ug) A1 =0 . My, # 0 . NAoy £0 . Ay =0
(b4))  Ray; #0 , Ajp=0 , A=0 , My %0 ,

Démontrons la proposition dans le ces de (4]) et de (4}) (Ta almonctretion

c¢8t analogue dans les autres cas).

1° Dans le cas 4} |, A &tent régulier, pour la symétrie des notations,
on peut écrire : Aj} = oA avec ACE A, NAd 0, a¢K - {0).
(1) devient : effig) = MAé=» L3 =cA avec ¢ = A a ! (NA) gk - {o).
(2) équivaut & g1y = dpémd Lyo= Ay (Mh2p) MAgy TriTque MA,; ¥ O,
En remplagant A,y , A2y , Az par les valeurs trouvédes, (3) s'éerit
hzz (8 = cA2(MA22)7 1) = A3, et puisque A3 # 0, (3) Gquivaut a :

a~- cxz(NAzz)" # 0. Bt Ap; = cA avec d = A3(1N) "3 (a = c2p(NA,,) )7 g o {0)
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Ia relation Aj; = A; (NA;2) MA,, s'6eorit @ Aj; = DA , avec b
b= 2,(NAp,) 1d€K - {0} . Il en résulte que ba" ! = A,(MA,,)"! | done 1a
relation a ~ ¢ A éRA5,)7" ) # 0 8'6crit : a = c bd"! #0 i.c. 0d - bec #0 .
Ainsi, toute solution de (E') est de la forme :
Ajy=ah , App=bA |,
A2y mcA , Apmadr
ol A est un quatecrnion régulier ¢t a, b, ¢, d des scalnires tels que ad - be # 0.
En substituant dans les premiers memdbres de (1) , (2) , (3) on obtient
les conditions : ac(NA) = Ay , dA(MA) = A5 (ad = bc) (NA) = i3 , ce qui

achéve la démonstration dans le cas Lf .

2° Dans le cas U4 | on peut encore poser pour la syrmétrie des notations :

Aj) =aA, Aj2"bA avec NA¥ 0 ,a , b€EK , 88 0, b #O0 puicque Ay =0
et Ay, ¥ O,
De (2) résulte Ay; = A,(NAj,) A, = dA avec d = A,(MW,) b€EK - {0} .
On déduit de (3) :
A21A12 = = Ay , i.e. Ayofhpg 3 = Ag, done Agp = =A3 (NA12) MAyz = cA
avec ¢ = - A3(NA}2) lveEK - (0) .
La déronstration s'achéve ccrme Cans le 1°.
3.1.7. Lerme : Le systéme (E") (cf. 3.2.5) &ivaut & (E") :
(um) NA;5 = O et Ay #0 (1¢i, j<2) ,
(5) Ay =Ay1c, cek(/a) ,
(6) A=A c' , c'ek(/a) ,
(1) (Ajrdyp)e! = & (F11h12) = X3, X3€K = {O) .
Remarquons d'ecbcrd que dans le systdme (E"), la condition NA;. = 0

(1¢i , jg2), entraine : Ay = A, = O,
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Il en résulte que compte tenu de (4") , (5) sc déduit de (1) (a'aprés
3.1.1) et (1) se céduit de (5) ; de meme, (2) équivaut a (6).

Par suite, (E") entralne (EY) ct riéciproquemcnt (E}) cntraine (E"),
ce qui dénontre le lcmme.
3.1.8 : Lcmme : Posons :

(8) Aj Ay = X3 + X, v, X3 , Xz € K(VR).

Le systéme (EY) (3.1.7) Gaul-cut & (Z%)

(4")  MA;s = OctA 70 (1«d , je2)
(s) Azy = Ape , cex(/o),
(6) Ay ® Aypc ,  ce hIVQ)

(10) x; (c =8) = 13, A3€K - {0O).

(6') étant la conjonction de (6) et :
(9) c' =¢ ,
Il suffit de dérontrer :
1° (4") et (7) =3 (2) et (20) ,
2° (9) ¢t (10) =(7) ,
car il résultc “u 1) : (Ej) == (T}) ¢t du 2° : (E}) =3 (EY}).
Remarquons ('-~berd que (7) stérorit
(xy + x2v) c' = ¢ (xy + xp7) =33 , )3€K - {0},
donc équivaut 4 la conjcnction ¢ées roletions
(11) xye' -¢x; =23, A3 € K- {0} ,

-

(12) x2(g'-c)=0.

1° Surposons vérifiées les relations (L") ¢t (7).
On & d'unc part (11) et (12), d'autre part N(A;jA;2) = 0, i.c. d'aprés (8) :

(13) Nx; - BNx; = O,
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Il en résulte : x; # O et x, # O, car dans le cas contraire, (13) entraine
x; = x3 = O, donc (8) entraine AjjA), = O , en contradiction avec (7).

x,€ K(/a) - {0) étant régulier , (9) se déduit de (12), et (10) se déduit
de (11) et (9).

2° (9) et (10) = (1) et (12) —» (7) gq.e.d.

3.1.9. Lemme : Posons :

(14) A.. = a.. + b..v
1) 1)

e . .
' 853055 K(/a) (1<i,je2).

J
1a relation :

(") NA.,. =0 et A.. # 0 (l¢i,j<2) , entraine :
ij ij

(15) Naij - BNbij e 0 (1¢i,j<2) ,

(16) 835 £0 , bij #0 (lsi,j<2) ,

(17) a2 =baj; , by =b'byy , b, d'EK(A) ,

(18) X1 = Najy (b=b').
x) est défini par la relation (8) (cf. 3.1.8).
(15) résulte de (14) et de 1la relation mij = 0, contenue dans (4"),
La négation de (16) entraine, d'aprés (1L) et (15), Ay =0, contrairement
a (L"),
On peut poser a1z (a11)” ! = be K(Va) et byy (b1))”! = b€ K(Va) , puisque
aj] # O et by # 0 . On odbtient (17).
D'aprés (8) ct (1L) on & : AjjA12 = X1 + xov = (11 = b1yv) (e12 + byv),
donc x) = énalz - Bb“%n.
(17) entraine : x; = (Naj;)b - 8(Ibyy) b' , et la relation Najp = BIby,
déduite de (15) donne (18).
3.1.10. lemme : le systéme (E%) (3.1.8) équivaut & (EY) :
(u") A,
(5) A2y

0 ct Aij #0, (1l€i,j<2),

Anye c€ K(Va)
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(6') A22 Alzc , Cﬁx(/a—) »

(19) Ay, = bAy, . b€ K(/a) ’

(20) (Fa;y)(b-b)(c-c) = A3 , A3€K - {0} .

Il suffit de démontrer

1° (4") et (10) == (19) et (20)

2° (4"), (19), (20) == (10),
car il résulte du 1° : (E}) === (E%) et du 2° : (Ej) = (E%).

1°) Supposons vraies les relations (4"), (10) ; d%montrons (19) et (20).

D'eprés 3.1.9 : (15), (16), (17), (18) sont valables. Il résulte de (10)
c-c # 0 et Xj {c-c) = X3. On a donc : xj(c~c) = X1(&=c) i.e. (x] + X;)(c=3) = 0.
La régularité dec c~c €K(v/a) - {0} entraine :

(21)  x; + x; = O

De (18) et (21) on déduit : (Najj) (b-b'+b-b') = 0 et d'aprés (16), par
suite de la régularité de ay:€K(v/a) - {0} :

(22) b+b = b'+b’,
(15) ¢t (17) entralnent succcssivement :

Naj; = ENby; = O et (Naj ) (M) - B(Nby)(Nb') = O .

Appliquons & nouveeu (15), on obticnt : (Naj;)(Nb = Nb') = 0 i.e :
(23)  m =1 .
De {22) et (23) résulte : b' =b ou b' = b. Démontrons que la relation b' = }
¢8t cxclue. Pour cela remarquons d'abard que d'aprés (1b4), 1'égalité A1z = Ay,
s'écrit : ajp + byyv = blay; + byyv). Elle équivaut & 8); = baj; et by, = bb,, ,
i.c d'eprés (17), équiveut 8 b'by; = bby;. Donc :
(24) A}, = bay&==Vb' = b ,

car d'aprds (16) : b;1€ K(Ya) = (0} est régulier. De mlnc Ay, = Apyb &b pr o}
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la relation b' = b entrainerait successivement : Ay, = Apyd
l.i.nAnn (NA;1)b = 0, x; = 0 (a'aprés (8)), en contradiction avec (10).
(n a donc :
(25) v' =v ,
ce qui démontre (19) d'aprés (2u).
(20) résulte de (10) , (18) et (25).
2°) Supposans vraies les relations (L") , (19), (20) démontrans (10).
D'aprés 3.1.9 : (15), (16), (17), (18) sont valablcs ;
(19) s'écrit : aj; + by,v = bla;) + byyv) (cf. (14)) donc entraine :
a;; = bay; et by, = bby;. D'aprés (17) on a : b'b;} = bd;) ct d'aprés (16) :
b = b'. La relation x; = (Na;;) (b-b) résulte alors de (18), et (10) se déduit
de (20).
3.1.11. Lemme : Le systéme E" (3.1.5) équivaut & (L}')
A1z =BAyy , Ay =A5c , Ay s bAne , b, c€K(V)
(u") Aj; #0et Ay, =0 (1¢i,j<2)
(20)  Za;;)(b=b)(c—c) = A3 , A3€K - (0} .
On a pose (3.1.9. relation (14)) :
Ay = ay) + dyiv , a3y, bye K(Va).
Celan résulte des lermes 3.1.7, 3.1.8 , 3.1.10, car lcs systémcs (E%)
et (EY) sont identiques.
3.1.12, Proposition : lcs solutions du systéme (E") (3.1.5) sont :
Ajp =A ’ Ay =bn
A2y = Ac > A22 = PAc ,
ol le quaternion A = m+nv (m,neK(va)), et b, ¢ €K(/a) ~ K
(i.e, b, c€K(/a) et b,c%K) vérifient les relations :

(Nm)(b-b)(c—c) = A3 , NA=Nm - 8in=0,m#0, n#o0.
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En effet, d'aprés 3.1.11, on est ramené & résoudre (E}).

Pour la symétrie decs notations on pose : Ay = ménv , m , n€K(vq).
D'aprés (1L), cela revient & &crire : 8,3 et b“ = n. On obtient :
Ajp = bBA, Az m Ac , App = DAc.

a;) étent égal @ m, la relation (20) est vérifiée si, et seulement si,:
(Mm)(b-b)(c=c) = A3 ,m#0,bFb,c¥c.Eneffet, m, b=b , c-c appartenant
au corps K(/a) , on ne peut avoir A3 = Oque sim=0 ou b-%-O o
c-c = 0. Donc (20) équivaut & (Nm)(b-b)(c=c) = A3 , m # 0 , b,c@ K(va) - K.

b et ¢ &tent réguliers, 1a relation (4") est vérifiée si, et seulcment 8i,

RA=KNm - 8Nn=0Oet A¥O (doncm¢¥ Oet n# 0), ce qui achdve la démonstration,

3.1.13. Proposition : les solutions du systéme (E) (3.1.2) sont :

1° Ay =ah , A mbA,
A2y = cA s A2 mAdA ,
ol A, quaternion régulier (NA # O) ct &, b, ¢, d€ K vérifient les
relations : ad - bc # 0, ac(NA) = X} , bA(NA) = X; , (ad-bc)NA = A;.
Lorsque X), Az , A3 décrivent respectivement K en entier pourd
les deux premiers et K - {0} en entier pour le troisiéme, A décrit
tout l'enscmble des quaterniomns réguliers et a, b, ¢, d prennent suy
K toutes les valeurs compatibles avec la relation : ad-bc ¥ O.
2° A=A, Az =0bA,
Ay = Ac , App = bAc ,
ol le quaternion A = m¢nv(m, neK(/a)) ct b, cek(/g) - K
(i.e b, c€K(/a) et b , ch) vérifient les relations :
Bm(b-b)(c-¢) = A3 ,NA=Nn- BNn=0 ,m#0 ,n¢0.
Lorsque A} , 2 , A3 décrivent respectivement K en entier pour

les deux premicrs et K - {0} en entier pour le troisiéme, A déerit
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tout 1l'enscmble des quaternions irréguliers et b, ¢ prennent des
valcurs arbitraires dans K(/a) - K.

Dans le 1° on & : Ac = cA puisque ¢ €K ; dans le 2° on & taujours :
Ac ¥ cA.

Cela résulte des propositions 3.1.6 et 3.1.12.

En outre, lorsquec 1), A; décrivent K ¢t larsque Ay déerit K - {0} ,
dans le 1°, les relations ac(NA) = Ay , dd(NA) = A, , (ad-be)(NA) = 2y ,
permcttent de choisir arbitraircment NA dans K - {0} et de choisir arbitrai-
rcment dans K : a , b, ¢ , d 1iés par la reletion ad-bc # O ; avec les mimes
hypothéscs sur A} , A, , X3, dans le 2°, la reclation Nm(b=b)(c=c) = Xy,
permet de choisir arbitreirement m dans K - {O) ct arbitrairement b et c dans
K(/a) - K.

Dens lc 29, la relation Ac = cA s'éerit :

(p+nv)e = c(m+nv) i.e. mc+ncv = cn+cnv.

Elle équivaut & nc = cn, i.e n(c-¢) = O, en contradiction avec :
n, c-c€K(va) - {0} , ce qui achéve la démonstration.

3.1.14. Lemme : Soit la matrice (Aij) 1¢i,jg2 dont les éléments sont :
Ajp = aA ’ A2 =dA
A21 = cA ’ A2 = dA ,
ol A est un quaternion régulicr (NA # 0) et a, b, ¢, d€K sont liées
par ad-bc # 0. On a : V(Aij) £ 0.
En effct (1.2.1) :
V(a;5) = N(aA)N(aA) + N(cAIN(BA) = 2 ((ah)(ch)(an)(BA))
= (NA)2a2d2 + (NA)Zb2c2 - 2 abcd(NA)? ,

= (NA)2(ad-bc)2 # O.
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3.1.15. lerme : Soit la matrice (Aij) 1<i, j¢2 dont les Eléments sont :
Ajp = A ’ Aj2 = bA ,
Ayy = Ac s Ny, = DA,
ol A est un quatcrnion irrégulicr (NA = 0, A # 0) et b, ¢ des
éléments de K(va) - K . Ona ¥ (Aij) # 0.
A étant irrégulier (MA = O, A # 0), on e (1.2.1) :
V(Aij) = - 2 {A% Ab Ac Ab} . Le lomme est démontré si on prouve que
{X} # 0 avec X = Ac Ab Ac Ab.
On a posé (3.1.12 ; 3.1.13) : A = m+nv , m, n€X(v/a).
Ics relations NA = O et A # O équivalent & :
(26) Nm - B¥n = 0
(27) nd0 , n¢0
Ona:Xe (m+nv) ¢ (m-ov) b (ménv) ¢ (m-nv) b ,
= (m+nv)(meb-nedv) (m+nv) (nedb-ncbv) ;
= YZ ,
en posant : Y = (m+nv)(mcbe-ncbv) ,
= (Mm)cb - B(Nn) cb + (nmcb-mnob)v |,
= (Fm) b (8-c) + nmb(c-c)v, d'aprés (26),
= (m+nv)mb(c-c) ,

et - -
2 = (m+nv)(mcb-ncbv),

= (Nm)cb - B(MNn)eb + (nmdb - mncdb)v ,
= (Mm) b (c=c) + mnb(c-c)v , d'aprés (26) ,
= (m+nv) md (c-3).

Donc : X = (m+nv) T (c=c){m*+nv) =b (c—c) ,

= (m+nv) (=o(Nm) (1) (c=¢)2 + n(Mn) b2 (c=c)iv).
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D'aprés (27), on a N m€K « {0} et d'aprés 1'hypothése c€ K(/a) - K,
on peut poser (1.1,1) : ¢ =y + Yuavec u , uEK, ' # 0 , u étant 1'un des
€léments de basc dc A . On a : (c-c)2 = (2)’u)2 = bap’2¢ K - {0} , donc :
(28) (Nm)(c-c)2€K - {0} .

Il en résulte quc :

X

(Nm) (c=c)Z(m+nv) (-m(M) + ndb?v) ,

(M) (c=c) 2(=(Nn) (M) + B(Nn) (b)2 + (mnd2 = mn(Nb))v) ,

(Nm)(c-c)2((Nm) b (b=b) + mnb(b-b)v), d'aprés (26).

Donc d'aprés (28) :
{x}

(Fm)(c<2)2 {(Mm)b (b~b) + mnb(d-b)v } ,

(Nm)(c-c)? ({(Nm)b(b-b)} ,

(¥m)2(c=c)?(b(b=b) } ,.

Came d'aprds (28) : (Nm)2(c-c)2€ K - {0} , pour dénantrer quc {X} ¢ © ,
il suffit de prouver que : {b(b-b)} # O. Or {(0)2-Nb} = {(b)2} = Nb car MEK ,
et d'aprés l'hypothése b€ K(/a) - K on peut poser (1.1.1) : b= ) + ¥ u,
A, Y€K, ¥ #0. Ona:b=X =Nu, b= r2eaV2, (b)2 =24 ax’2.200u,

{(6)2} - Mo = 2a2" 2 # 0. .
q.e.d.

3.1.16 : Théoréme : Une matrice (Aij) 1«1, j<2, représente la camposante &
droite d'un €lément S du sous-groupe G, constitué des harographies
bilatéres invariantes par 1l'automorphisme L(1.6.2), si, et sculement

si :

cA dA
pour tout ACA tel que NA # O ¢t pour tout a, b, ¢, d €K tels quc

ed - be #0 ,
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A bA

au (Aij) bd *
Ac bAc

pour tout A€A tel que NA = O , A # O, et pour tout b, ¢ € K(va) - K.
Dans lc prcmier cas on a : Ac = cA car c€K , dans le deuxidme
on a toujours : Ac # cA.
(Rij) représente la metrice de la camposante & gauche de S .
Conséqucnee de 3.1.2 , 3.1.13 , 3.1.1k , 3.1.15.
3.1.17 : Corolleire : L'ensemble des €léments de G dont les composantes &
& droites sont définies par les matrices :

alA b:\)
(Aij) - (cA dA

ACA ,NA¢¥0,8a,b,c,de K, 8d =bc #0 ,
constitue un sous-groupe G' de G .
En effet, soient S et S' des élénnnts de G dont les composantes & droite

sont définies respectivement par les matrices :

ah BA e'A’ brat\
'
cA dA c'A' a'a

A, A'€EA ,RA#0,NA' $0,a,],c,d, 8", b", c', d' € K, ed-be # 0,
a'd' - b'c' #£ 0.
D'une port, la cazposente & droite dc SS' est Aéfinic par 1a matrice :
(aa' + be')rA' (ad' + bd')Aa’ a1\’ biAA’
(A (A7) = -
J M (ca' + dc')AA'  (cb' + da')AA! C1/A' Q10"
avec AA'€ A H(/A') = NA. NA' # 0, 8y, by, ¢, 4,€K,

ajd; -~ bjey = (ad = bej(a'd' - d'c') # 0.
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D'autre part, la composante & droite de S™! est défiric p-r lJa metrice
<1 3 .
(Aij) i.e :
d(ad - be) AT —péad - be)TlAT? asA”l  ronTd

(Bij) = =

-c(ad - be) A7) 4(ad - be) A2 c,A” ! a,A"}

car le produit (Aij)(Bij) est la matrice unité, On a :
ATle A, N(ATY) = (NA)"Y #0, ay, by, ¢, d7 €K
azd; = bacy = (ad - bc)“l # 0.

q.c.d.

3.2. Structurc de G.

Pl -~ N 3 Pl ”
3.2.1. Théoréme : Une K-matrice représentc un €lénent s du scus-g=>ipe G
constitué dcs thomographics invarientes par l'auto~cv-hiine

A (1.6.2), si, et sculcment si ;

am Ban bm 8bn

2 ]]

an an bn b

cm Bcn dnm Bdn

— —

cn cm dn dn
pour tout m, n €K(7/a) tel que Nm - 8Mn # O ct pour tout a, b, c,

&, b, ¢, dCK tels que ad - bc # O.

m Bn bo 8bn
n T bh tm
ou (aij) = _ - ,
cm Ben bme gbne
cn ca bnc  bme

pour tout m, n €K(va) - {0} tels que Nm - BNn = O et pour tout
b, c€K(/a) - K.
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n a posé (3.1.12 , 3.1.13, 3.1.15) : A =m + ov , m, n€ K(a),
ce qui entrainc NA = Nm - gNn,
En utilisant la matrice (Aij) 1<i,j¢2 de la camposante & droite dé

1'€lément générique S de G , dont les &lémcnts sont d'aprés 3.1.16 :

Ay = aAA = cm + anv , Aj2 = DA = dm + bnv ,

A2y = cA = cn + cnv s Ay = dA = dm + dnv ,

Ajj = A=nm+nnv, Ay 3 VA = b + bnv |,

Ay; = Ac = cm + cnv , A2 = PAc = bm + bnecv ,
et eu royen des relations qui définisscnt F ! (1.6.1 et 1.3.5) :

Ay =apy + 87 lav Ay = a3+ B ey,

Azy = a3 + 8 lagv  , Ayp moa3y + B lagyyv,

a fait carrespondre, d'aprds 2.3.4, la %-matrice (aij) de 1'élément
générique 8 = F 1(S) de G.

Lorsque A = Nm = @in = 0 , la condition A # O se traduit par m ¢ 0 et

n ¥ 0. Le théoréme cst dérmontré.

3.2.2, Carollaire : L'ensemble G' des €léments de G définis par lcs %—matrice, .

am Ban bm 8bn

an am bn b
(aij) =

co gen dm gdn

cn ci an am

o, pEK(/a), Mm ~ BNn # O, a, b, c, d€K, ad - bc ¥ O, constitue un 8 Qus~
groupe de G, isomorphc & G ',
En effet, d'aprés la démanstration du théorére 3.2.1, l'iscmorphisme

F! transforme G' en G' et le résultat sc déduit de 3.1.17.
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CHAPITRE IV : Classes d'homographies bilatéres.

h.1. Classes de h,

L.1.1. Définition : On appelle classes & droite (resp. & gauche) du groupe
%—hcmographique h, les classes & droite (resp. & gauche) de G
dans h (2.3.4).

L.1.2. Proposition : L'application Ay (resp. As) qui, 8 la classe & draite
(resp. & gauche) de h cmtenant la ?(I-hanogra.pbie 8, fait carrecs-
pondre la classe & droite (resp. & gauche) de h contenant la
%—hcnographie AMg) (1.6.2), est une permutation involutive dans
l'ensemble des classes & droite (resp. & gauche) de h.

En effet, si s; est un élément générique du saus-groupe G d= h, ct 8
un €élément quelconque de h, la classe & draite (resp. & gauche) ce s est
1'ensemblc des €léments sy s (resp. s 8y). Or

Or A(sy8) = A(s)) A(s) = 8)A(s). Donc A transfarme la classe & droite
de 8 en la classc & droite de A(s), (m€me résultat & gauche). On peut donc
définir 1l'application Ay (resp. Ag) s A étant invalutive, il en résulte la
méme propriété pour Ay (resp. Ag), d'ol la bijectivité de Ay (resp. As) et
le lemme.

b,1.3. Définition : (n appclle classe double & droite (resp. & gauche) de h,
tout élément double de Ay (resp. Ag). i.e. toute classe & droite
(resp. & gauche) de h invariante par A.

4,2, Classes d'homographies bilatéres.

L.2.1. Définition : On appelle classes & droite (resp. & gauche) de H ,

-~

classes & droite (resp. @ gauche) d'homographies bdilatéres, les

-~

clnsses & droite (resp. & gouche) de G dans H (2.3.4).
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4,2.2. Proposition : L'application L, (resp. Lg) qui, & la classe & droite
(resp. & gauche) cde H contenant l'homographie bilatére S , fait
correspondre la classe & droite (resp. & gauche) de H » contcnant
1'homographie bilatéres L(S) (1.6.2), est unc permutetion involutive
dans l'ensemble des classes & droite (resp. & gauche) de H .

MCme démonstration qu'd la proposition L.1.2.
4.,2,3. Définition : On appelle classe dauble & droitc (resp. & gauche) de H
tout élément double de Ld(rcsp.Lg), i.e toute classe bilatére 3§

croite (resp. & gauche) invariante par L .

L.,2.4, Proposition : L'application Fd (resp. F;) qui, 4 la classe & droite

de h cantcnant la gahomographie s, fait corrcspondre la classe
& droite de H contenant 1'homographie biletére F(s) (resp. F’ks)).
est unc bijection de 1l'ensemdble des classes & droite de h sur
l'cnsemble des classes & droite de ff .
En effct, soit 8y un élément générique de G ct s un élément générique de
h. F étent un isomorphisme de h sur H (1.6.2), qui transfarme G en G (2.3.4)
on e : F(s) 8) = F(s)) F(s), al F(s;) est un €1ément générique de G ;
Donc F transforme la classe & droite ée h contcnant s, en la classe a droite
dc H contenant F(s), ce qui permet de définir Fd.F(s) cst aussi un él€ment
générique de H , denc 1l'application Fd est surjective. Elle est injective,
donc bijective, car si les classes & droite de H contcnant respectivement
F(s) et F(s') sant identiques, il en est de méme des classes & Aroite de h
contenant respectivement s et 8'. En effet affirmer 1'identité des classes
d droite de H contcnant respectivement F(s) et F(s'), c'est affirmer l'existence
dc $,@6 tel que¢ F(s') = S; F(s). Came il existe 57 €G tel que S = F(s,y),

on a F(s') = F(sy) F(s), i.¢ F(s') = F(s) s), donc s' = s; 8 : les classcs
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a droite dc h caontenant s ¢t s' sont identiques.

Ie raisonncment est le¢ méme pour Fg. q.e.d.

De ménme :

L,2.5. Prcposition : L'application Fg (resp. Fg) qui, & la classe & gauche
de h contenant la %-homographie s, fait correspondre le classe &
gauche de¢ H contcnant l'hanographie bilatére F (s) (resp. Fst)),
est unc bijuction de l'ensemble des classes & gauche de h sur
l'cnserble des classes & gauche de H.

4,2.6. Proposition : Si deux classcs & droite de h s'échangent per Ad ’

leurs transfarmées par Fd (resp. F;5 s'échengent par Ld' De

Déme, si dcux classcs & gauche de¢ h s'échangunt par Ag , leurs

transfarmées par Fg (resp. F;) s'échengent par Ls.

Cela résulte de 2.3.2, relations (2) et (3).

4,2.7. Proposition : Par restriction, Fd (resp. F:) cst unc bijection de
1l'enserble des classes dcublcs & droite de h sur l'cnserble des
classcs doubles & droite de H, Fd ct F; s'identifient sur
1l'ensemble des classes doubles @ droite dc h,

De mime par restriction, Fg (resp. F;) ¢st une bijcction de
1l'ensemble des classes doublcs a gauche de h sur 1l'ensenble des
classes doubles & gauche de H ., Fg ct F:'s'ifentificnt sur l'cnsemble
des classes doubles & gauchec de h.

En effet, d'aprés 4.2.6, Fd transforme toute classe double & droite de

h en unc classe cdouble & droite de H. Réciproquement toute clesse & droite

de H est 1l'image par Fd d'une classe & droite dc¢ h et d'une scule, d'aprés

L.2.4, Cette classe & droite de h et sa transformée par A, ont la mime image

o
par Fd’ d'aprés 4.2.6, donc elles coincident, ct toute classe double & droite
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de H est 1'imege par Fd d'une classe double & droite de h et d'une scule.
Par restriction, Fd €st donc une bijection de l'ensemblce decs classes doubles
& droite de h sur l'enscmble des classes doubles & droite de H. Le mlme
raisonnement est valable pour FB » Fg ’ F;.

Si la %-homogrephie s epportient & une classe double & droite de h,
8' = A(s) appartient & cctte mCme classe, d'eprés 4.1.3. La relation (1)
de 2.3.2 treduit 1'identité des images de cctte classe par Fd ct FZ respec-
tivement. Donc Fd ct Fg s'identifient sur l'cnsemble des classcs doubles a

droite de h. MCme raisonnement pour Fs et F:. q.e.d.

4,3, Classes doubles :

Démontrons, e¢n particulier, l'existcnce de classes doubles & droite
(resp. & gauche) de H , distinctes de G. D'arrés L.2.7, les mlmes résultets
sont vrais pour h et G.

L.3.1. Proposition : la classc & droitc de H, contenant 1'houcgraphie $ .
dont la camposante & droite cst définie par le matrice
(Aij)lsi,jSQ , V(Aij) ¢ 0, cst double dens 1'un ou l'autre des deux
sculs cas suivants :

1°) il existe A€ A'et &, b, ¢, Ad€K tcls que :

(1') Ajp(cAAyy + dAdz)) - Apparhgy + bAAyp) = 0,
(2') Aja(eAdyz + dMAz)) = Agz(aMyp + DAY,) = O,
(3') An(cAd)z + aAdzp) = A21(aMy) + BA,;) = u, K = {0) .

+

(L') App(aMhyy + BAR;)) = Ajplchhyy + &dyy) = 4, ueK - (0) ,
(5') NA#0, ad = bhe # 0.
2°) il existc A€A ¢t b, c€K(/a) - K tels que :

(1) Ajp(AcApy + bAcAzy) = Azy(Adg

+

bf\.AZl)

"
o

(2") ;\12(ACA12 + blicAy;) - 1.\22(1\}\12

<+

bAAs;)

n
o
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(3") A11(AcAy, + bAcAzp) = Az (AAyp + BAAsZ) = u, ue K - (O} ,
(4") 2A,,(MA1; + BAASy) = Ry,(AcAy+ bAcA,y) = u , u€K - {0},
(5") Ma=0,A40.
La classe & droite de H contenant S ecst doudble si, ct seulczent si,
les deux classes & droite contenant respectivement S et L(S) sont identiques
(k.2.3), i.e s8'il existe S;€G tel que L(S) = S; S, donc si 1la composante
i droite de L(S) est S5 en pcsant S = (5¥,5) ,S; = (ST,S;1). D'aprés 3.1.16,

S, S est définie par la matrice :

ah DA Ay A2 11 + bAA2; LLVSP)
(Bij) B ) =

chA cAly) + dAAg, chy )

+

YAA 22

+

A2, Az dAA 72

avec A€EA, MA ¢ 0, a, b, c, d€K, ad = bc ¥ 0 , o :
(5.) A bA) Aly Ay AA1y + DAAZ) AAjz + BAA;
B..) = =

1) Ac bAc/ \ Agy Azs AcAj1 + bAcAyy AcAj» BAcA 22

avec A€A, A =0, A40, b, cek(/a) - K.

+

+

or (2.3.1), la composante & gauche de L(S ) est définie par la matrice
(B;j) = (Kij). La condition s'écrit donc (1.2.3) :

B11By) - 5‘;1311 = BB, - B22B12 = 0 ,

B11B22 - B,2‘11312 = H32811 - B12B2) = u, u€K - {0},

V(Bij) # 0.

En remplagant Bij ct B;j par les veleurs tpouvées, on obtient les
relations indiquécs. En outre, d'aprés 3.1.14, on e :

" aA bA

v ¥ 0 si A€A, A\ ¥#0, a, b, c, d€K ,

cA dA ad - bc ¢ 0
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et d'aprés 3;1.15 :

A bA
v $0 s8i ACA, RA=0,A¢¥0, b, c&K(/a) - K.
Ac bAc
aA bA
Donc : V(B..) #0 &= ¥ V(Aij) #0 ou
J cA  dA
A bA
v v(A..) # 0 :
Ac  DBAc 1 ’

= V(Ai.) # 0.
J q.c.d.

4.3.2. Proposition : la classe & gauche de H , contenant 1'homographie $
dnt la composante & droite cst définie par la matrice
(Aij)lsi,j\<2 . V(Aij) ¥ O, cst double dans l'un ou 1'autre
des deux seuls cas suivants :

1°) il existe A¢A et a, b, ¢, d€K

tels quec :
(6') ‘All(O.AzlA + cAzzA) - Kzl(aAnA + CAle) = 0,
(7*) Rya(bAz)A + dhzz8) = Rpp(bAgA + dAgon) = 0,

(8') Kll(bAZIA + QAyA) = Az)(bAL A + dAyLA)

u, ueK - {0} ,
(9') Azp(ahpA + cApoA) = Rpplasz)A + chgsh) = 4, 1eK = {0) ,
(5') NA#0, ad - bc # 0 ;

2°) Il existe A€A et b, ceK(/a) - K tels que :
(6") Ayy(A2)A + AzzAc) = Ag1(AjyA + AjpAc) = O,
(7") A12(Ag1bA + Aj,bAc) = App(ApbA + AypbAc) = O,
(8") A11(A21bA + Ajpbic) = Rpy(AppbA + AjbAc) = u,u €K < (0) .
(9") Az2(AnA + Ajahe) = Rya(Ag1h + Agahe) = b, u ek - {0} ,

(s")Y NA=0, A#0.
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MCme démonstration qu'a la proposition k.3.1 avec :

Ay A\ falh BA ) = [aAjA 4 A A BAIA 4+ dARA
(B,.) =
X Ay A/ \eA  aa aAz1A + CAzpA DA A + QAN

s8lACA, A #0, a, b, ¢, d€K, ad = bc ¥ 0 ,

All AlZ A bAA AllA + AleC Alle + AlszC
ou (Bi.) e )':
J AZI Azz Ac bAc AZIA + AzzA Azle + Azzbf\c
8i A€A, NA =0, A #0, b, ecK(v/a) - K.

L.3.3. Proposition : Il existe des classcs doubles & droite (resp. & gouche

de H distinctes de G .
u 0

o 1
base de A(1l.1.1), est telle que V(Aij) = <a # 0, donc clle définit 1a

Le matrice (Aij) = ) , ol u éésigne 1'un dcs éléments de
composante & droite d'unc homographie bilatére S .
D'aprés le théaréme 3.1.16 on a : S#G . lus cenditions (1), (2'),

(3'), (4'), (5') et (5'), (6'), (7'), (8'), (9') sont vérifiées avec

Asu,a=l,b3c=0, 4d=.).
q.c.d.

L.3.4. Toute classe 3 droite (rcsp. & gauche) de H n'est pas dauble.

0O B

En effct la matrice (Ai') = ( >avcc B = (1+v)(1l-u) =

'
l-u+v+uctB' =1-u, déf?nitolo. composante & droite d'une homo-
graphic S , cer ona : NB=1 « a- B+ a8 = (1-8) (1-q) # O et NB' =1 -« a $# 0
done V(Aij) = NB. NB' # O,

Pour montrer que S n'est contenuc ni dans unc classe double & droite
de H, ni dans une classe double & gauche de H, il suffit de dérontrer qu'en
prcnant Ay = O, Ay, = B, Ap) = B' , Ay, = O, les relations (1'), (2'),
(3'), (4'), (5') scnt incompetidles, de méme (1"), (2"), (3"), (%), (5"),
(prop. 4.3.1) ainsi que (5'), (6'), ('), (8'), (9'), et (5"), (6"), (1"),
(8"), (9") (prop. Lk.3.2).
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Les relations :

(3") -B'AB =y u €K - {0},

(") NA=0,A¢#0,
sont contradictoires, car le premier membre de (3") est un quaternion
irrégulier et le deuxiémc membre est régulicr.

D'autre part :

(3') ~B'aAB= u , u€K - {0} , a€K ,

(L) - BAAB' = v , u€K -~ {0}, a€K ,
entrainent respectivement :

a€K - (0) et A = —ua” }(NB')"1(NB) !B'B

-ua 1(NB')"1(¥B)"! (1-a)(1-v) ,

4K - {0} et A = —ud”}(NB)"1(NB')"1BB' = —ua”!(NB)"H(NB')™! (1-0)(14v)
donc a” ! (l-v) = @7! (14v). On obtient : (l-v)? = ed” (1-B)eK ,
i.e : 1-2v + BEKe=> veEK . (3') et (L') sont contradictoires,

On démontrc de méme que (8") et (5") sont contradictoires ainsi que

(8') et (9'). q.e.d.
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CHAPITRE V : L'espace des antipolarités.

5.1. Rappel de résultats connus (1)

5,1.1. Notations : Soit x un point de 1'espace projectif P3(K(/a)) (cf. 1.k.2).
Scit (x;, X7, X3, X,) un systéme de coordonnées hamcgénes de ce point, per
rapport & une base déterminée de l'espace vectariel (K(v’&))“ . On désigne par
M(x) (2) 1la matrice & une colonne, formée de ces coordonnées homcgincs. La
matrice M(x), comme le systéme de coardonnées hamcgénes de x, est définie &
un facteur non nul prés de K(/a).

Un plan W de P3(K(/a)) est aéfini par une &quetion linaire homogéne
é‘:wixi = 0 entre les coordonnées hamog@nes d'un point P3(K(/x)). M(W) aésiane
1a matrice & une calonne, définie & un factewr non nul prés de K(/a), fcarmée
des cocrdonnées hamogénes LA (i =1, 2, 3, 4) de W.

Soit A une matrice & coefficients dans le corps K(/a). On éésigne par A
la matrice dont les coefficients sont les ccnjugués (ef. 1.1.2) de ceux de A
en particulier M(x) (resp. M(W)) désigne la metrice & une colonne farmée des
conjugués des coardonnées homog@nes du point x (resp. du plan W) de P3(K(Ya)).
5.1,2. Définitions :

1°) Scit A une matrice carréde d'crdre 4, & coefficients dans K(/a).
Soient x, x' (resp. W, W') des points (resp. des plens) de P3(K(/a)).
La relation M(x') = A M(x) (resp. M(x') = &. M{x), M(W') = A.I'(x),
M(W') = AM(x)) définit une hamographic (resp. une entihamcgraphie,
une corrélation,une anticorréletion). La matrice A est taujcurs
définie d un facteur non nul prés de K(va), puisqu'il en est einsi

de M(x) et M(x'), M(W), M(W').

(1) Bibliographie 2 :22me partie, ch, 1
{2) Bourbaki , Alg.. ch. 2
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2°) les homographies et les carrélations (resp. les antihomographies et
les anticarrdlations) constituent les prcjectivités (resp. les anti-
projectivités). Une projectivité ou une antiprojectivité quelconque
est dite non dégénérée, sila matrice A correspondante est inversible.
Il en sera toujours ainsi ultérieurement.
3°) Une homographie (resp. une corrélation) réciproque s'appelle une
involution (resp. une polarité). On c}éfinit de méme une antiinvolution
et une antipolarité.
5.1.3. Toute projectivité ou antiprojectivité de P3(K(v/a)) peut &tre représentée
dualistiquement par deux matrices carrées inversibles d'ordre quatre, & coef-
ficients dans K(va), A et 1, Ainsi, & toute homographie de P3(K(/a)), i1
correspond deux matrices carrées inversibles d'ordre quatre, & coefficients dang
K(/3), A et A"} , telles que l'une d'elles représente 1'homographie ccmme
bijection dans 1'ensemble des points de P3(K(/a)), selon la relation M{x') = AM(x),
et 1l'autre représente la méme hamographie comme bijection dans 1'ensemble deg
plans de P3(K(/a)), selon la relation M(W') = tam1 M(W).
5.1.4, Une antipolarité de P3(K(va)) peut toujours &tre représentée par une
matrice hermitienne, inversible, définie & un facteur prés de K - {0} .

5.2. Définition d'un écart.

5.2.1. Définition : Scient p; et p, deux entipolerités dont les matrices respec-
tives P] et P; , inversibles, hermitienncs, sont définies & un
facteur prés de K - {0} (5.1.L4).
D'aprés 5.1.3, on a les relations M(W') = P;.M(x) et M(x") tpzl,ﬁ(w).
Donc le produit de pyp; est l'hacographie s détinie par 1la relation
M(x") = tPE1 . P). M(x), i.e par la matrice S = tPZI.lgl déterminée 3§

un facteur prés de K - {0} . Les valeurs propres m; , m; , m3 , my de §
1 ]
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considérée comme matrice & coefficients dans le corps K', cldture
algébrique de K(v/a), sont donc les éléments de K' déterminés eux
aussi & un facteur prés de Kh~ {0} . On désigne par 256!0 (Leigh)
les racines quatriémes de :ﬂ; mi) - (my, my, m3, m, étant un systéme
i=

particulier de valeurs propres). L'écart de p; & p; est égal & :

Ny 7

Mpyypa) = U (% (L.m, - (L.m.)‘l)z). €K',

j=1 \i=. 9%t 97
Cet &écart est indépendant du systéme de Valeurs propres considéré,
car s8i on remplace m; par m (reK -~ {0} . lcigh), lj est remplacé
par A-lij (1¢jch) done iji reste invariant, de méme 1'écart.

5.2,2, Lemme : L'écart de p; & p; est indépendant de la base de (K(va))*

considérée.

Si Q désigne la matrice de pessage de la base e & la base e', la matrice S
de 1l'hamographie s : py p; devient Q !SQ, elle est semblable & S ; elle admet
donc les mémes valeurs propres : l'écart reste inckangé.

5.2.3. Lemme : L'&cart est défini pour tout couple d'antipolarités p; et ps .

En effet, si P; et P, désignent les matrices de p; et p; respectivement,
1'homographie 8 = p, py est définie par la matrice S = tPE1 51(5.2.1). P; et
P, étant inversibles (5.1.2, 2°), on a aét(S) # 0. Dét(S) étant le terme constant
du pclynCme caractéristique de S, il en résulte que m, ¥ 0 (2¢ich). Done,

21
v mi) » £. , et 4(p;,py) existent.
jml J

5.2.4. Proposition : On a A(p;, p2) = A(p2, p1) quelles que soient les anti-
polarités p; et py .

En effet, les antipolarités p; et p, étant des spplications involutives

(5.1.2, 3°), les homogrephies s : pj p) et 8' = p1p; sont inverses ; il en est

de méme de leurs matrices ainsi que des valeurs propres respectives de celles-ci.
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Par suite, on passe de 8(p;,p2) & 4(p2,p1) en changeant m; en (m;)7! , done
Zj en (Zj)-l et m;p; en (miZJ)-l (1<i,j<b), ce qui laisse 1'écart inchangé§.
5.2.5. Propesition : py = py == A(p;, r2) = O quelles que soient les anti
polarités p; et py .

En effet, p; et p; étant des applications involutives, si p; = p, ,

1'homographie 8 = pyp; est l'idéntité.
AR

Denc m; =1 (Lcigh) , (31’1 mi) "1 =1 et 1'un des &léments Lj' soit Zyest &gal
d 1. I1 en résultc que ﬁt (& m - (£1mi)'1) = 0. Ia proposition est
démontrée. =
5.2.6. Il existe des couples d'antipolarités distinctes dont 1'écart est nul,

En effet, scient p; et p] les antipolarités définies par les metrices
diagonales d'éléments respectifs A et ad (lcigl) tels que

Ay » MeK = {0}, Ay =] Az = 2h , A3 =<0y = -y,

L'homographie p; p) est définie par la matrice (cf. 5.2.1) :

1 0 0 0
0 1 0 0
¢ 21 <
P{ .P = 0 0 -1 0
0 0 0 -1

dont les valeurs propres sont m =mp = l1, m3=m, =-1, On a.(j%’mi)-l -]
et le raisonnement se poursuit came dans la proposition prEcédgnzé.

5.2.7. A toute entipolarité p; , on peut faire correspondre une antipolarité
pl , distincte de p; , telle que 4(p;,p] ) = 0. En effet, & »jon peut frire
correspondre une farme hermitienne (5.1.%). En prenant une base de (K(/D))4

oarthogonale par rapport & cette forme, la matrice de p; devient diagonale et il

suffit d'appliquer 5.2.6.
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5.2.8. Lorsque K est ordonné maximal, en considérant des antipolarités parti-
culiéres, on peut définir un &cart tel que A(p;,ps) = O&3 p; = p, quels

que soient p) et p, . Ces antipolerités particuliéres, dites elliptiques, sont
caractérisées par le fait que la forme hermitienne correspondante est définie.
On démontre que les Valeurs propres Ai de 1'homographie s = p, p) eppartiennent
au corps de base K et peuvent &tre choisies, d'une maniére unique, positives

L
ct de produit égal & 1. On pose alors : A(p;, p2) = 2. (Ai - (Ai)‘l)z.
i=1
5.3, E-isométries.

5.3.1. Définition : L'espace E est 1l'enscmble des antipolarités muni de
1'écart (5.2.1).
5.3.2. Définition : On appelle E-iscmétrie, toute applicetion de E dans E
qui conserve 1'écart.
5.3.3. Proposition : Soit q une projectivité (5.1.2. 2°) arbitraire, mais fixe,
de P3 (K(/a)). L'applicetion de E dans E : p—sqpq ! est une E-iscmétrie.
Que q soit une hamographie cu une corrélation, qpq ! est une application de
I;(K(/E)) dens lui-méme, définie par une rclation de la farme M(W') = AM(x).
Le carré de p étant 1'identité, il en est de mime de celui de qpq-l . Donc
qpg ! est une entipalarité, et p~> qpq ! est une applicetion dec E dans E.
I1 faut démontrer en outre la relation :
(1) 8(p,p') = 8{qpq” ! , qp'q !) quels que scient p, pQ;E. Dans ce
but, on campare les Valeurs propres de la matrice S; de l'homogrephie sy = p'p
et celles de la matrice S, de 1'homographie s; = qp'q !. apq !=qs q"! .
Si q est une homographie de matrice Q on & S; = QS;Q” 1. Dene, S, étant
semblable & S) , admet les mémes Valeurs propres. la relation (1) cst démontrée

dans ce cas.

Si q est une corrélation de matrice Q, cette corrélation est définie per
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la relation M(W{) = Q. M(x;). Donc Q ! est la corrélation définie par la
relation M(xy) = Q1. M(W}) i.e., d'aprés 5.1.3, par les matrices corrélatives
Q! et t(Q" 1= ¥q, Donc, au point x, q } fait correspondre le plan W' tel
que M(W') = tQ.M(x). Au plan W', 1l'hamogrephic s; fait correspondre le plan

ts;l . M(W'). Au plan W', q fait carrespondre le point x'*!

W' tel que M(W") =
tel que M(x''') = tQ-l. M(W'), On a : M(x''') = tQ-l.tszl.tQ.M(x). Donc

S, = t'(22-1.1"8"1'1.1"(1. Les matrices S, et ts}‘ étant semblables, admettent les
meémes valeurs propres. Or la matrice tsfl a les mimes valeurs propres que

s1! , donc les inverses de celles de Sy. La relation (1) est enccre vraie

(m€me raisonnement qu'a 5.2.4),

5.4, L'espace E' des antipolarités permutables & l'antiinvolution r.

")
5.4.1. Proposition : Les K-homographies sont permutables & 1'antiinvolution r

définie par la matrice :

0 1 0 0

g1 0 o) 0
R =

) 0 0 1

0 0 g1 )

Au point x, la RLhomographie 8, définie par le ﬁtmatrice S, fait corres-
pondre le point x' tel que M(x') = S.M(x).
Au point x', l'antiinvolution r, fait correspondre le point x" tel que
M(x") = R.ﬁ(x'). I1 en résulte que M(x") = R. s ﬁ(x), donc r s est 1'anti-
homographie de matrice RS. De mime, sr est l'antihomographie de matrice SR.

n a :
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B8 la), 8 8 lay, ay3

. B layy  87lay, g layy  87la,
RS = SR =

8" la3; a3 8" lag, 233

8.1531 87‘332 8-1533 8'153“

donc rs = sr, quelle que soit la %—homographie 8, ce qui démontre la proposition

5.4,2, Définition : (n appelle E', le socus-cspace de E constitué des antipola-
rités permutables & l'antiinvolution r définie par la matrice R
(cf. 5.4.1). les €léments de E' sont appelés des points.

5.4.3. Proposition : L'espace E' (5.4.2) est constitué de deux scus-espaces
disjaints dont les &léments sont définis respectivement par les

matrices inversibles de la forme :

a1 aj2  ay3 a1y a1l a 813 aju
812 Bay; &)y Bay3 0 -Ba)jy -a1y -B8a13
(2) | _ - (3)
a13 81y 833 a3y a3 a1y a33 0
ey Bayy a3y Basz 2y, -Bayj3 O -Baj33

a1, a33€c K, 8312, 813, 8)4, a'3‘0€K(',-)’
L'antiinvolution r est définie par la matrice R (S.k.1). On a R? = 8711,
1 désignant la matrice unité d'ardre quatre. Donc R°! = R et ‘t'R"l = BtR.

Scit p une antipalarité définie par la matrice hermitienne inversible (5.1.4) :

a1l a32 813 a1y

a2 822 a23 az2u

- - . &..GK.
a3 a23 a33 a3y 11

81y 824 a3y auy
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Au point x, p fait correspondre le plan W' tel que M(W') = P.M(x) ;
au plan W', r fait correspondre le plan W' tel que M(W") = t"1?.-13'!0'1’) = BtR.E(W').

Dane r p est la corrélation M(W") = 6%R.P.M(x) définie par la matrice :

- -
a2 822 823 ay

-

Bajy Bay, Ba;3 Bayy
a1y a2y 83y 8uy

Bayj3 Baz3 Bazz Bajy

De méme, pr est la corrélation définie par la matrice :

871a), ay; B lajy ays
g~1 a1, B la a
asz2 a2 24 23
PR =
B Yay3 ay3 B8 lag, a33
8" a,, g1y B layy a3y

Ia condition pr = rp, qui exprime 1l'appartenance de p & E' (5.4.2), &quivaut

N . - t, 2 .
4 1'existence de m€K(/a) tel que PR = m B R.P , i.e :

a1y B lay, B8lay, &), B lap, &3 a3 &y, B lag,

832 Bay) e12 Bay, BBE)j3 ay, Bajy Bazs 823

-1 -t - - - -
B la,y ays B lay, B lagy,  ezy a3z B layy
= o- = < = s = = mﬂ((/—).
ayy a2y Bays a3y Bazy auy Ba33

mnam=82ie.m=8!oum= -8 et on obtient respectivement les
matrices de la forme (2) ou (3). Les &léments de E' sont donc définis par les
matrices inversibles de la forme (2) ou (3). Le sous-espace de E' défini par
les matrices inversibles de la farme (2) et le sous-espace de E' défini par
les matrices inversibles de la forme (3) sont disjoints, car seule la matrice

nulle est cammne & 1'ensemble des matrices de la forme (2) et & l'ensemble
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des matrices de la farme (3).

5.5 le groupe fondamental de E',

5.5.1. Définition : On appelle E'-isométrie, toute application de E' dans E'
qui conserve 1'écart.

5.5.2. Proposition : Soit q une projectivité (5.1.2) de P3(K(/a)), permutable
& 1l'antiinvolution r (5.4.1). L'application de E' dens E'

p—#& qpq ! , définie par q, est une E'-isométrie,

D'aprés 5.3.2, 5.3.3, S5.4.2, 5.5.1, il suffit de démontrer que la rclation
p€E', qui &quivaut & pr = rp, entraine qoq leE', i.e. (qoq !)r = rqpa~1).
Cette derniére relation résulte de la permutebilité de r et q, donc de r et
q !, ainsi que de la permutabilité de r et p.

5.5.3. Proposition : le groupe des projcctivités de P3(K(va)) permutables &
1'artiinvolution r (cf. 5.4.1), définit (cf. 5.5.2) un groupe de
E'-~isométries, appelé groupe fondamental de E', En particulier,
le groupe des homographies permutables & r, définit le groupe des
E'-déplacements, et le groupe ﬁthomographique h définit un sous-
groupe de E'-dénlacements,

Soient q et q' deux projectivités permutables & r.q'q et q ! sont égale-
ment des projectivités permutables & r. Il en résulte d'unc part, que les
projectivités permutables & r forment un groupe : d'autre part (ef. 5.5.2)
le produit des E'-isométrics p-s,qpq ! et p—3»q'pq ® est la E'-isométrie
p-> (a'a)p(q'q)”! et 1'inverse de la E'~isométrie p~$qpq ! est la E'-isamétrie
p-avq-lpq. L'existence du groupe fondemental est démontrée.

Iprsque q et q' sont des homographies permutables & r, q' q et q L sont
aussi des homographies permutables & r, Donc, comme précédemment, le groupe des

homographies permutables & r, définit un sous-groupe du groupe fondamental.



Homographlet bilatdres ...
136

Remarquons que le produit de deux corrélations permutadbles 4 r, étant une
homographie permutable & r, on peut qualifier de E'-déplacements la E'-isamétrie
P -»apq ! lorsque q est une homographie permutable & r, ct de E'-antidéplacement,
la méme E'-isométrie, lorsque q est une corrélation permutable & r. En effet,
les E'~déplacements ainsi définis forment un groupe et le produit de deux
E'-antidéplacements est un E'-déplacement.

Enfin, comme au début de la démonstration, on déduit de 5.k4.1, que 1le

&r oupe ’l%—homographique h définit un sous-groupe de E'-~déplaccments.
Q.E.D,

5.5.4. Lemme : Si la relation ps = sp est vérifiée pour tout pe E' (5.4.3),
la I?-homographie s est 1l'identité.

Soient la nlg-homographie 8, définie par la ’I‘{,-me.trice inversible S, et
l'antipolarité p, dont la matrice P inversible est égale & (2) ou (3) (5.k4.3).
Les relations M(W') = P.M(x) et M W") = tS.I.M(W'), définissent respectivement
p et s. Le produit sp, défini par la relation M(W") = Y51, P.l\.{’(x) est donc
l'anticorrélation de matrice tS-l.P. De méme, ps est l'anticorrélation de
matrice PS. La relation ps = sp, vraie pour tout p€E', équivaut donc &

1'existence de meK(va). {0} tel que :

()  sTlpaws

quelle que soit la matrice P inversible de la forme (2) ou (3) (5.4.3), n a

(1.3.2) :
a11 a2 213 a1y 811 a2 213 &y,
S = 8-1;;12 a1} 3—1§1L, 213 donc 'B-lalz a11 B-lalu a3
S =
a31 a3 a33 a3y 231 a3 a3z asy,
-1 - B-l— - 8-1 -1
8 ‘a3z a3l a3y a33 a32 a3} B la3y  aj;




En utilisant les notations de 1.3.9 et 1.3.10, la R-matrice 8”1 s'écrit :

yu Y21 Yy Yu1

87 ly21 ¥y 8 lym ¥a

STl = L l(gsi) = L} , LEK - {0}.

Y13 Y23 Y33 Yu3

B 1¥23 Vis B8 Wuz Vi3

Donc :
Y1 8 Tyar vis B8 lyes
tem1 o 21 ¥21 Y11 y23 Y13 .

Y31 B 1¥u1 yiz B M3

Y1 Y31 Yu3 Y33
Prenons successivement :
1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0O
0 8 0 O 0 -8 0 O 0-8 0 O
P=P) = sy P=Pp = s P=P3 =
0O 01 0 0O 01 O 0 0-10
0O 0 0 B O O 0 -8 0 0 0 8/
(4) s'écrit :
Y1 Y21 Y13 Y23 211 812 813 21y
Y21 BY11 Y23 BY13 ayj2 Bajy ey Bays
Y31 Yyl  ¥33 Yuz | =m 23] a3p @33 B3y |,

Yu1  BY31 Y43 BY33 -\ 832 Ba3zy a3y Baj;


file:///ooo-ey

Yuu o *¥ny Ny Y3
Y21 =0y Y3 -8y
¥a1 “Ye1 Y33  Yu3|mm
yur  -Byn Yu3  =BYps
Y11 =¥21 =¥i3 Y23
y21 =By -y23  B¥i3
Y31 '}kl ~Y33 ;‘03 = ®
Ys1  -6¥31 -Yu3  B¥33

1°) Supposons ay; ¥ O
Y11 = ma)) , y11 * ma)) ==
m =m , ¥ = may; ,

Deméme:ausagztaggto.

ajy a2
-8y ~Bay)
a3y 832
-a3; =-faj;
a1t 312
-a1; =Ba))
~-23) -3,
a3z Baz)
m=m; ,

Y11 = ma)) , Y11 = m3e) ;== m =m; ,

m =m3, yi3 = ma13 , =y13 = mye 3 ==> a;3 = 0 .

De méme : a3y = O,

Donc 8i ay) ¥ O ona :

811 0 0

0 Ell 0
8 =

0 0 a3j

0 0 0

2°) Supposcms a;;, ¥ O :

Y21 *ma)2 , =¥2)] = ma); =Hmy; = -my ,

m = -m , ¥11* m8)) , ¥)) = mea;p=Sa;;= O,

3%
it ¥N

a33

azy

~¥21 = mya ;= a;; = 0,

a3y
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De mEme : aj3 = a3} = a3z = O.
Y21 = ma12 , Y21 * m3alpm==d m3® -m ,
m3 = -m , Y41 = mla32 s =Yu1 = ms(-asz)‘*=$>532 = 0.
De m€me : a3y = O.

Donc, 8i a1, # O on a :

0 a12 0 0
8-1;12 0 0 o
S =
0 0 0 asy
0 0 8-153u 0
Etude du cas aj; # O,
0 B(Elz)-l 0 0
ona:S!= (ay2)7} 0 0 0
0 0 0 B(a3y)”!
0 0 (azy)"? 0
Prenons :
1 0 P13 o
P=p, = 0 -8 o) -8b13
13 0 1 0
0 -Bby; O -B

b3 étant un €lément de K(Ya), tel que dét (Py) = B2(1-Nb;3) # O, donc tel
que Nby3 # 1.
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(4) stéerit :

0 ~g(a)2)"71 0 -8by3(a),)™?
B(glz)-l 0 8(2y15) b3 0]
0 -Bb13(0~3u)-1 o) -B(agg)-1
-'5138(8..31.)-1 0 B(agu)-l 0
0 812 Y b13agy
- 0 -by3a 0
= m, a2 13834
0 LIELSP) 0 a3y
=bi3a)2 Y -a3y 0

Donc : Blaj,)”! = my(ayy) =—=> my = -8(Nay,)" ! ,
m, = - B(Nayp)™! |, =gbya(e1n)”! = mbysR3y =5 by;= (812) by 344,
Cette derniére €galité est vraie quel que soit b;3eK(va) tel que N(-b13),l 1.
En prenant byj3e K ~ {0} on obtient : (ay,)"! &3, = 1. Donc (512)"153“= 1 et
b13 = (333) 11383, =53 = by =Sby;3eK , contrairement au fait que b,
appertient & K(/a). Le cas a;, ¥ 0 est donc exclu.

Etude du cas a1y # 0 :

(an)-l 0 0 0
0 (811)7! o 0
-1 -
ona S = 0 0 (a33)7) o

0 0 0 (a33)7!
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1kl
Prenons :
1 0 1 1
.0 -B -1 -B
P=Pg= (aét P ¢ 0).
1l -1 1 0
1 «f 0 -8
(4) s'écrit :
(a11)"1 0 (511)-1 (ay1)7?
0 -g(a;;)"! ~(ay7)7? -8(ayy) 7}
(a33)7} -(a33)7} (a33)7? 0
(333)-1 '3(533)-1 0 "'8(633).-1
211 0 a33 a33
Y -Bajy ~833 -faj;
= - -
3 ayy -aa]) 833 0
'au -Ban 0 -8&33

Donc : (211)"! = msa1y =% mg = (Nay;)7? ,
ms = (Nayy)™} , (811)7) = msdz3 = a1) = a3z ,
ms = (Naj1)™! , (ay))”! = mga33 = a1 = a33 ,
par suite aj; = a33€ K et 1'homographic s est 1l'identité, ce qui démontre le

lemme S.5.b4,

5.5.5. Proposition : Le groupe g—homographique h définit (cf. 5.5.2) un sous-

groupe de E'~déplacements qui lui est isomorphe.
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Soit s un &lément générique de h. D'aprés la démonstration de 5.5.3,
1'application s +—> (p+>sps 1), est un homomorphisme de h sur le sous-groupe de
E'-déplaccments définis par les €l€ments de h. Cet hamomarphisme est surjectif, I1

I1 est injectif, car d'aprés 5.5.4, le noyau est réduit & 1'él%ment unité,

q.e.d.
5.5.6. Théoréme : Le groupe des projectivités (cf. 5.1.2, 2°) de P3(K(Va)),
permutables & l'antiinvolution r (5.4.1), définit (cf. 5.5.2) un
groupe de E'-isométries, appelé groupe fondamental de E'. En particulje
lc groupe des hamographies permutebles & r, définit le sous-groupe des
E'-déplacements, et le groupe ﬁLhomographique h définit un sous-

graupe de E'-déplacements qui lui est isancrphe.

Résulte de 5.5.3 et 5.5.5.

5.5.7. I1 résulte de 5.5.6 que 1'on paut identifier un élément générique du

groupe ﬁLhomographique h eu E'-~déplacement qu'il définit (cf. 5.5.2). On obtient

ainsi le sous-groupe h des E'déplacements, l'automorphisme A de h (1.6.2), 1e
sous-groupe G de h constitué des E'-d€placements inverients par A, lcs classes

& droite (resp. les classes doubles & droite) et les classes & gauche (resp. les

clesses doubles & gauche) de h d'ol :

5.5.8. Théoréme : Lecs bijections (Fd)-l et (Fz3-1 (b.2.4) (resp. (F-'g)"l et
(F:)'1 (4.2.5)) transforment la partition & droite (resp. a gauche)
du groupe homographique bilatére H , en la partition & droite
(resp. & geuche) du sous-groupe hn du groupe des E'-déplacements,
toute classc double & droite (resp. & gauche) de H ayant pour image

une classe double & droite (resp. & gauche) de h.
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Les isomorphismes fondamentaux F ! et (F)~! (1.6.1) transforment
un €lément générique d'une classe & droite (resp. & gauche) de H
en les E'-déplacements sy 8 et sy 8' (resp. ss; et s's;), sy désignant
un élément générique du groupe G constitué des E'~déplacements
invariants par l'automorphisme A , 8 et s8', qui s'@changent par A
étant les images per F'J st (F*)”! d'un élérent déterminé de la classe
de H considérée. Lorsque le classe de H est une classe double a droite
(resp. & gauche), s et 8' appartiennent en cutre & une méme classe
double 8 droite (resp. & geuche) de h.
La premiére partie du théoréme résulte de 5.5.7, 4.2.4, b,2.5, L.2.7.
D'autre part, un €lément générique de la classe & droite (rcsp. & gauche)
de H, contenant 1l'homographie bilatére S, est 1'homographie bilatére $;S
(resp. SS;) oll S; est un élément générique de G (L4L.2.1). En appliquant 1.6.2,

et & nouveau h.2.4, 4.2,5 et 4,2.7, on obtient la seconde partie du thécréme.
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