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ENVELOPPE QUASI-INJECTIVE D'UN OBJET DANS UNE

CATEGCRIE AEELIENNE DE GROTHENDICK A GEKRFRATEUR.

G. MAURY

Introduction : ILa notion de module quasi-injectif a été introduite par

Johnson [ l] . Celui~-ci a &tabli pour tout module 1l'existence d'une enveloppe
quasi-injective [l] et [ 2] . L'existence d'une envelorpe injective pour
un objet d'une catégorie sbélienne Ea générateur, de Crothendick esct
prouvé dans [3](on pourra avssi se reporter au chapitre 6 du cmrs[ 5]. I1
est normal de se demander si dans la catégarie € tout cbjet a une envelcppe
quasi~-injective, question qui ne parait pas avoir &té résolue.

Remarquons que si & est "équivalent" & une catégorie de medules, ce
qui a lieu si et sewlement si & possdde un petit généreteur projectif [h]
il est prévisible & coup slr que le résultat ezcompté cst vrai. I1 est
moins évident si la catégorie @posséde un générateur, cans autre hjpotidlce
sur ce générateur.

On pourra se reporter a 1'ouvrage [’&] ou au cours [ 5] pouwr les pro-
priétés classiques des catégories abéliennes de Grothendick & gérérateur.
Dans la suite & désignera une telle catégorie.

1l - Prélimingire :

Définition 1 : Un objet M de € sera ait quasi-injectif si et seulement si
pour tout sous-objet N de M (dont un représentent est le monomcr-
phisme i : N—M) et pour tout morphisme £ : N—M il existe un

morphisme h : M— M tel que £ = h.i.
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Définition 2 : On appelle endamorphisme de M un morphisme h sppartenart &

Hem @(M;M) , Meob(%).

Définition 3 : Soit h un endomorphisme de M et Il un sous-objel de M, de

représentant i : N—>M, on appelle restriction de h & K le mor-
phisme hi = h', N sera dit stable par h si

Imh' = Im hi «Im i = i cu encore h(N) & N.

Démontrons d'abord les lcmmes suivants que d'aucune corsidéreront
comme évidents :

Iemme 1 : Soient M:'L et Mé deux sous-otjets de M, tels que MiﬁMé = 0,

— L] \ ] ] L]
Posons P = Ml ] M2' Alors P = Ml \'4 M2.

Démenstration : Soient il =M > Met i, : My des représentants des

sous-objets M] et M) de M. On sait que si 1'on a @= ilpl + 12p2 ;

Im ¢= Mi A Mé s Py Py représentant MiO é comme prodéuit direct de Mi et

Mé » (voir par exemple 1echepitre 2du cours fs]). Montrons guz Pest un
monomorphisme si iln i2 = 0 : soit u tel que “u = 0 c'est & dire tel que
ipqu = -i2p2 . Considérons le diagramme suivant, ol l'cn a

remarque que ilﬂ i2 est le produit fibré du diagramme

'
Ml i
\
/‘,
M
L 2

il existe un morphisme unique 2

. P ]
2u=‘822' Mais par ‘/'/:M"*‘
hypothdse MinMé = 0, donc p;u =pu=0 P -——9%’“’\1‘ >

2

d'ol u = 0 car u = 0 est le seul mor- 2 5 2

tel que Py =4flb s =D

phisme tel que P;u = pyu = O. Nous venons

2

de prouver que @ est un monomarphisme
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donc ¢ = Im¢ et les sources respectives de v et Img c'est d dire Mi@ﬂé et

M.i V M, sont isomorphes.

lemme 2 : Soit N un sous-objet de M il existe un sous-objet maximal N' de
M tel que NAN' = O et alors M est extension essentielle de NeN',

Démonstration : Soit la femille J des sous-objets N' de M tels gue NnN' = O.

LN . . . t: °
Il1ya <_1e,)a 0. Elle est inductive car soit {Ni}i eT? I- ensemble d'indices
une famille d'objets appartenant aﬁfet croissante, alcrs (i\eJIHi)nN =
= U ) = s U . ~ . . ' 2 :

16T (Ninﬂ) 0 et ainsi ie1 Hi appartient 4 ‘5{ Soit II' un élément maximal
de %. Montrons maintenant que M est extension essentielle de NBN' : ce
résultat est cité sans démonstration & propos de la dénonstration de la
proposition 12 page 362 dans la thése[B]:
Nous aurons besoin d'établir deux points :

ler point : Si M! , Mé , M' sont des objets d'une catégorie abélienne

3
Eona MO (MpeMD) = fijeNy)ery.

3 172

11 suffit de se reporter & la définition de la sormme directe (voir par
exemple [ 5] chapitre 1).
2éme point : Si M' = M} v Mé = M:'LGMé . Mi et Mé étant des sous-objets de
M alors M]'_ﬂMé = 0. Soient ey et e, les moromorphismes canoniques de M:'L et
Mé dans M' recpectivement, P, et Py les surjections canoniques de M' sur
Mi et Mé respectivement. On a lM, = e;p, + e,p, et Pje, = 0, Py = o
donc e2\< Ker Py. De plus Ker Py = e3P, Ker Py donc Ker pls e, et e2- Kerpl
de méme e, = Ker P,- On a donc Mi = M'/Mé = H'2' et Mé = H/M:'L = M; et
MAM; = M/M VM, =M/M =0= M N M) (voir par exemple cours {s]
chapitre 2).

Ceci étant supposons qu'il existe un sous-objet Pde M & # O tel que

(1) @ n(men') = @N(N v N') = 0 (lemme 1).
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D'aprds le lemme 1 et le ler point on a £ 6 (NeN') =@v(N vV ') = (P e N')eN =
= (EVE)VN (LN =V N car &£NN' = C d'aprds (1)). Il en résulte
(@v ') N=0 a'aprds le 23me point donc LV X' = N' d'aprés la maximalité

de N' done @S N'g N' VN et @A(N V N') =P # 0 et ceci centredit (1).

2 - les théorémes :

-

Théordme 1 : Soit & une catégorie ebélienne de Grothendick & générateur.
Un objet M de € est quasi-injectif si et seulement si tout mor-
phisme d'un sous-objet N' de M dens M se prolange en un endomor-
morphisme de M., lorsque M est extension essentielle dc N'.

Démonstration : la condition est éviderment nécessaire.

Démontrons qu'elle est suffisante. Soit N' un sous-objet de M,
i : N—M un représentant de N. Soit f eppartenant & HomE;H,M). D'apreés
le lemme 2 il existe un N' sous-objet de M, mexirmal parmi ccux dont 1'in-
tersection avec N est nul. Alors d'aprés le lerme 2,M est extension maxi-
mal de N@N'. Soient e, et e, les merphismes F—K®N' et N'—N@H' canoniques,

1 2

il existe f : NEN'— M tel que f.e, = f et f.e, = 0, T par hypothise se

1

prolonge en un endomorphisme g de M : si n désigne un représcntant du

sous-objet NON' de M on a :

f=g.n et E.el z = gne,

alors f est par définition la restriction de g & NI et par suite M est bien

quasi-injectif.

Théordme 2 : Pour qu'un objet de G soit quasi-injectif il faut et il suffit
qu'il soit stable par tout endomorphisme de son enveloppe injece
tive ﬁ.

Déronstration : Etablissons d'abord une remarque, considérons le diagramme
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suivant & colonnes exactes, D'aprds la formule Ker voIm u = u{Ker(wvu))
et d'aprds les définitions de u(M), u_l(M) (se reporter au chapitre 3 du
cours [ 5] ) on peut &crire u(M)nM = Im(ui)n Ker q = Im(ui Ker(qui)k
Posons A = u"X(M)n M,

A = Ker(qu) ni = u-l(M)nM =

Im(i.ker(qui))

DE—2 O

= i.Ker(qui)
u(A) = Im(ui Ker(qui)) = u(M)nM.
On peut trouver A<M tel que
u(A)< M. I1 suffit de prendre en effet A = u"l(m) nM, on a u(A) = u(M)n M
et de plus si 1'on suppose u(M) "M # 0, on a u(A) # O.

Cette remarque nous gervira ci-dessous.

Montrons d'abord que la condition énoncée par le théoréme est suffi-
sante. Si N¢M<H , M désignant 1'enveloppe injective de M (voir chapitre 6
du cours [5;l ), et si f appartient & Hom,g(N,M), on peut tracer le diagramme
ci-dessous : f se prolonge en un endomorphisme h de H puisque cet odbjet
est injectif. Par hypothése Im(hi) < i. Considérons la restriction de h &

N soit hij on peut écrire hi = i donc hij =i T j=if et =j = £,

A
N ) M ! M

Or % appartient & Homg(M,M) : on voit donc que f se prolonge en un

endomorphisme de M (a savoir2) : M est bien quasi-injecctif.
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Ia condition est nécessaire : si M est quasi-injectif, scit f un endc-

. N . .
rmorphisme de ¥ (diegramme ci-contre). 3 i A

Posons ¥ = MAFI(M), j un rerré-
sentent du scus-cbjet N de M : 4
i

if' = fij , £' se prolcnge & son ::[
tour en un endomorphisme g de M qui ‘
se prolcnge en un endororphisme h l
de M puisque Md‘-{\ et que M est M
injectif : gj = £' et hi = ip,

Suppescns que nous aycns mcntré que en pesant u = h - £, u(M) = 0,
alors on peut écrire hi ~ fi = 0 ou encere hi = £i = ig et Im(fi)<¢Im(if)¢i,
ceci prouve que M est stable par f.

Tcut revient donc & prcuver que u(M) = O. S8i u(M) # O ccrme I est
extensicn essentielle de M, u{(M)AM # O alcrs d'aprés la rermarque éu début il
existe A tel que AgM , u(A)gM et u(A) # 0 : scit a un représentent du scus-
chbjet A de M :

u(a) = Im[(f-h)ia] ¢ i entraine (f-h)ia = i3,
fia = i(T-ga) = i%'. Je ais queinsij = FL(M)NM car
FI(M) = Ker(qf) et qfie = qi?2! = C entraine
jacFH(1) = ker(qf) et iasi,
on a donc bien iacFH(M)NM = ij et ia = ijj'. Enfin on peut écrire :
fia = £ijj' = if'j' = igji' = hijj' = hia
(fi-hi)a = 0 et u(A) = O ce qui contredit u(A) # 0. Ceci prcuve bien

que u(M) = 0,
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Corollaire : Dans_une catégorie € avé1ienne de Grothendick & générateur,
tout objet admet une enveloppe quasi-injective.

Pl > k3 » - 3 L '/'
Démonstration : Soit M un objet de @, M son enveloppe injective. Soit $1a

A
famille des sous-objets de M contenant M et qui sont stables par les endo=-

. Ao . fﬁ
morphismes de M, M appartient & <X,

L'intersection d'une famille finie ou non d'éléments de ‘5fa.ppa.rtient
encare & 5: en effet soit (Mi)iel une famille d'éléments appartenant afo
et soit M' leur intersection (elle existe puisque la catégorie est de

"
Grothendick donc cocompléte) : soit £ un endomorphisme de M :

SO HESFARE SINK: S

(voir chapitre 3 du cours [5] ) M' est la plus petite extension quasi-
injective de M : en effet M' contient évidemment M ct M extension essen-
tielle de M 1'est de M' donc est l'enveloppe injective de M' : d'aprés le
théoréme 2,M' est quasi-injectif . D'ailleurs M' est extension essertielle
de M (on a M{M'( Iq et M est extension essentielle de M.) Soit maintenant P
une extension essentielle de M quasi-injective, f’\ est extension essentielle
de M donc }? = g\d et P appartient & la famille iddonc contient M' :

M' est donc la plus petite extension essentielle de M quasi-injective :
on l'appelle l'enveloppe quasi-injective de M.
Remarque : Il est facile d'établir 1l'existence d'une enveloppe quasi-injece
tive pour un objet M d'une catégorie de Grothendick localement petite

(sans 1'hypothdse d'un générateur) lorsque cet objet admet une enveloppe

injective,
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