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Ce n'est pas l'expos? d'une théorie nouvelle qu'on trouvera ieci mais
1l'exploitation d'une théorie récente dve & Giraud, & savoir, celle des sites
et de leurs faisceaux. L'cbjet de ce mémoire est de montrer comment, en
adeptent cette théorie aux faisceaux additifs, définis sur une catégorie
pré-additive (i.e, catégorie dont le bifoncteur hom. se lit dans la caté-
gorie Abdes groupes ab&liens), on arrive & retrouver le théoréme d'immersion
de FreydMitchell pour les petites catégories sbéliennes et & étendre ce
résultet aux (grandes) catégories sous certaines conditions ; en fin de
compte, on retrouvera aussi le théoréme de Petresco-Gabriel [7] qui donne
la structure des catégories abéliennes de Grothendieck.

En nous refusant au départ la notion d'univers, nous nous sommes imposé
un cadre : celui de la théorie des classes (Bernays , Von Neumann et autres8...)
regrettons, su passage, que cette théorie, qui connait une grande vogue &
1'étrenger, ne soit pas appréciée en France ol il semble qu'cn en soit
encore aux ensembles d la Zermelo. Le lecteur, qui voit dens les univers la
condition sine qua non pour "faire des catégories", se dira que nous nous
sommes donné un univers (celui des ensembles, en l'occurrence) avec 1'inter-

diction d'en sortir (les voysges intersidéraux ne sont pas encore pour

denain).
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Pour la tonne compréhension du texte, nous avons jugé utile de reprendre,
presque 4 la lettre, d'importants passeges de [5] ; en particulier, nous
nous sommes inspiré, pour nos paragraphes 2 et 3, du trds bel exposé II de
cet ouvrage cité.
Lorsqu'on trouvera cntre giillemets les termes habituels de la théorie
des ensembles, on saura qu'ils s& rapportent & des classes.
Tous les "groupes" .considérés seront sbéliens et les fcancteurs covariants :

1. Préliminailres :

742

(1.1) Par "catdgorie" nous entendrons la donnée d'une classe C d'éléments
(les morphismes), de deux opérateurs monairesc et 8 (la source et le but)
partout définis sur C, et d'un opérateur binaire (la composition) sous les
conditions suivantes :
(cl) 0c0 = B0 =0 4 BoB = 0oB = B
(c,) Le composé g.f d'un couple (f,g) de morphismes cst géfini
si, et seulement si, B8(f) = o(g).
(C3) Pour tout triplet de morphismes (f,g,h) tel que B(f) = o(g)
et 8(g) = o(h), les composés h.(g.f) et (h.g).f sont définis et égaux.
(Cy,) Pour tout morphisme f, on a :
f.o(f) = g(f).f =7
La "catégorie" C sera une catégorie si, de plus :
(CS) Les morphismes de source et de but donnés forment toujours
un ensemble,
Toute source est un but et vice versa, ces morphismes particuliers

seront les unités de la "catégorie" .
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Une "catégorie" est déterminde par ses unités, ses classes de morrvhismes
de but et de sources donnés, et les restrictions & ces clesses de la compo=-
-sition j on retrouve donc par 12 la définition naive des cctégories par les
objets, i.e, par une collection d'ensembles (ou méme de classes) en corres-
pondance biunivoque avec les unités., |

Par interversion des opérateurs ¢ et B et renversement de la composition
on définit la "catégorie" duale C°d'une 'tatégorie" C .

Le lecteur mettra au compte des "catégories™ la noticn de forcteur
(i.e, application qui commute aux opérateurs) et toute la terminclogie caté~-
gorique usuelle.

Les foncteurs (additifs) d'une catégorie (pré-additive) A dans une caté-
gorie (pré-additive) £ , et leurs transformations naturelles, forment une
"catégorie" que nous noterons F(A,B) (resp.AB) ; si B est abZlienne, ces caté-
gories le sont aussi.

En raison de leur importance ultérieure, nous allons rappeler d'autres
notions :

On ¢it qu'une "famille" G, d'objets d'une "catégorie" C est un systime

de gérérateurs de C si le "foncteur" Ehom(Gi,.) est fid&le, i.e, si, pour

toute paire u,v : U 3 U' de morphismes distincts, il existe un morphisme

Gi + U tel que Gi >U 3 U et Gi + U ¥ U' soient distincts ; si, de plus, ces
morphismes Gi + U forment, pour chaque U, en ensemble fini. qui ne dépend que
de U, nous dirons que (Gi) est un gros systéme de géndrateurs de C. Larsque
(Gi) est réduite & un seul objet, on dit alors qu'un tel objet est un géné-

rateur (gros générateur) de C ; un objet G de C dont toutes les sormes (les

sormes finies) sont définies est un générateur (gros générateur) de C si, et
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seulement si, tout objet de C est quotient d'une scmme (semme finie) de
copies de G.

Par voie duale, on définit les systdmes de séparateurs et les objets
séparateurs.,
(1.2) Etant donnés un foncteur § : A - B de "catégories" et un objet B de B

la catégorie A? des objets de A mis par § asu-dessous de B est définie de la

fagon suivante : ses cbjets sont les couples (A,q) ol A décrit la clesse des
objets de A tels que hom(B,4(A)) # @ et a est, pour chaque A, un morphisme de
B dans 4(A) ; les morphismes (A,a) + (A',a") de cette catégorie sont les
morphismes a : A + A' de A tels que §(a).a = a'.

Fn particulier, lorsque A est une sous-catégorie de B et 4 son inclusion
on retrouve la catégorie AB des objets de A au-dessous de B.

Considérons meintenant deux catdgories C et A ; en essociant 8 tout objet
A de A le foncteur constant de valeur A défini sur C , on obtient {viderment
un foncteur k : A + F(C,A) ; si un objet F de F(C,A) est tel que le catégorie
Az posséde un objet initial, ncus dirons que cet objet initial est la lirite
& droite du foncteur F ; par abus de notation, lgpF désirnera 1'cbjet de A,
but de cette limite.
_Exemples : Si la catégorie C est triviale (i.e, tous ses morphismes sont
neutress on retrouve la notion de "somme".

. 81 C est la sous-catégorie de A définie par une peire A 3 A', la limite
8 droite de C (i.e, de son inclusion) est le conoyau de cette paire.

. Les "sommes" fibrées de A,i.e, les "sormes" des catégories AA, peuvent
étre considérées comme les limites & droite des foncteurs définis dans les

catégories triviales auxquelles on adjoint un objet initial.
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Le lecteur définira de lui-méme la limite & droite d'un morphisme fonc-
toriel et s'assurera gu'elle est épique si les composantes de ce morphisme
sont toutes épiques,
Par voie duale, on & la notion de limite & gauche (e.g, produits, noyaux,
produits fibrés).

Nous dircns qu'une "catégorie" A est compllte 4 droite si tout petit

foncteur (i.e, défini sur une petite catégorie) & valeurs dens A, posséde une
limite & droite ; on voit aisément qu'il en est airnsi si, et sculerment si,
toute famille d'ocbjets de A posséde une sorme et toute paire A 3 A' de mor-
phismes de A un conoyau. Si A est corpléte & droite (& gauche), il en est
de méme pour F(B,A) et pour PA , lorsque B et A sont préadditives :; dans
ces "cetégories" de fcncteurs, les limites se calculent argument par argument.

Nous avrens besoin de définir, extra muros, les linites de "groupes" ;
la théorie des classes nous refusant la catégorie des "groupes", il va falloir
procéder pour cela 3 quelques arménagements : tout d'aberd, pour élergir la
notion de foncteur, nous appelerons C-systdme de "groupes" toute transforna-
tion F soumise sux conditions de la définition naive des foncteurs, i.e :

e/ Pour tout objet U de C, il existe un groupe unique F(U) tel que
F(ly) = 1gyye

b/ Pour tout morphisme u : U + V de C, F(u) est une epplication additive
de F(U) dans F(V).

¢/ Pour des morphismes corpossbles U v 3ivae C, on a towjours
F(v.u) = F(v)oF(u).

De fagon évidente, on définit un systéme d'erplications additives de

"groupes", ce qui permet de présenter la notion de limite & droite d'un
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C-systéme de-"groupes" en-termes de probléme universel. Tout comme pour

les groupes, ce probldéme admet une solution ; lorsque ces "groupes" sont des
ensembles, le foncteur T : C + Ab admet une limite & droite si, et seulement si,
la relation d'équivalence qui définit cette "limite" est assez grossiére pour

fournir un ensemble quotient.

U
v

se déduit de V » U par le changemant de base U'+ U,

En présence d'un produit fibré V': : U, nous dirous que V'»+ U'

Soit F un foncteur de C dans A ; pour tout objet U de A su-desscus de F
et tout morphisme V -+ U de A, on d&finit, par changement de base, un fone-
teur G su~dessus de V ; si lin F = U implique 1lir G # V, on dit que la limite
a droite de F est universelle. Cette notion s'adapte aux systémes de "groupes"

et il est aisé de montrer que les limites & droite de "groupes” scont uni-

verselles.

Nous dirons qu'une catégorie C est bonre si les conditions suivantes
sont satisfaites :

a/ Deux objets de C se trouvent toujours au-dessus d'un méme troisiéme.

b/ Pour toute paire U 3V de morphismes de C il existe un norphisme
V+V' tel que U : V + V' soit commutatif.
Exemplez : Un préordre filtrant croissant ; une catégorie & 2-sormes et co-
_noyaux.

Remarquons que toute sous-catégorie pleine, cofinale, d'une bomne caté-
gorie est bonne.

Les linites & droite des foncteurs (des systémes) définis sur une bonne
catégorie seront dites inductives.

Soit C une bonne catégorie et C' une sous-catégorie pleine, cofinale
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(i.e, tout objet de' C est au-dessus d'un cbjet de C') ; si la restricticn &
C' d'un foncteur F admet une limite & droite, il en est de méme pcur F et
ces deux limites sont égales.

Propriétés des limites de "groupes".

1/ Une limite inductive de "groupes" est égale & la linite inductive
des classes scus=-jacentes.

2/ Pour qu'un "groupe" A, plecé sous un systéme inductif F(U), soit la
limite & droite de ce systéme, il faut et il suffit que :

o/ A soit la réunion des images des applications F(U) - A.

B/ Pour deux &léments x et y de F(U) donnant le méme €lérent de A, il
existe un morphisme U + V tel que F(U + V) (x) = F(U > V)(y).

3/ Les lirmites induc%ives de "groupes" sont exactes (Pour les démons-
traetions, s'inspirer de [3]).
(1.3) Une adjonction entre deux "catégories" A et B consiste en la dcnnée
de deux foncteurs

A9 24

0

et de deux morphismes fonctoriels :

@z 1, + dg , B: ad + 1z

telle que, pour tout objet A de A (B de B), les morphismes :

(a,)

g B
g(a) —A,  adg(n) __a(a)

d(B.)
d(B)ad_(E)_, dgd(B) —— 2 d(B)

a(a)

soient des unités,

De fagon plus précise, on dit alors que g est adjcint & d & gauche ou

encore que d est adjoint & g & drcite.
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Ceci a lieu si, et seulement si, les classes hom(g(A),B) et hom(A,d(B))
sont dans une correspondance biunivogue naturelle par rapport & A et B (1la
naturalité par rapport & 1'un de ces arguments suffit d'aillcurs).

Un foncteur d : B + A admet un adjoint & gauche si, et seulement si, pour
tout objet A de A , la catégorie Aﬁ posséde un objet initial ; bien entendu,
c'est cet objet initial qui donne l'adjoint en question.

Le lecteur verra de lui-méme comment une adjoncticn se comporte avec
les &tres catégoriques habituels et retiendre, pour son erploi ultérieur, le
résultat suivant :

(1.3.1) Lerme : soit une adjonction (g,d ; «,B) entre deux catégories A et B
B ; alors :
1/ d(resp. g) est fiddle si, et seulement si, B (resp. a) est

& composantes épiques (moniques).

2/ d (resp. g) est pleinement fiddle si, et seulement si,

B (resp. a) est inversible.

Pour montrer , e.g, que la pleine £idélité de d équivaut & l'inversi-
bilité de B , il suffit de remarquer que l'application de hom(B,B') dans
hom(gd(B),B') définic par :

u = B,.9d(u) ;u: BB
est bijective si, et seulement si, d est pleinement fiddle ; or, la naturalité
de B fait que cette application est égale & hom( BB,B').
Corollaire : Si B est balancée (i.e, tout bimorphisme est inversible)'cette

adjonction est une équivalence si, et seulement si, g est pleinement

| fiddle et d fiddle.

Considérons maintenant trois catégories pré-additives A,C et D (C petite)

s, . P R *
et un foncteur additif § : C » D; on définit alors un foncteur § : DA + CA



Faisceaux additifs .., 10

en associant & tout objet G de TA et tout-cbjet U de C, 1l'objet de A :
£7(e)(U) = cf(v)
Avec cecil, on a l'important r&zsultat que volei :

(1.3.2) Lexme de Kan [4]

~

. « . * < .
{ Si A est compléte &8 droife (A gauche){ posséde un adjoint & gauche

\ (3 droite) noté _§((resp. £,)

Le foncteur *5, par exemple, cst obtenu de la fagon suivante : pcur tout
objet V de D , on considére la calégorie Cg des objets de C mis par § au-dessus
de V et 1'on désigne par ié le foncteur scurce de Cé dans C ; il est aisé de
voir alors que, pour tout objet F de CA :

n F.id (= gmW)
est fonctoriel en V et que le morphisme fonctoriel F -+ 5f*5(F) dont les com=
posantes sont les morphismes évidents F(U) + lim F.Lg ) est un objet ini-
tial de la catégorie des objets de DA mis per 5*.au—dessous de F.

Corollaire 1 : Si A est compléte & droite (& gauche) les f@ncteurs d'évalua-

|
i

tion V*: DA > A, définis, pour tout objet V de D , par :
v¥(G) = 6(v)
adrettent chacun un adjoint & geuche (& drcite].
Pour ccla, il suffit de réduire C & une unité de D. Calculons, e.g,
1'adjoint & gauche 7 i pour C = {lv} , toute catégorie Cé, est triviale et
ses objets sont les morphismes de V dans V', par conséquent :

*V(A)(V') = Zj A
hon(V,V"')

et le morphisme d'adjonction A - V*.*Y(A) = 5 A est la composante d'in-
end(V)

dice lv de cette somne.
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Corollaire 2 : BSi A est compléte, un morphisme de DA est monique (épique)

si, et seulement si, secs composantes le sont ; pour tout objet
projectif P (injectif I) de A, les objets U(P) (resp. U (I)) sont
projectifs (injectifs) dans DA ; pour tout générateur G (séparateur

S) de A, la classe des , U(G) (des U, (S)) est un systéme de géné-

rateur (séparateurs) de DA.

Corolleire 3 : Si A est une catépgorie abélienne, corpléte, & séparatecur injec-
g ’ ’

| tif, et si D est une petite catégorie pré-additive, DA hérite de

ces propriétés de A,

Corolleire 4 : S8i D est une petite catégorie pré-additive, DAb est & enveloppes
| injectives.
Cer, tout comme Ab, cette catégorie de foncteurs satisfait & 1l'axiome
de Grothendieck, i.e, pour tout sous-objet U d'un objet V et toute famille
filtrante croissante Vv, de scus-objets de V, on a : sup(UhVa) = UnsupV_ ; on
sait qu'alors, avec assez d'injectifs (cor. 3), on obtient des envelcppes
injectives.

Corollaire 5 - (Yoneda) : Pour tout objet V de D et tout objet G de DAb,

% 1l'application de hom(hom(V,.),G) dans G(V) définie par :

yv(9) = ¢v(lv) s ¢: hom(V,.) > G

. est bijective, naturelle en G et V.

Tout d'abord, rappelons que JV(2) = Y. z= hom(V,.) de sorte que,
. . hom(V,.)
1l'application z de hom(hom(V,.),G) dans hom(Z,G(V)) qui associe & tout ¢ le
composé de ¢y avec le morphisme d'adjonction Z + V*.*V(Z) = end(V) est bijec-
tive ; or ce morphisme d'adjonction consiste & transformer le nombre 1 en

1'identité de V et, en identifiant les applications additives Z + G(V) & leurs

en 1, on voit alors que z devient y.
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La naturalité dey en F résulte de 1l'adjonctian sa neturalité en V
est une paraphrase de celle de ¢ .
L'application inrerse de y est fournie par :
FHv)y (V> U) = 6(V > U)(v) 5 veG(V),UeD
Fn particulier, pour G = hom(V',.) on a :
yUV' + V) = ham(V' »V,.)
d'od le :

Corollaire 6 : Le foncteur h : V + hom(.,V) de D dans D°Ab est pleinement

i fiasle.
Ce qui nous permettra d'identifier chaque objet de U & 1'objet de D°Ab
qu'il représente. .

Les objets de D°Ab seront appelds les préfaiscesux additifs de groupes

définis sur D ; de fagon plus génfrale, pour deux catégories préadditives
A et D, les objets de DA seront les préfaiscecaux & valeurs dens A définis
sur D,

Pour en terminer avec ces prémisses, voici encore un résultat impor-
tant :

Soit C une catégorie pré-additive, pour tout objet P de C°Ab, désignons

par CP la catégorie des objets de C pointés par P, i.e, les objets de CP sont

les couples (U,u), ueP(U) et les morphismes (U,u) + (V,v) sont les morphisres
U + V de C pour lesquels P(u + V)(v) = u 3 il existe un foncteur évident
de CP dans C , c'est le foncteur source iP'

Ceci dit, on a le :

(1.3.3) Lemme : tout objet P de C°Ab est la limite 3 droite du foncteur h.ip.
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Pour mettre 1l'objet P su-dessous de h.ip , considérons, pour tout objet
(U,u) de CP et tout objet V de G, 1l'application :
¢y (U,u) : hom(V,U) » P(V)
définie par :
¢V(U,u)(f) = P(f){(u) , £ :V->U
ce qui, de fagon évidente, donne les morphismes fonctoriels :
¢(U,u) : IﬂLP (gu) = h(U) > P, et 1
et il est aisé de voir que ces morphismes sont compatibles avec ccux de C p*
I1 reste édonc & établir que, pour tout V :
P(V) = lim hom(V,.) iP
Comme, pour tout élément v de P(V) :
by (Vv (1)) = v
on voit tout d'abord que l'application :

& hom(V,U) =+ P(V)
(U,u) € CP

de composentes ¢V(U,u), est surjective j; pour montrer qu'elle induit une bi-
jection de 1lim hom(V,.).L'P sur P(V), il suffira de prouver que l'équivalence
(R) associée & cette application est plus fine que 1l'équivalence (S) qui
définit cette limite :

A cet effet, considérons deux objets (Uj,ui) et (Uz,uz) de CP et deux
morphismes £ : V+> Uy et £, : V + U, de C, congrus (R),

ice, P(£1)(uy) = P(£2)(up)  (=v) ;

ceci fait @e (V,v) un objet de C; et de £} et f, des morphismes de CP et,

P

corme on peut &crire alors que :
£, = hom(v,.).4P(fi)(1v) ;. i=1,2

on a bien £} = 1y = £ (s) c.Q.F.D.
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En gros, ceci revient & dire que, dans C°Ab, tout objet est limite &
droite des préfaisceaux représentables qui sont au-dessus de lui.

Corollaire : Si A est une catégorie additive compléte & droite, tout foncteur

i additif { : C + A se prolonge suivant um foncteur unique (& un iso-

morphisme pré&s) _§ : C°Ab + A qui préserve les limites & droite.

Ce foncteur*é est adjoint & gauche au foncteur 6*_: A + hom({.,A).
I1 est aisé de voir, en effet, que le foncteur P + 1im5.ip est le seul &
répondre & la question.
A titre de premilre applicetion, nous allons retrouver une propriété
caractéristique des catégories de foncteurs additifs de groupes (cf(1], p. 109) :

Théordme : Si une catégorie A , additive, balancée, compldte & droite, posséde

une famille génératrice de petits projectifs G, alors, elle est &

i
} équivalente & la catdgorie des préfaisceaux additifs de groupes
i

définis sur la sous~catégorie pleine G de A engendrée par les G..

Rappelons qu'un objet P d'une catégorie additive A en est un petit pro-
jectif si le foncteur hom(P,.) de A dans Ab préserve les limites & droite.

Pour prouver ce théordme, remarquons que, dans l'adjonction (*6,5*3,
définie selon le corollaire précédent par 1l'inclusion § : G + A , le foncteur
5* est fidéle et commute aux limites & droite ; or, ce dernier point entraine
que 5*.*6 , dont la restriction & G est 1'identité, reste dans G°Ab isomorphe
au foncteur neutre, i.e,*ﬁ est pleinement fidlle et il suffit alors d'appli-
guer le corollaire de (1.3.1).

Corollaire : Lorsque (Gi) est r&duite & un seul objet G (i.e, G est un

petit générateur projectif) alors A est équivalente & 1la catégorie

des modules & droite sur 1l'anneau des endomorphismes de G.
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_Remerque : Ce théoréme, €noncé pour une catégoric abélienne A , est dd &
Freyd ; nous n'en donnons iai qu'une 1égdre amZlioration (ad3itif r halancée).
I1 est amusant de retrouver & partir de 1a une petite chose bien connue : &
savoir que la catfgorie des espaces vectoriel topologiques sur un corps topo-
logique est balancée si, et seulement si, ce ccrps est discret.

2 - Sites et faisceaux :

(2.1) Rappelons qu'une topologie T (de Grothendieck) sur une catégorie C s
consiste en la donnée, pour tout objet U de C , d'une classe de familles
(Ua + U) (les recouvrements de T) sous les conditions suiventes :
(t.1) Les familles Ua >y = lU sont des recouvrements
(t.2) Pour tout recouvrement U, > U et tout morphisme V + U, les
produits fibrés Va++ g : U sont définis et la famille v, >V, ainsi
obtenue par changementade base, est un recouvrement.
(t.3) si U, > Uestun recouvrement et si, pour tout a , la famille
UBa + U, est un recouvrement alors, la famille corposée U8a+ Ua - U
est un recouvrement,
Excrmples :

1/ La topologie gggggiégg ol les recouvrements sont neutres ; la topo-
logie discréte ol toute famille Ua + U est un reccouvrement.

2/ Dans une catégorie & 2-produits fibrés, les épimorphismes universels
constituent, un & un, les recouvrements d'une topologic (la topologie €pique).
Cette topologie sera utilisée pour les catégories abéliennes oll 1'on sait
notamment, que les €pimorphismes sont universels.

Définition : Un préfaisceau P défini dans C et & valcurs dans A est un in-

frafaisceau pour une topologie T sur C si, pour tout recouvrement
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Ua + U de T et tout objet A de A , l'application :
hom(A,P(U)) » (Illhom(A,P(Ua))
est injective.
Si, de plus, le diagramme
D )
hom(A,P(U)) + ghom(A,. (Ua)) > al;l“.éom(A,P(UnB).

défini par les produits fibrés :

-> Ua-’

u 3 T
Ug

oB
représente un noyesu, on dit que P est un faisceau pour T .

Remarques :

1/ Si A est & produits, ceci revient & dire que P(U) » gP(Ua) est monique
(pour lef infrafaisceaux) ; que P(U) - gP(Ua) e gBP(UaB) est un noyau (pour
les faisceaux).

2/ En explicitant complétement la définition, on remarquera que P est un
faisceau si, et seulement si, la famille P(U) - P(Uu) représente P(U) come
limite & gauche du systdme de diagrammes.

P(U)
pwy) * Pl

obtenu lorsque U et U décrivent le recouvrement (Ua +U).

B
Avent de déterminer les faisceaux de la topologie épique d'unc catégorie
abélienne, procédons & quelques généralités :

Dans une catégorie & 2-produits fibrés, le produit fibré R 3 A d'un

morphisme A + A' par lui-méme s'appelle la relation d'éguivalence de ce mor-

phisme ; il est aisé de voir que les composantes de cette rclation d'équiva-
lence ont unc section commune et que cette section est le noyau de la rela-
tion d'équivalence ; de plus, lorsque A + A' est épique, c'est le conoyau de

sa relation d'équivalence si, et seulement si, R 3 A + A' représcnte une
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sorme fibrée or cette dernidre condition est satisfaite dans les cetégories
ebéliennes., Ceci dit, on a la :
(2.1.1) Proposition : Soit A et B deux catégories abéliennes ; dans A°B , les

infrafaisceaux (faisceaux) de la topologic épique de A sont lcs

préfaisceaux qui transforment les &pimorphismes en monomorphismes

(les conoyaux en noyaux).

La premicdre assertion &¢tant triviale, démontroms la seconde.

3i P est un préfaisceau exact & gauche, il transforme tout conoyau
R 2 A~ LA"en un noyeu P(A') + P(A) 2 P(R) ; or, d'aprés ce gui précéde, c'est
ce qui se passe lorsque R J A est la relation d'équivalence d'un épinorphisme
A+ A' ; ainsi, P est un faisceau pour la topologie épique de A .

Réciproquement, si F est un fauisceau pour cette topologie, considérons
une suite exacte 0 + A" + A > A' + 0 et la relation d'équivalence u,v : R J A
de A » A' alors, on sait que A" + A se factorise suivant A" + R Y Ao

A" > R est le noyau de v ce gqui donne une suite exacte et fissible
Gl

0+ A" *R S_A >0 ; corme F est additif, il s'ensuit dens B, un diagremme :

F(A'") ——————= F(A)
| !
i |
|
!
¢ ¢
0 - s FA) T =2 FR) T FA") Y

dont le carré représente le noyau de F(A) 3 F(R) ; comme les rorphismes de cette
peire possédent une rétraction cormmune, ce cerrg représente aussi un produit
fibré et, par conséquent, la suite 0 = F(A')> F(A) » F(AY) ecst exacte.

(2.2) Soit € une catdgorie pré-additive et U un objet de C ; tout sous—objet

de U dans C°Ab sera sppelé un idéal sur U ; 1'immersion canonique de C dens
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C°Ab permet d'expliciter cette définition dens C : ey effet, un idéal sur U
consiste en la donnée, pour tout objet V de C , d'un groupe de morphismes
de V dans U de telle sorte que ces groupes soient compatibles avec les
morphismes V' - V de C ce qui, en clair, signifie qu'un idéal sur U est une

classe T de morphismes de but U qui satisfait aux conditions suivantes :

(i.1) Pour tout morphisme V + U de T et tout morphisme V' + V de C , le mor=-
phisme composé V' + V » U appartient 4 T .

(i.2) Pour tout paire v,v' : V 3 U de morphismes de I' , v+v' appartient &

r .

Il est clair que toute intersection d'idéaux sur U est un idéal sur U
ce qui permet de parler de 1'idéal sur U engendré par une famille (Ui + U)
de morphismes de C : cet idal est constitué par les morphismes V -+ U qui se
décorposent cn une somme de morphismes de la forme V - Ui »+ U.

D'aprés Yoneda et (1.3.3), on peut écrire (abusivement) pour tout idéal
I sur U :

I =1imV (C°Ab)
Vel
i.e, le préfaisceau I' est limite 8 droite du foncteur source de la ceatégorie
(T) dont les objets sont les morphismes V - U de T et les morphismes sont
les morphismes V' -+ V competibles avec ces objets.

Par changement de base u : U' + U, on passe d'un idéal I sur U & un
idéal ul(r) sur U ; explicitement, cet idéal est constitué par les morphismes
V' > U' tels que V' > U' + U appartienne & T .,

Hous appellerons pré-site €sur C la donnée, pour tout objet U de C ,
d'une classe non vide E(U) d'idéaux sur U sous les conditions suivantes :

(s.1) Chaque €(U) contient les idéaux sur U plus grands qu'un idéal de

eUu)
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(s.2) Ies #(U) sont stables par changement de base.

Explicitement, cette dernieére condition signifie que, pour tout morphisme
u: U' >U de C et pour tout idéal T de {A(U), 1'idéal ul(r) appartient a
e(ur).

Remarquens que (s.1) entraine gque toute ®€(U) contient 1'idéal trivial sur
U (i.e, tous les morphismes de but U sont dans cet idéal).

Un pré-site sera d'autant plus fin qu'il comportera plus d'idéaux.

Etant donné un pré=-site & sur C, on dit qu'un monomorphisme P'+ P de
C°Ab est couvrant si, par changement de base su-dessus des objets de C, il
donne des iddaux de € ; il est clair qu'un idéal TI' + U est couvrant si, et
seulement si, il appartient.?(U).

Dans C°Ab , la classe des monomorphismes couvrants pour €est stable
par changement de base, de plus :

a/ Tout isomorphisme est couvrant.

b/ Deux monomorphismes composables sont couvrants dés que leurs composé
1'est.

On dit qu'un pré-site ¥ sur une catégorie pré-additive C est un site si
les monomorphismes couwants de € sont stables par compositiom ; cette
condition se traduit aisément dans C suivant :

(s.3) Pour tout objet U de C et tout idéal T de B(U), un idgal T' sur U,
plus petit que T, appartient & €(U) d8s que, pour tout morphisme V + U de T
1'idéal sur V, obtenu & partir de I'' par changement de base, appartient &
g(v).

Exemples :
1/ Le site grossier dont les idéaux couvrents sont trivieux ; le site

discret ol tout idéal est couvrant.
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2/ 11 est aisé de voir que les idéaux engendrds par les recouvrements
d'une topologie et les idéaux plus grands forment un site ; & la topologie
grossidre (discrdte) correspond le site grossier (discret).

Des axiomes de sites, i1l résulte immédiatement que :

(2.2.1) Proposition : Pour tout site ®sur C et tout objet P de C°Ab , 1'ordre

¢ (P) des sous-objets couvrants de P est un filtre.

8i @ est le site d'une topologie sur C, la classe B(U) des idéaux en=
gendrés par les recouvrements d'un objet U est une base du filtre ®(U) et le
systéme des $(U) est stable par les changements de base U'+ U. De fagon géné-
rale, nous dirons, pour un site ¥, qu'un tel systéme B de bases A(U) est une
base de ¥.

Par rapport & un site € sur C, on dit qu'un morphisme P' + P de C°Ab
est couvrant si son image est un sous-objet couvrant de P ; un tel morphisme
sera bicouvrant si, de plus, le noyau de sa relation d'équivalence est cou-
vrant. On remarquera que, pour tout diagrarme comrutatif P" J P' + P ol
P' + P est bicouvrant, le noysu de P"J P' est couvrant ; réciproquement, si,
pour tout diagramme commutatif U : P' + P, tel que U soit un objet de C et
P' + P un morphisme couvrant, le noysu de U J P' est couvrant alors, P' + P

est bicouvrant.

Exemples : tout épimorphisme est couvrant ; tout monomorphisme eouvrant est

bicouvrent.
(2.2.2) Proposition : Pour un site € sur C, les morphismes couvrants (bicou-
I vrants) de C°Ab sont stables, par changement de base. (vérification
de routine).
Remarque : Pour qu'un morphisme P' * P soit couvrant, il suffit que, pour

tout morphisme U + P au-dessous d'un objet de C, on puisse trouver une inser-

- L +U+ )
tion commutative Q > prs P od @ + U est couvrant,.
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(2.2.3) Proposition : Les morphismes couvrants (bicouvranta) sont stables
! par composition.

La seconde assertion résulte aisément de la premiére qu'on démontre en
se limitent & un monomorphisme couvrant P' + P et & un épimorphisme P + P"
sans perte de généralité : soit U + P" un objet de C au-dessus de P" ; on
sait alors que P(U) » P"(U) est surjective, i.e, d'aprés Yoneda, que
hom(U,P) + hom(U,P") est surjective, i.e, U -+ P" se factorise & travers P ;
de la sorte, en composant le produit fibré T : g, : P avec P + P", on obtient
une insertion commutative répondant aux conditions de la remerque précédente,
ce qui fait que P' -+ P + P" est couvrant.
Corollaire 1 : Si, dans un diegramme commutatif Q' * Q * P de C°Ab, les mor-

————
5 phismes Q'+ P et Q » P sont bicouvrants alors, Q'+ Q l'est aussi.
i

(Vérification diagrammatique).

Corollaire 2 : La catégorie ?%Iﬂ des objets de C°Ab bicouvrant un préfaisceau

P pour un site ¥ est & 2-produits et noyaux.
(La catégorie duale est donec une bonne catégorie).
(2.3) Relativement & un site % sur C, on dit qu'un objet P de C°Ab est un

infraefaisceau (faisceau) si, pour tout objet U de C et tout idéal couvrant

r + U, 1'application
hom(U,P) + hom(Tl,P)

est injective (bijective).

Explicitement cette application se présente sous la forme
P(U) » 1im P(V)
Vel
On remarquera que tout produit de faisceaux (infrafaisceaux) est un

faisceau (infrafaisceau), que tout sous-objet d'un infrafaisceau est un

infrafaisceau et que tout noyau de faisceaux est un faisceau ; einsi, la
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”»

- . ] . - .
sous-catégorie pleine de C°Ab, consiitude par les faisceaux d'un site est

cormléte & gauche.

On remarquera aussi que, pour une suite exacte O > P' + P +P" » C de
préfoisceaux.

o/ P est un faisceau (infrafaisceau) dés que P' et P" sont des faisceaux
(infrafaisceaux).

b/ Si P est un infrafaisceau et P' un feisceau, P" est un infrafaisceau.

(Pour cele, on eppliquera le lemme des 4 au diagramme défini par celte
suite exacte et un idéal T =+ U).

Si, pour tout objet U, B(U) est une base du filtre €(U), il est clair que
P est un infrafaiscecu dds que, pour les idéaux I' + U de 3(U), les applica-
tions hom(U,P) + hom(IP) sont injectives ; pour les faisceaux, cn a un résul=-

tat analogue si l'on précise B, & savoir

(2.3.1) Propesition : Si Tyest une base du site &, un préfaisceau P est un
|
i faisceau pour ¥ d8s que les applications F(U) -+ hom(T,?), d&finies
!
i

par les idéaux T U de B, sont bijectives.

En effet, tout idbel I'' de ¥[U) contient un idéal T de B(U) et, pour les

prodults fibrés :

>V >

A r' , VeC

> T =+

on a, d'eprds (1.3.3) et l'universalité des limites & droite de C°Ab :

I+ T'=1im (A > V)

Vel'!
d'ol hom(r',P) » hom(T,P) = 1jm . hom(V,P) + hem(4,P)
Vel?
Mais, comme les diagrammes composés :
ATV sy
> T >

représentent des produits fibrés, les composzntes de cette lirite scnt bijec-

tives.
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Corollzire : Soit T une topologie sur C et & le site qu'elle ééfinit ; elors,
. un objet P de C°Ab est un infrafaisceau (faisceau) pour T si, et
% seulement si, c'est un infrafaisceau (faiscesu) pour %.

Ea effet, d'aprés ce qui précede, F est un ¥-~faisceau si, et seulencnt
si, les idéaux T engendrés par les recouvrements U, > U dconent r(u) 3f$i?P(V)
et, pour prouver que cette limite & gauchc est bien le noyau de
gP(Ua) g aHBP(Uas)’ il suffit de s'appuyer sur le résultet général suivant :

*
Lerme : Etant donnée, dans une catégorie 1 , une femille cofirale dfobjets

cxistent, on ne change nas

| (ia) telle que tous les produits iQXiB

| . .
| la limite & geuche d'un préfaisceau P, défini sur T , en "réduisant"
g

|

les morphismes de T aux composantes de ces rroduits iax iB

(Pour cela, on verra que toute valeur au-dessus des P(ia) -> P(iQXiB) + P(is)

peut &8tre placée canoniquement au-dessus de P).

(2.3.2) Propesition : Si F est un infrafaisceau (fazisceeu) pow vn site &
r

sur C, pow tout morphisme couvrant (bicouvrent) P + @, l'epplica~

i tion hom(Q,F) - hon(P,F) est injective (tijective).

En effet, si P + Q est monicue, hom(Q,F) - hem(P,F) est, d'aprés (2.3.1)
une limite & gouche d'injections (bijections) ce qui entraine la seconde
assertion dans ce cas et la premiére en général,

Pour avoir la seconde assertion en général, il suffire de supposer
P + Q épique ; dans ce cas, P + Q est le conoyasu de sa reclation d'équivalence
R 3 P (cette propriété est &vidente pour les groupes donc pour les préfais-
ceaux) et, per conséquent, hom(Q,F) + hon(P,F) _ hem(R,F) est un noysu ;

comme le noyeu S + R de R , P est couvrent, il s'ensuit que hom(R,F) + hom(S,F)

est bijective, i.e, les deux morphismes hom(P,F) : hon(R,F) sont égeux et
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qu'ainsi, hom(Q,F) - hom(P,F) est bijective.
3. Beaux sites.:
(3.1) Nous dirons gu'un site @ sur une catégorie pré-additive C est beau si :

(b.1) I1 existe une base RBde ¥ telle que, pour tout ovjet U de C et
tout idéal T de A(U), les classes hor(l,P) , PeC°Ab , sont des enserbles.

(b.2) Chaque base B(U) possdde une base B'(U) qui est un ercemble.
Exemples :

1/ Sur une petite catégorie, tout site est beau.

2/ Le site d'une topologie satisfait & la condition (b.1l) parce que,
pour 1'idéal T engendré par un recouvrement U, ,+U,ons (2.3.1 ; cor) :

hom({r,P) = ker.gP(Ua) ;e g P(Uus)

En général, on n'est pas assuré de (b.2), cependart :

3/ Si les épimorphismes de C sont universels (i.e stables par chengement
de base) et si C possdde un générateur (gros générateur) G dont toutes les
sommes IC (les sormes finies) sont définies alors, le site de la tonologie
épique de C est beau : en effet, soit V + U un &pinmorphisme ; de tcute peire
U 2 U' de morphismes distincts on d8duit, par composition, une paire V 3 U'
de morphismes distincts ; il existe a2lors un norphisme G + V qui, par compo=
sition, dcnne une paire G : U' de morphismes distincts ce qui signifie qu'on
a un ensemble (fini) I, de morphismes de G dans U factorisés par V - U, tel
que %G + U scit épique ; ainsi, tout idéal engendré par un &pinorphisme de
bit U contient 1'idéal engendré par un épimorphisme £3 + U ol I est une
partie (finie) de hom(G,U). '

(3.2) Nous allons veir maintenant comment, sur un beau site, on peut associer

& tout préfaisceau P un feisceau "universel".
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En général, l'expression 1linm +hom(r,P) (i.e, la lirnite & droite du
r e &(U)
"fonetenr" obtenn en composant ham(.,P) avee le foncteur source de #(U) dans

C ) n'a pas de sens ; mais, si le site est beau, les classes hon(T,P) sont
des ensembles lorsque T déerit une (belle) base B de € et, pour une (petite)

base 3'(U) de B(U), 1lim .hom(T,P) est alors définie, ce qui permet, vue la
rep'(U) .
bonne catégerie #(U)°, de définir 1im « hom(r,P) = P (U).
I'e B3(U)

' ' U'n PP .
Le changement de base r—X— T ~— U , défini par un morphisme u de c

x Y
« . . . + + . e saz .
donne, & la limite, un morphisme P {(U) + P (U') qui, par transitivité, fait
de PF wn préfaiscean et, en désignant par ¢ le norphisme composé

hon(T,P) + P (U) % hom(U,P¥), on & alors le diagremme commtatif.

.. ¢ +
hom ( T, P) Y » hom(U,P )

|
L.,

hom ([*,P)-—uY hom(U',P+)

c'est-d-dire que :

(1) qu,(f.x) = @Y(f).u , £ :T +P

Par ailleurs, on peut supposer que 1'idéel 1 : U + U appartient & B(U)
ce qui donne une application additive

i
P(u) —4 PH(V)
naturelle en U d'ou :
Iy + hom(U, M) +
P(U) ——— P (U) = hom(U,P) — > hon(U,P ') = &,

¢'est-d-dire que :

(2) M.g = ¢,(g) . g : U~

td

Avec ceci, on & le :
Lemme : Pour tout idéal vy : T -+ U de ® et tout morphisme f :T' > P, le

diagramme de préfaisceaux
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p 0L 5
fT 1 o ()
t AN

est commutatif.
A cet effet, considérons les éléments u : V » U de I'; ils se factorisent

dans C°Ab suivant VEr ¥ U et :
V s v
5 |

est éviderment un produit fibré ; les formules (2) et (1) donnent elors :
nf.x = ¢;(f.x) = @Y(f).u = ¢Y(f).y.x

et, come I = 1in V , il s'ensuit que I.f = @Y(f).y

(3.2.1) Proposition : Avec les notations précédentes :
a/ 1 est bicouvrant ;
b/ P’ est un infrafaiscesu ;
¢/ Si P est un infrafaisceau, N1 est monique et Pt est un faiscesu ;
d/ Si P est un faisceau, Il est irversible.

Tout d'ebord, on sait que la limite inductive P+(U) = hcm(U,P+) est la
réunion des images de ses composantes, 1.2, tout morphisme U -+ P’ est de la
forme Qy(f) oy :T +>Uest un idéal de D et f un morphisme de I dans P 3
le lemme qui précdde montre alors que Il est couvrant. Si f,g : U 3 P cst
telle que II.f = M.g , i.e, &(f) = ¢;(g), on sait qu'il cxiste alors un idéal

y : T >Ude ®tel que f.y= g.vy ,i.e, II est bicouvrant.

+ . . s
Avant de montrer que P est un infrafaisceau, remarqucns que le dicgramme
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P
A
v ] ! Pyt
’ i
r—Y .y

se "meintient" lorsqu'on diminue T dans B(U), i.e, powr y' : T' »U =T"' - riv
on & QY(u) = ¢Y. (u.i) ; ceci ai%t, soit y : ' + U un idéal de B et f,g : U pt
une paire telle que f.y = g.y 3 il existe alors un idéal y' : I'' +U de B,

plus petit que T et une paire u,v : I'' + P tels que f = ¢Y,(u) s B = QY.(V)

et N.u = N.v mais, I étant bicouvrant, on peut trouver un égaliseur i : " » '
de (u,v) tel que y" = y'.i soit un idéal deB(U) d'ocld £ = 4>Y"(u.i) = <1>Y..(v.i) =g
ce qui prouve que Pt est un infrafaisceau.

Si P est un infrafaisceau, les composantes I .. sont injectives en tant

U
que limites inductives d'injections et, par conséquent, N est monique dens

can . .y . +
C°Ab. Considérons maintenant un idéal y : ' + U de B et un morphisme u :T' + P

I étant un monomorphisme couvrant, on peut insérer ces morphismes dans un

diagramme commutatif : )
Y

M ———-%?? ———u

| u
Lol

od Y' = v.1 est un idéal de B et, d'aprés le lemme précédent, il existe alors

un morphisme v : U + P’ tel que v.Y.i = u.i ; corme P’ est un infrafaisceau,
il s'ensuit que v.y = u , i.e, hom(U,P+) -+ hom( I,P) est surjective ce qui,
d'aprés (2.3.1), assure que P' est un faisceau.

Quant & 1l'assertion 4/ elle est évidente (la limite inductive d'un fonec-
teur constant est &gale & la valeur de ce foncteur).

. ++ el . .
Corollaire 1 : P+ P est un objet initial de la catégorie des ¥-faisceaux
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| au-dessous du préfaisceau P.

Corollaire 2 : L'inclusion dans C°Ab de la sous—catédgorie pleine des ¥.-.faisceaux

1 . -
i admet un adjoint & gauche exact.

(L'exactitude & gauche du fcncteur faisceau associé : a : P =+ " résulte
de se construction par limites inductives).
(3.2.2) Théordme : Soit € un beau site sur unc catégoric pré-additive C ;
- .
l alcrs, la catégorie C? des @=-faisceaux de groupes est abllienne et
On sait déjd que c'est une sous-catdgorie complcte a geuche de C°Ab
l'adjonction a 3 P » P en fait une catégorie compléte & droite : en cffet,
toute famille de faisceaux Fi de sorme P dans C°Ab est de sorme a(P) dans
C? et, si F'= F + P > O est une suite exacte de C°Ab oll F' et F sont des
faisceaux alors, la suite F' + F + q(P) = PT > 0 est exacte dans Ce.
De plus :
(3.2.3) Proposition : Dans C°Ab , les catégories de faisceaux sont stables

par enveloppes injectives.

Compte tenu du fait évident qu'un infrafaisceau injectif est un faisceau,

il suffira de montrer que :

Lerme : Toute extension essentielle d'un infrafaisceau est un infrafaisceau.

En effet, si F + P est une telle extension, pour tout idéal couvrant
I + U et tout morphisme U + P de composé nul on a, avec le produit fibré

> U ~» R .
- ; , P un morphisme nul T > T' -+ F ; corme I' + ' est un monororphisme

I"
couvrant et F un infrafaisceau, il s'ensuit (2.3.2) que M - F =0 ce qui,
du fait que F + P est essentiel, donne U » P = 0,

Corollaire : Soit C une petite catégorie pré-additive et & un beau site sur

C ; alors la catégoric abélienne des @-faisceaux de groupes est &
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; enveloppes injectives.

Car (lemme de Kan, corollaire 4) C°Ab est & enveloppes injectives et les
sous-catégories de faisceaux sont exactes & gauche.

Voici une autre conséquence intéressante de (3.2.1) :
(3.2.4) Proposition : Pour un besu site ¥ sur une catégorie pré-additive C et
un morphisme P + Q de C°Ab , les essertions suivantes sont équiva-
lentes :

a/ P + Q est bicouvrant pour € ;

b/ Pour tout ¥ -faisceau F, 1l'epplication hom(Q,F) + hon(P,F)
est bijective ;

++ ++ . . .
e/ P +Q est un iscmorphisme de €-faisceau.

On sait d8jd (2.3.2) que a/ implique b/ qui donne ¢/ par adjonction ;
enfin ¢/ entraine a/ compte tenu du fait que les morphismes d'adjonction
P+P ' et Q+Q " sont bicouvrant (2.2.3 ; cor. 1).

Corollaire : Un beau site est déterminé par ses faisceaux.

4, Faisceaux images :

(4,1) Revenons & 1'adjonction (1.3.3 ; cor.) définie par un foncteur additif
§ : C > D de catégories pré-additives entre les "catégories" C°Ab et D°Ab :
1'adjoint & droite £ : D°Ab + C°Ab est défini par 6*(Q) = hom({.,Q) et
1'adjoint & gauche _ {: C°Ab > D°Ab par _{(P) = 1imf.4, ol 4, est le foncteur

source de CP dans C, alors :

(4.151) Lemme : Si § est pleinement fiddle, 8 1'est aussi.

En effet, comme ,{ commte aux limites & droite et 5”'aussi (ce qui est
.o . . . » . . .
évident), le morphisme d'adjonction 1 + § .*6 , qui est inversible sur C,

reste inversible dans C°Ab.
C.Q.F.D.
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L
D'autre part, %5.5 (V) est, pour chaque objet V de D , la limite & droite

des cbjets de C placés par { eu-dessus de V et, per conséquent, dans D°4b
* *
1'image de la composante _4.§ (V) = V du morphisme d'adjonction*j 4+ 1lest

le sup. des imnges des morphismes {{U) -+ V, i.e, c'est 1'idéel sur V enrendré

par les morphismes 4(U) + V.

Pour un site D sur D, nous dirons que le foncteur 4 est 2ominont si
toutes les composantes *5.5”?v) + V sont couvrantes pour 20 ; il en résulte
®
alors que, pour tout objet Q de D°Ab, L8 (Q) + Q est couvrant., Si § est

pleinement £id3le, ces morphismes sont tous bicouvrants : il est aisé de

voir, en effet, que, compte tenu de la pleine fidelité de *é, le morphisme
couvrant *6.6*kQ') + Q' est un égaliserr de toute paire Q' *5.5’2Q) égalisée
par *5.6*(Q) + Q.

Nous dirons qu'un objet U de C domine un site & sur C si la sous-catégorie
pleine end(U) domine @ .
Exermle : Soit C une catégorie abZiienne ; pour qu'un objet U de C domine la

topologie épique de C, il faut et il suffit que U soit un gros génfrateur de

C : en effet, 1'idéal T sur un objet V engendré par les morphismes de U dens
V est constitué per les morphismes W + V qui se factorisent suivant
W ++§U +V ol J est wne partie finie de I = hom(U,V) ; or I est couvrant pour
la topologie si, et seulement si, il contient un épimorphisme, ce qui revient
d dire qu'il existe un épimorphisme §U + V.

Ceci se présente notamment pour une petite catégorie C possédant un

générateur sommable G, car, en prenant pour I la rfunion des enserbles

hom(G,U), U e C, chaque objet U apparait comme un quotient de %G.
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f4,2) Relativement & deux sites (C,%) et (D,D), on dit qu'un foncteur

§ :C » D est continu si, pour tout faisceau G de D, £7(G) = hom(4.,G) est un
faisceau de .

(b.2.2) Proposition : Soit 4§ : C + D un foncteur additif et D un site sur U

alors, parmi les sites sur € qui rendent 4 continu, il en existe un

un plus fin (Noté {(D)).
. )
Pour un tel site ©, il est nfcessaire que toutes les images § (G) de
faisceaux de ® soient des faiscesux ; la proposition résultera alcrs du :

(4,2.1) Lemme : Scit P une classe d'cbjets de C°Ab ; les idéaux ' » U, UeC ,

>V >

tels que, pour tout changement de base : A -

U dans C , les

applications hom(V,P) + hom(A,P) , P£P , soient bijectives, sont

les idfeux couvrents d'un site & ; ce site est le_plus fin de ceux

pour lesquels les préfaisceaux de P soient des faisceaux,

La seconde assertion résulte de la premiére.
Tout d'abord, la condition imposée est faite pour assurer l'axiome (1.2).
Pour prouver (s.l) considérons un idéal I'' -+ U plus grand qu'un idéal T' + U

de ¥(U) ; soit V + U un morphisme de C et :

A A'
|

- —
o
Q e—

- I -

le changement de base qu'il donne ; avec les changements de base ¢ : X': At

définis par les éléments W + V de A', on sait que :
A+ A= 1lim (¢ + W)

. Wed!
d'ol, pour P ¢ P :

hom(A',P) + hom(A,P) = lin . hom(W,P) + hem{¢,P)
WeaA'
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> W >

mais, comme & | T -+

U est un produit fibré, il s'ensuit-que cette limite &
gauche est une bijection et, par suite, hom(V,P) + hom(A',P) est bijective,
i.e, T' ¢ €(U).

Considérons meintenant un idéal T' + U de %¥et un idéal plus petit I''+ U

satisfaisant aux hypothéses de (s.3) ; soit :

A" et B ey V
]

N *
Y mieieep I e U

le changement de base défini par un morphisme V - U de C j pour W+ Ue¢a ,
> W >

le changement de base &' R
> Al

U donne, par corposition, un changement de
base :

~

AN

.

>,

4,! —— ,.._.‘,”
|
|

|

T A:R

et, corme par hypothése ¢' + We €(W) , on a & la limite :
hem(A,P) 3 hom(A',P) , PeP
ce qui fait que hom(V,P) + hom(A',F) est bijective, i.e, I'' € €(U)
c.Q.F.D.
Lorsque P est la classe des préfaisceaux représentebles (i.e, les objets
de C°Ab isomorphes & ceux de C), le site défini par le lemme s'appelle le

site canonigue ; en fait, lorsque C est & 2-produits fibrés, son site canoni-

que est celui d'une topologie : les recouvrements Ua + U de la topologie

canonique sont les familles &piques strictes universelles de C, i.e, les

farilles telles que, pour tous objets V et W de C, les diogrammes :
hom(V,W) » i hom(Va,W) - < aI,[B hom(VaB,W)

défrinis par les produits fibrés :
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>V =»
GB"Va'*
8

v -

représentent des noyaux.

Voieci une précision apportée & (L4.2.2).

(4.2.3) Proposition : Si un fonecteur pleinement fiddle § : C+ D dorine un

beau site D alors, un iddal de C est couvrant pour (D) si, et

seulement si, son image par { est bicouvrante pomr D.
*

En effet, si I' » U est un idéal couvrant de {(o) on a, pour tout faisceau
G de D: hom(U,ﬂ*(G)) ¥ hom(r,é*(G)) d'cili, par adjonction,
hor( 4(U),G) = hom( 4{r),G) de sorte que, d'aprds (3.2.L), *5(r) + 4(U) est
bicouvrant pour D.

Réciproquement, considérons un idéal I' + U de C tel que *5(1‘) + 4(U) soit
bicouvrant pour D ; compte tenu de la pleine fidelité de *6 et de la préser-

vation des limites par 5*, on déduit des produits fibrés

2’ g‘;g §0)

, VeC,

les produits fibrés

+V->
+I‘+

§7()
et, comme *5.6*(Q) + Q + §(V) est bicouvrant, l'application
hom(V,ﬁ*(G)) + hom( 5*(Q),5*(G)), qui, par adjonction, s'identifie &
hon( §(V),G) » hom(*ﬂ.é*(o,) ,G), est alors une bijection pour tout faisceau G
de D,
(4.2.14) Corollaire : Un morphisme de C°Ab est bicouvrant pour 4(D) si, et
i seulement si, son image par *5 est bicouvrante pour P,

Par ad pnction, on voit comme précédemment que les morphismes bicouvrants

sont préservés par ,f.

Réciproquement, considérons un morphisme P -+ P' tel que *5(13) + *6(1")
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soit bicouvrant ; tout d'abord, si P' = U e C, la décomposition triangulaire
*5(P) + Q + §(U) dans D°Ab induit dans C°Ab la ddcomposition triangulaire
P -+ 6xtQ) +>U (*5 est pleinement fiddle et 6.ﬁest exact) et, comme 1'idéal
A*KQ) -+ U devient le morphisme bicouvrant.*g.é*?Q) + Q + §(U), il résulte
de (4.2.3) que P + U est couvrant ; un petit raisonnement par changement
de base, snalogue & celui de (4.2.3) permet de montrer alors que, pour P'
quelconque, P + P' est couvrant.

Enfin, pour toute paire U J P égalisée par P + P', le noyau & -+ §(U) 3 §(P)
est un idéal couvrant de sorte que 6*YA) + U est un &galiseur couvrant de

U P,
C.Q.F.D.

. ) . ++
Désignons par a le foncteur faisceau associé Q - Q@ dans £ ; avec tout

ceci, on a le lemme de réduction de Giraud -

Théordrme : Soit D un beau site sur une catégorie prés+additive 0, C une sous=~

catégorie pleine et dominante de D ; alors, 1l'inclusion § : C + D

!
|
.. » P
! @éfinit, au moyen des foncteurs §{ et a.*é une équivalence entre la

catégorie des faisceaux de Det celle des faisceaux de £(D).

Tout d'abord, le morphisme bicouvrant *5.6*KG) + G devient, pour tout
faisceau G de D, l'isomorphisme a.*5.5*(G) + a(G) = G (3.2.4).

I1 s'agit donc de montrer que, pour tout faisceau F de {(D), F » ﬂk.a.*ﬂ(F)
est inversible, i.e, pour tout objet U de C , l'application
hom(U,F) -+ hon(4§(U), a. f(F)) est bijective ; cette application s'obtient en
associant & tout U + F le morphisme compesé §(U) + _{(F) » a.*g(F).

Si deux morphismes U 7 F donnent le méme composé, il existe, *5(F) -+ a.*ﬁ(F)
étant bicouvrant, un &zaliseur bicouvrant Q - §(U) 3 *ﬁ(F) d'ou 1'égaliseur
bicouvrant 6*kQ) +UZJF et, comme F est un faisceau, il s'ensuit que les

deux morphismes U 2 F sont égaux.
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Considérons meintenant un morphisme §(U) + a. 4(F) ; le changement de
base : .
-+ 6(F) ->
Q. *6(U) L % 4(F)

* ]
donnant un morphisme bicouvrant Q + §(U), le morphisme § (Q) + U est bicouvrant
et, par conséquent,é*iQ) + F se factorise par lui ; on ottient alors un
morphisme U + F tel que :

® *
*6-6 (Q) » 4(u) » *ﬁ(F) + a.*ﬁ(F) = . f.4 (Q) » 4(U) a-*ﬁ(F)
”
mais, puisque a.*ﬂ(F) est un faisceau et que *6.5 (o) + 4(U) est bicouvrant,
il s'ensuit que :
§0) > 4(F) > @ §(F) = §(U) » a., 4(F)
ce qui termine la démonstraticn.

5. Applicaticns :

(5.1) 8i C est une petite catégorie abélienne, on sait, d'aprés le lemme de

Kan, que la catégorie C°Ab est abélienne, corpléte et & enveloppes injectives j

~s
d'autre part (que C soit petite ou grande) la sous-catégorie pleine C de

C°Ab , constitude par les préfaisceaux exacts & gauche, est la catégorie

des faisceaux de la topologie épique de C de sorte que, au moyen du foncteur
faisceau associé, qui est exact, € nérite des rropriétés de C°Ab (3,2 5 2 et 3) 3
de plus :

(5.1.1) Lemme : Toute catégorie abélienne C est &quivalente & une sous=-caté

gorie pleine et exacte de El.
Car si 0 > U' + U » U" » 0 est une suite exacte de C, la suite

0+ U' + U + U" reste exacte dans C°Ab donc dans E’, sous=-cstégorie exncte &
gauche ; pour montrer que U -+ U" est &pique dans 6’, il s'agit de s'assurer

que hom(U",F) + hom(U,F) = F(U") » F(U) est injective pour tout objet F de

~/
C , ce qui est clair.


http://fi.fi

. Faisceaux ndditifs ... 36

Avec tout ceci, on a le :
Thiordme (Freyd) : Toute petite catégorie abélicnne est &quivalente & une

. . - Al
sous-catégorie pleine et exacte d'une catégorie ab@ienne cormléte

-

& générateur projectif,

Pour avoir la forme duale de ce résultat, il suffit de se rappeler que
C est compldte, qu'elle possdde assez d'injectifs ctque le faisceau, associé
au générateur U, UeC, de C°Ab , est un généreteur G de Eﬂ; dans ces condi-
tions, si P est le produit des quotients de G, toute extension injective S
de P est un séparatecur de C:en effet, si G + I + A est la décomposition
triangulaire d'un morphisme non nul, en composant P + S evec une section
I + P de la projection P + I, on obtient un monomorphisme I -+ S qui se reléve
suivant A +S et G +A >S5S =G + I + S n'est pas nul ; corme G est un gtné-
rateur, c¢'est terminé.

Supposons maintenant que C soit une (grande) catégorie abélicnne avec

un gros générateur G ; on se rappelle gqu'alors la topoleogie Epique de C est

belle et que G domine le site de cette topologie (exerples de 3.1 et L.1) ;

en appliquent alors le lerme de réduction, on a j;a :

(5.1.2) Proposition : Si une catZgoric abflienne C poss@de un gros sénérateur

-~

G, le foncteur hom(G,.) est une équivalence de la catégorie C sur

une sous-catégorie pleine de la catégorie des modules & droite

sur end(G) 3 1'inclusion de cette sous-catégorie de modules admet

un adjoint & gauche exact.

Corollaire (Mitchell).

Toute petite sous-catégorie B , pleine et exacte, d'une catégorie

!
|
| ab&lienne A, compldte 3 gfndretcur projectif G, est &quivalente
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& une sous-catégorie pleine et exacte d'une catégorie de modules.

Pour cela, considérons la sous-catégoric pleine et exacte C de A engen-

drée par B et G' = IG oll I est la réunion des enserbles hor(G,U), Ue&B ; il
I

est clair que G' est un gros générateur projectif de C et il suffit alors
d'appliquer (5.1.2) pour avoir, & fortiori, le lerme de Mitchell.
Corollaire (Mitchell-Freyd).

|

Toute petite catégorie abélienne est &quivalente & une sous-catégorie

! pleine et exacte d'une catégorie de modules.
H

(5.2) Rappelons qu'une famille de norphismes Ua + U d'une catégorie C est
épique si, pour tout objet V de C , l'application
hom(U,V) &mom(Ua,V)

est injective ; lorsque la famille Ua est sommable, ceci rcvient d dire
que U, +U est épique.

Si C possdde des 2-produits fibrés, on dit que la famille Ua + U est
épique stricte si les diagrammes :

hon(U,V) ~» ghom(ua,v) T aI,IBhom(UuB,V)

définis par les produits fibrés UaB : g“ : U, représentent des ncyaux ;
lorsque C est corpléte & droite, ceci rgvient & dire que la suite :
aEéUaB 330,70
représente un conoyau.

Gréce & la construction conmuedu produit fibré, il est aisé de montrer,
pour une catégorie abélienne C compléte & droite, 1l'équivalence des assertioms

suivantes :

a/ Toute famille &pique est stricte ;

b/ Les sormes sont exactes (i.e, toute sorme directe de monomorphismes

est monique).
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Rappelons sussi qu'une famille &pique (stricte) est universelle si les
familles qui s'en déduisent par changement de base sont &piques (strictes).
Pour une catégorie abélienne C compléte & droite, les assertions suivantes
sont équivalentes :

a'/ Toute famille épique est stricte universelle ;

'/ Les sources sont universelles ;

¢'/ Pour tout morphisme u : U + V et toute famille filtrante crcissante
Vade sous=-objets de V, on a :
! n!
= '4
u (supVa) sup u (\a) >
d'/ Pour tout sous-objet U de V et toute famille filtrante croissante
Va de sous-objets de V, on a :
Ui(sup Va) = sup (U1Va)
(Axiome de Grothendieck).
Ceci dit, on a le résultat suivant :

(5.2.1) Proposition : Si C est une petite catégorie ebflienne & scrmes univer-

selles alors, pour la topologie canonique, tout faisceau additif

de groupes est représentables.,

En effet, la topologie canonique étant plus fine que la topclogie épique,
un tel faiscesu F est exact & gauche ; de plus, les corposantes Ua -+ ZUOL d'une
somme formant une famille épique , i.e, un recouvrement de la topologie cano-

nique, on & la suite exacte :

_> —
F(éUa) > gF(UQ) -+ GIIBF(UGB) - 0

ie W) ¥1R(U) ;
or, le critére d'adjonction de Freyd (T1], p. 124) assure qu'un préfaisceau
additif de groupes, défini sur une petite catégorie compléte & droite, est

représentable dés qu'il transforme les sommes en produits et les concyeux en

noyaux, ce qui est le cas de F.
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Corollaire 1 : Une petite catégorie abélienne C & sommes universelles est

corpldte, & enveloppes injectives, et ses limites inductives sont

exactes.
Car le foncteur faisceau associé lui fait hériter des propriétés de C°Ab .

Corollaire 2 : Dans toute catégorie ab&lienne C & scrmes universelles, les

‘ limites inductives sont exactes.

Soit (Ua > V‘) un petit systéme inductif de monomorphismes de C de limite

[u)d

a droite U + V , considérons la sous-catégorie A , exacte et compléte

droite de C, engendrée par les morphismes U, > UB A VB » Uy UB ; cette
catégorie s'obtient en prenant les analyses de ces morphismes et toutes les
sommes directes de ces morphismes puis en itérant ce procédé ; de la sorte,
A est une petite catégorie et U + V, qui d'apr@s le corollaire 1 est un
monomerphisme de A, reste monique dans C.

Lorsque C n'est plus forcément petite, le crit@re d'adjonction de Freyd

nous assure cependant que

(5.2.1') Proposition : Si C est une catégorie abélienne & sormes universelles

Pl

et & générateur G alors, pour la topologie canonique de C tout

faisceau additif de groupes est représentable.

Dans ces ccnditions, on s'assurera aussi que :

1/ la topologie canonique de C est belle

2/ G domine le site cancnique de C .

Par conséquent, grice au lemme de réduction, on a le :

(5.2.2) Théoréme (Petresco-Gabriel).: 5i une catégorie abélienne C, & sommes

universelles, posséde un générateur G, le foncteur hom(G,.) est une

équivalence de C sur une sous-catégorie pleine de la catégorie des
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modules & droites sur end(G) 3 1'inclusion de cette sous-catégorie
de mocdules admet un adjoint & gauche exect.

Corollaire (Grothendierk) : Une telle catégcrie est & enveloppes injectives.

(5.3) Pour terminer, remarquons que, pour une catégorie quelconque C , la
théorie des faisceaux de groupe sur C se raméne au cas ol C est pré-aditive
en effet : on peut associer & C une catégorie pré-additive c? ae fagon uni-
verselle, i.e, tout préfaisceau, défini sur C , & valeurs dans une catfgorie
pré-additive A se prolonge & €% suivent un préfaisceau additif unique : les
objets de cette catégorie C* sont ceux de C et ses groupes de merphismes
Hom(U,V) sont les groupes libres engendrés par les ensembles de morphismes
hom(U,V) de C .

Sur ce, si € est un site sur C{cf[5]), les id€aux de C* engendrés par
les cribles couvrants de ¥ sont les idaux couvrants d'un site €% sur C* :
pour cela, il suffit de remarquer que, pour tcus objets U et V de C, les
morphismes de £2(U) issus de V sont les élements du groupe libre engendré par
les morphismes de %(U) issus de V ; ceci premet de voir que les faisceaux

. o e o . a
de & & valeurs dens A s'identifient canoniquement aux faiscesux de € &

valeurs dans A.
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