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ESPACES DE BANACH ET DUALITE

Henri BUCHWALTER

I1 s'agit de la mise en forme d'une construction des produits tensoriels
d'espaces de Banach, exposée dans un cours de 3éme cycle en 1965-66, et basée
sur des propriétés essentiellement catégoriques. S'il n'était question que
de construire le bifoncteur 3, produit tensoriel projectif, il ne serait
pas nécessaire de sortir de la catégorie B des espaces de Banach, car chacun
sait que ce bifoncteur ® est défini comme adjoint & gauche au bifoncteur Hom.

En fait nous reprenons partiellement, en 1 et 2, les résultats &tablis
par L. Waelbroeck dans [h] , en les démontrant quelque peu différemment.
L'introduction de la catégorie W des espaces de Waelbroeck, duale de la
catégorie B, va permettre ensuite une construction tout & fait symétrique,
en 4 et 5, des produits tensoriels dans IB et W.

Les principales propriétés de ces produits tensoriels sont des consé-
quences simples de propriétés de commutation, qui semblent nouvelles, attachées
d deux types d'adjonction de foncteurs. Le paragraphe 3 &étudie précisément
les L-adjonction et L-adjonction définies & partir des deux bifoncteurs
mixtes fondamentaux L et L.

Le point de vue fonctoriel, choisi une fois pour toutes, améne alors,
tout naturellement & parler d'applications intégrales, d'spplications nucléaires

et de produits tensoriels § et 8. Les paragraphes 6,7 et 8 sont consacrés &
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ces notions qui différent légérement de celles introduites par Grothendieck
dans [1] . En particulier nous montrons, en 8, la symétrie parfaite qui existe
entre applications intégrales et applications nucléaires telles que nous les
définissons.

Le paragraphe 9 reprend le probléme classique d'approximation en 1'inter-
prétant fonctoriellement. Nous donnons, en (9,5), une condition en apparence
plus faible que celles rencontrées jusque 18, mais peu maniable, pour qu'un
espace de Banach posséde la propriété d'approximation.

Nous nous sommes volontairement 1limité aux espaces de Banach. Les
extensions aux catégories de limites projectives formelles et de limites
inductives formelles redonnent de nombreux résultats concernant les produits
tensoriels d'espaces localement convexes complets.

Enfin notons que tous les espaces vectoriels qui interviennent sont
définis sur le corps K des nombres réels ou des nombres complexes. Une
généralisation & des corps valuds localement compacts parait largement
possible & partir du moment oll, le théoréme de Hohn-Banach étant supposé
valable, la caractérisation de la catédgorie W comme duale de la catégorie B

est obtenue.
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1 - La catégorie B des espaces de Banach.

Les objets de B sont les couples (X,A) formés d'un espece de Banach X
et de sa boule unité (fermfe) A. Les morphismes u : (X,A){Y,B) sont les
applications linfaires de X dans Y telles que u(A)eB.

Autrement dit 1l'ensemble Hom(X,Y) est exactement la boule unité de
1l'espace de Banach des applicastions linéaires continues de X dans Y. Il est
donc naturel de considérer sur Hom(X,Y) la structure disquée associée. Ainsi,
pour deux morphismes u et v : X5Y et pour deux scaleires A,u tels que
I+ gl, on d&finit le morphisme Autuv : X + Y.

On apergoit qu'avec ce choix des morphismes la catégorie B n'est pas
additive., Mais on se rendrs compte, dans la suite, que la structure disquée
de Hom(X,Y) offre des avantages comparables & ceux d'une structure de groupe
abélien.

Exemple de morphismes,

Soit H un sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Banach X. On sait
que H, muni de la norme induite, et X/H, muni de la norme quotient, sonmt
des espaces de Banach. Il est clair que l'injection canonique : H + X et 1a
surjection canonique : X + X/H sont des morphismes.

1.1 Monomorphismes., Epimorphismes.

La catégorie B admet comme objet nul 1l'espace, noté 0, réduit & (o) ;
de sorte que Hom(X,Y) contient le morphisme nul. Il résulte de 13 que, dans
Hom(X,Y), 1'égalité u = v est 8quivalente & 1'égalité E%I = o, On aura donc
tout comme dans une catégorie abélienne :

Un morphisme u : X + Y est un monomorphisme (resp : un épimorphisme)

si pour tout morphisme v : 2 > X (resp : v : Y + 2Z) la condition uv = 0
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(resp : vu = o) est équivalente & la condition v = o.
D'ol 1l'on tire aisément :
(1.1.1) Proposition : Pour qu'un morphisme u : X + Y soit un monomorphisme
(resp : un épimorphisme) il faut et il suffit qu'il soit injectif
(resp : que le sous-espace u{X) soit dense dens Y).

(1.1.2) Proposition : Un isomorphisme u : X > Y est exactement une isométrie

surjective,
Remarque. Ici epparait tout 1'intér&t de notre choix des morphismes de la
catégorie B. En effet deux espaccs de Banach X et Y, isomorphes en tant

qu'objets de B pourront &tre algdbriquement confondus avec identification de

leurs normes. Ainsi chaque fois que nous construirons un espace de Banach X,
défini & un isomorphisme preés comme solution d'un probléme universel de la
catégorie B, nous serons sfirs que X, ainsi que sa norme se détermineront
sans aucune ambiguité. I1 n'en aurait pas été de méme si nous avions choisi
d'aeppeler morphismes les applications lindaires continues ; la catégorie
obtenue aurait été additive et un espace de Banach, défini & un isomorphisme
prés, aurait en sa topologic bien déterminée pais sa norme déterminée seu-
lement & une équivalence pris.

1.2 Noyau. Conoyau. Image. Coimage. Morphismes stricts.

Dans la catégorie B tout morphisme u : X + Y admet un noyau et un conoyau.
En désignant par ul(o) 1le sous-espace fermé de X noyau de l'spplication
lindaire u, et par u(X) 1'adhérence de u(X) dans Y, nous voyons que le
morphisme Ker(u) est exactement 1'injection cenonique Ker(u) : ul(o) + X
et le morphisme Coker(u) la surjection canonique Coker{u) : Y » Y/u(X).

I1 en résulte quc u est un monomorphisme (resp : un épimorphisme) si

et seulement si Ker(u) = o (resp : Coker(u) = o).
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On peut donc @éfinir 1'image et la coimage d'un morphisme u : X + Y par :

Im(u) = Ker(Coker(u)) : u{X) » Y

Coim(u) = Coker(Ker(u)) : X + X/ul(o)

ce qul conduit naturellement & la décomposition canonique d'un morphisme dans

1a catégorie B selon :

(1.2.1) Proposition. Pour tout morphisme u : X + Y, il existe un bimorphisme
I unique @ : X/ul{o) » u(X) tel que u = Im(u).0.Coin(u).

u

X ———mte—— Y
' $
Coim(u)- i Im(u)

On dira alors que u est un morphisme strict si et seulement si le bi-

morphisme U est un isomorphisme. La caractérisation suivante des morphismes
stricts s'obtient immédiatement :

(1.2.2) Proposition : Soient X et Y deux espaces de Banach, de boules ouvertes
respectives.z et %. Pour qu'un morphisme u : X + Y soit strict il

faut et il suffit que :

a) u(X) soit fermé dans Y;

b) u(K) = gnu(X).

Corollaire 1. Pour que u soit un épimorphisme strict (€pi strict) il faut ct

o ]
i il suffit que u(A) = B. En particulier un épi strict est surjectif.

Corollaire 2, Pour que u soit un monomorphisme strict (mono. strict) il faut

et il suffit que ce soit une isométrie sur un sous-espace fermé

de Y.
En particulier, pour tout morphisme u, Ker(u) et Im(u) sont des mono

stricts tandis que Coker(u) et Coim(u) sont des épi stricts.
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Remarque. Le théor&me de Baire-Banach, que nous retrouverons dans la suite,
permet d'améliorer la caractérisation des épi-stricts donnée dans le corollaire 1.

1.3 Produits dirccts et sommes directes.

Le choix des morphismes implique que B est une catégorie compléte &
droite et & gauche. Elle admet en particulier des produits directs et des
sommes directes quelconques. Unc démonstration standard fournit :

(1.3.1) Proposition : Soit I un cnsemble quelconque non vide et soit (Xi)isI

une famille d'espaces de Banach indéxée par I.

a). Le produit P =.HXi est exactement l'espace vectoriel des familles

x = (xi)ieI’ ou X, eXi, telles quc sx.:pllxill<+°° mnl de la norme :
nqu = s?puxin

b). La somme S = IX; est exactement 1l'espace vectoriel des familles

=(x

ol

2. , ol X.€X,, telles que Illx.l<+» muni de la norme :
1'1el 1 b} i 1

Nxlg = in %,

Remargues 1 - On peut voir que les surjections canoniques P * P + X, sont des
épi-stricts tandis que les injections canoniques jk : X, + 8 sont des mono-
stricts.

2 - Lorsque tous les espaces X. sont égaux & un méme espace X on
reconnait dans le produit P = x* 1l'espace des familles bornées (xi) d'éléments
de X, noté habituellement 2;(X), et dans la somme S = X(I) l'espace des familles
absolument sormables d'éléments de X, noté habituellement E;(X).

Par exemple lorsque X est le corps des scaleires K=R ou € on &
KI = Z; et K(I) = 2;.
3 - La catégorie B n'étant pas additive, le produit XIY différe en

général de le somme XIY, puisque sur ces deux espaces les normes ne sont
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pas les mémes.
1.4 Foncteurs.

Etant donnés deux espaces de Banach (X,A) et (Y,B) nous dirons qu'ume
application f : A > B est disquée lorsque pour tout couple X,y de points
de A et tout couple A,p de scalaires tel que [Al+|lulgl on a 17égalité :

£(Ax + ywy) = Af(x) + uf(y)

En particulier si f est un morphisme : X + Y sa restriction & A est une
application disquée. Nous allons vcir que les applications disquées s'obtiennent
toutes de cette fagon puisque :

Lerme. Soit £ : A + B une application disquée. Alors f se prolonge de fagon
unique en un morphisme £ : X + Y.

En effet tout xeX s'éerit x = Xa ol a &¢A. En posant f(x) = Af(a) on
constate qu'on définit correctement une fonction f car Aa = A'a' entraine,
2 supposer [MgIA'l et A' #0 (si x #0), a' = ‘%T a,donc A'f(a') = Af(a).

De plus T est homogdne de fagon &évidente. Enfin si x = )a et y = pb on peut

Aa + ub
IAl=+ ul IAl+ Ll

De la méme facon on peut dégager la notion d'epplicetion bidisquée,

écrire x + y = (WAl+|ul ){

) ce qui améne & la linéarité de f.

¢'est-8~-dire d'application du produit AxB des deux boules unités de deux
espaces de Banach X et Y dans 1a boule unité C d'un espace de Banach Z qui
soit disquée par rapport & chacune des variables. On montre alors sans peine
qu'une application bidisquée f : AxB + C se prolongc de fagon unique en une
application bilinéaire T : XxY + Z.

Foncteurs et bifoncteurs.

Etant donné un foncteur F : B + B, covariant ou contravariant, nous lui

imposerons (de méme que sur wne catégorie additive, on ne retient que les
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foncteurs additifs) de conserver les structures disquées., De fagon précise
pous demanderons que l'application F : u + F(u) de Hom(X,Y) dans Hom(F(X),F(Y))
(lorsque F est covariant) soit disquée.

De méme si F est un bifoncteur nous irmposerons qu'il induise sur les
morphismes une application bidisquée.

2 - La catégorie W des espaces de Waelbroeck.

La catégorie W a &té récemment introduite par L. Weelbroeck dans
1'article [L4]. Nous en reprenoms ici 1'étude, enr modifiant les morphismes,
et en nous proposant de montrer le rdle efficace qu'elle peut et doit jouer
dans la construction des produits tensoriels d'espaces de Banach.

2.1 Description de W.

Les objets de la catégorie W sont les triplets (X,A,-rA), ol X est un
espace vectoriel, A un disque absorbant de X, et T, une topologie sur A
vérifiant :

1) A est compact pour T4 3

2) Pour tout aeA l'application x -+ %5 de A dans A est continue
pour Ty ;

3) L'origine admet dans A une base de voisinages disqués.

Les morphismes u : (X,A,TA) > (V,'B,TB) entre deux objets de W sont les
applications disquées de A dans B qui sont continues pour les topologies
™ et g .

I1 est clair que, de méme que dans la catégorie B, 1l'ensemble Hom(X,Y)

est muni d'une structure disquée puisque l'on peut définir le morphisme

Au + uv pour tout couple u,v de morphismes et tout couple de scalaires A,u

tel que |A]l+1lu)gl.
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Puisque A est rA-compact il existe sur A une unique structure uniforme
UA compatible avec la topologie Ty Les résultats de L. Waelbroeck garan-
tissent que UA est complétement déterminée non seulement par la topologie
T4 s mais en fait par la base de filtre V des voisinages disqués de l'origine
dans A. En effet :
(2.1.1) Proposition [4J., La structure uniforme UA admet pour base d'entoumages
les ensembles UV associés aux voisinages disqués V ¥ selon :

Xy
(x,y)er<=> ST eV

On tire de 13 successivement :

Corollaire 1. Pour qu'une application disquée u : A+ B soit un morphisme

l il suffit qu'elle soit continue & l'origine de A .,

Corollaire 2. Pour tout couple de scalaires A,u tel que 1Aj+]luigl 1l'application

% (x,y) > Ax+uy de AxA dans A est continue.

Corolleire 3. L'origine possdde, dans A , une base de voisinages formée de

% disques fermés (donc compacts) pour la topologie Tye
Car le corollaire 2 implique que, dans A, 1l'adhérence d'un disque est
encore un disque.

2.2 Les topologics Tc et Tm sur un espace de Waelbroeck.

L'introduction de topologies particuliéres sur un espace de Waelbroeck
va permettre la démonstration du théordme essentiel de Waelbroeck, & savoir
que les catégories B et W sont, & une équivalence pré&s, duales l'une de

1'autre.

La topologie Tc est par définition las topologie localement convexe la

plus fine sur X rendant continue 1'injection A + X, c'est-d-dire induisent

sur A une topologie moins fine que T4+ On peut caractériser les voisinages

de O pour cette topologie Tc par @
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(2.2.1) Proposition : La topologie T, edmet pour base de voisinages de O
les disques W de X tel que, pour tout scalaire 2#0, il existe
un voicinage V de O dans A vérifiant Ve W,

On cormence par remarquer, grace 4 la compacité de A , que tout voisi-
nage de O dans A est absorbant dans A , donc aussi dans X . A partir de 14,
si 1'on désigne par I 1l'ensemble des disques W de X vérifiant la propriété
en question, on montre que ¥ est une base de voisinages de O pour une topo-
logie T localement convexe sur X. Corme T, es. manifestement moins fine
que T et que T rend continue 1'injection A + X, ces deux topologies sont
égales.

La topologie Tw est par définition la topologie la plus fine sur X
rendant continues les translations et les homothéties de X ainsi que 1'injec-
tion A + X, Elle n'est pas & priori localement convexe, ni méme compatible

avec la mtructure vectorielle de X. Evidemment elle est plus fine que la
topologie Tc.

En fait on peut démontrer du méme coup, ce qui est la clé du théoréme
d e Waelbroeck que les topologies Tc et Tm sont égales et qu'elles sont
séparées, On obtiendra méme de cette facon l'un des aspects, pour les especes
de Banach, du th&oréme de Banach-Dicudonné.

(2.2.2) Théordme (Waelbroeck et Banach-Dieudonné).

f
‘ Les topologles Tw et T, sont égales et séparées.

I1 suffit de prouver que Tm est moins fine que T, et que T, est séparée.
Soit donc Q un ouvert non vide pour Tw . Montrons gque 9 est un voisinage,
pour T, de tout point x qu'il contient. On se raméne nisément & x=o, compte
tenu du fait que les translations de X sont des homfomorphismes pour Tc et

pour T . Nous allons construire un voisinage de O disqué W pour la topoclegie
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Tc tel que We @, et, pour prouver que Tc est séparée, il suffit de choisir
W de fagon que W ne contienne pas un point donné a # 0, que 1'on peut supposer
dans A , puisque A est absorbant et que les homothéties non nulles sont des
homé cmorphismes pour T, et Tw.

En résumé, soit Q un ouvert pour Tm contenant 1l'origine et soit a €A,
a # 0. Pour tout scalaire A # 0, l'ensemble (AQ)AA est un cuvert de A pour
la topologie induite sur A par Tw , donc & fortiori un ouvert de A pour T

On peut donc trouver un voisinage de O dans A , soit V,, que 1'on peut
choisir disqué fermé (donc complet) tel que :

afvocn

Supposons maintenant comstruit un disque compact Knc:A tel que
a ¢3nKnc Q. Le disque compact %Kn est contenu dans 1'ouvert (3-(n+1) Q) nA
de A et ne contient pas le point 3-(n+12a. Ce que l'on sait de la structure
uniforme de A permet d'obtenir un voisinage de O, dans A , soit Vn+1, choisi

disqué compact tel que :

-(n+1) 1 -(n+l)
3N a¢(§Kn+2Vn+l)n Ac3 Q
. s . _1 .
Ainsi le disgue Kn+l = T_’;Kn*%vn*-l est contenu dans A , il est compact dans A
et tel que :
n+l
& ¢3 Kn +1< Q

A partir du compact K, = Vo, on construit donc une suite (V n) de voisinages

de O dans A , choisis disqués fermés, et une suite (Kn) de disques compacts

de A telles que, pour n30.

n+ _
3 lKn+l - 3nKn‘*zxsnvn+l

a¢3nK cQ
n
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La suite (3nKn) étant croissante, la réunion W= |_J 3nKh est un disque de X
n20

qui vérifie a ¢Wc Q. Enfin, puisque pour tout n , W» 2x3™.v le proposition

n+l °’
(2.2.1) assure que W est un voisinage de O pour T, , ce qui termine la démons=-
tration.

Ainsi, T, étant séparée et T, compacte, l'on a :

Corollaire 1. La topologie 'I'c induit sur A exactement la topologie )l
Désignons maintenant par Xc 1'espace localement convexe séparé obtenu

en munissent X de la topologie T,. Cela étant on prouve facilement :

Corollaire 2. Soient (X,A,TA) et (V,B,TB) deux objets de W et H un ensemble
d'applications disquées de A dans B. Pour que H soit un cnsemble
équicontinu de morphismes il faut et il suffit que H définisse par

prolongement linéaire un ensemble équicontinu d'applications linéaires

de X dans Y .
c c

Enfin, en tenant compte de 1'égalité T, =T,

Corollaire 3. (Banach-Dicudonné) Pour qu'une partie F deXX soit fermée pour

la topologie Tc il faut et il suffit que, pour tout scalaire A ,
(A\F) A A soit fermée dans A pour la topologie Ty
En effet la condition &tant nécessaire prouvons qu'elle est suffisante.
Pour cela remarquons que la condition sur F signifie aussi que Fa pA est
une partie compacte de Xc. Soit alors F l'ensemble de toutes les parties F
de X vérifiant cette propriété. On voit facilement que F constitue la famille
des fermés d'une topologie T sur X , rendant continues les homothéties et
les translations de X . Comme T est plus fine que T, et qu'elle induit
sur A exactement la topologie Ty, elle est moins fine que T, ° L'égalité

Tw = Tc fournit donc le résultat.
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2.3 Le théoréme de Waelbroeck.

Les catégories B et W &tant toutes deux des catégories disquées, on
imposere évidemment & tout foncteur de 1l'une de ces catégories dans 1l'autre
(ou dans elle-méme) de conserver la structure disquée des ensembles de
morphismes de source et de but donnés.

(2.3.1) Théoréme (Waelbroeck [4]) La catégorie W est équivalente & la caté-

gorie B° duale de la catégorie B.

La démonstration introduit deux foncteurs contravariants, dits foncteurs

de dualité, 1'un D : B + W, 1l'autre A : W + B tels que les foncteurs AD et
DA soient isomorphes respectivement aux foncteurs neutres lB et %W'

Le foncteur D associe & tout espace de Banach (X,A) l'espace de Waelbroeck
p(X) = (X',A',TA,) ol X' est le dual de X, A' la boule unité de X', polaire
de A, et 1), la restriction & A' de la topologie faible o(X',X).

Le foncteur A associe & tout espace de Waelbroeck (X,A,rA) 1l'espace de
Banach des formes linéaires sur X dont la restriction & A est continue pour
T » mmi de la norme de la convergence uniforme sur A . Nous noterons
a(xX) = X*

Les foncteurs D et A opérent sur les morphismes de fagon évidente par trans-
position.

Pour prouver que DA est isomorphe au foncteur lw,on utilise de fagon
essentielle 1'6gnlité algdbrique X* = (Xc)'. Le théoréme de Waelbroeck
prouve alors que X* sépare X ce qui permet &'immerger X dans 1l'espace (x*)
et de montrer ensuite 1'isomorphisme entre X et (X¥)'. Comme cet isomorphisme
est canonique et fonctoriel en X , le résultat est acquis.

Enfin on montre que le foncteur AD est isomorphe au foncteur 1B’ car
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tout espace de Banach X est sous-espace fermé de AD(X) = (X')®. Et comme ces
deux espaces X et (X')* ont méme dual X' , en vertu du résultat précédent, ils
sont &égaux.

On aperc¢oit maintenant que tout espace de Waelbroeck peut &tre considéré
comme le dual d'un espace de Banach et réciproquement. Cette situation symé-
trique va permettre & la fois de compléter 1'étude de la catégorie W et de
construire sur les catégories W et B des produits tensoriels dont les proprié-

tés immédietes seront conséquences de propriétéc catégoriques générales.

2.4 Retour sur la catégorie W.

On sait meaintenant que W est une catégorie compléte admettant des noysux

et des conoyaux.

&) Sous-espace. Soit M un sous-espace de X , fermé dans Xc, c'est-d~dire
tel que (Banach~Dieudonné) MaA soit compact dans A . Nous dirons que le
triplet (M,MnA,tAlMA A) qui est un objet de W, est le sous~-espace M.

Avec cela, &tant donné un morphisme u : X + ¥, nous voyons immédiatement
que ul(o) est fermé dans Xc, de sorte que le noyau Ker(u) est donné par :

Ker(u) : ul(o) + X
d'ol 1'on déduit :
Pour que u soit un monomorphisme il faut et il suffit que u soit

injective.

b) Espace gquotient. De méme si M est un sous-espace fermé de X s 1'appli-
cation canonique ¢ : X + X/M est continue si 1'on place sur X/M la topologie
quotient, qui est séparée. Ainsi ¢(A) est une partie compacte disquée absor-

bante de X/M de sorte que le triplet (X/M,¢(A),T o A)) est un objet de W noté

plus simplement X/M.
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Ce qui permet de voir que si 1 : X + ¥ est un morphisme, il admet un
conoyau Coker(u) donné par :
Coker(u) : ¥ + Y/u(X)
ot u(X) n'est autre que 1l'adhérence de u(X) dans ..
Ainsi :

Pour que u soit un épimorphisme il faut et il suffit que u(X) goit dense

dans l'espace localement convexe Vc.

¢) Morphismes stricts.

Tout morphisme u : X + VY admet la décomposition unique

X —— Y

Coker(Ker(u)) = Colm(u) - 1 Im(n) = Ker(Coker{uj)

oll u est un bimorphisme. Lorsque u est un isomorphisme on dira que u est

un morphisme strict. On a la caractérisation :

(2.4.1) Proposition : Pour qu'un morphisme u : X+ Y soit strict il faut et
l il suffit que u(A) = Eau(X).

Désignons par A' = Coim(u)(A) le disque compact absorbant de X/ul(o)
et par B' = a(X) N8B celui de u(X).

Si u est un isomorphisme, il est surjectif de sorte gue u(X) = u(X) et
puisque u(A') = 3', on a bien u(A) = Bnul(X).

Réciproquement si u vérifie la condition donnée alors u(X) est fermé
dans Yc car (Banach~-Dieudonné) son intersection avec B est compacte dans B,
Ainsi u(A') = B' ce qui suffit pour prouver que u transforme bijectivement
et continfiment A' en B', La compacité de A' et B' assure donc que u est un

isomorphisme.
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On tire de 14 :

Corollaire 1, Les &pistricts u : X =+ V¥ sont exactement les morphismes

! tels que u(A) = B.

Corollaire 2. Les mono-stricts u : X + Y sont exactement les morphismes
i

! injectifs tels que u(A) = Bau(X).

Corme application de la proposition (2.4.1), qui constitue un résultat
fin, donnons une caractérisaticn des épimorphismes stricts dans la catégorie
B des espaces de Banach. Le théoréme de Waelbroeck permet d'écrire qu'ils
correspondent par transposition, aux monomorphismes stricts de la catégorie
W. Ainsi :

(2.4.2) Proposition : Soient (X,A) et (Y,B) deux espaces de Banach. Les

épi-stricts u : X + Y sont exactement les applications linfaires
u telles que m = B,

I1 suffit en effet de montrer que, sous ces conditioms, bu: v x
est un mono-strict de la catégorie W ce qui est immédiat, gréce & la carace
térisation donnée plus haut,

On retrouve ainsi, comme corollaire du théoréme de Banach-Dieudonné
en quelque sorte, le théoréme classique de Baire-Banach.

Comme epplication rappelons que 1'on déduit de 138 que tout espace de
Banach X est isomorphe & un espace quotient d'un espace Z;, od I est un
ensemble €quipotent & une partie dense de la boule unité A de X (ou de la
sphére unité I1xk = 1), On montre en effet, en identifiant i & son image x; e A,
que l'application ¢ : K:l[ + X définie par ¢(£) = ZEcx: , ol £ = (gi), est un
épi-strict de B.

Ce résultat signifie encore que :
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(2.4.3) Proposition: Dans la catégorie B, tout objet est quotient d'une

somme directe de droites, autrement dit le corps des scalaires

K est un générateur de B.

Rappelons encore que le théor@me de Hahn-Banach exprime que K est aussi

un séparateur de B,

d) Produit direct et somme directe.

On sait déjd que si (xi)ieI est une famille (non vide) d'espaces de

Waelbroeck, on peut affirmer par dualité :

nX.

1

(zx;‘)'
(nC)

En fait il n'est pas facile de définir directement la somme directe

£X.

1

Exi , par contre le produit IIXi est plus maniable., Car si Ai est le disque

compact absorbant de Xi, le produit topologique HAi est compact et muni

d'une topologie localement convexe. L'espace de Waelbroeck IIXi s'identifie
donc & 1l'espace vectoriel engendré par IIAi dans l'espace vectoriel produit
(algébrique) des Xi.

Précédemment nous avons considéré le corps K des scalaires comme
un objet de B. Rien n'emp&che de le considérer simultanément comme un objet
de W, le disque unité |A|<l étant compact. En quelque sorte K est auto-dual,
et les résultats de ¢) conduisent irmédiatement & la :

(2.4.4) Proposition. Dans la catégorie W tout objet est un sous-espace d'un

produit de droites.

3 - Les deux bifoncteurs mixtes fondamentaux. Adjonction.

3.1 Le bifoncteur L et le foncteur LX.

Etant donnés un espace de Waelbroeck (X,A,TA) et un espace de Banech (Y,B),
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on désigne par L(X,Y) l'espace des applications linéaires £ : X + Y dont la
restriction & A est continue pour le topologie ) et la topologie de Y.

On munit l'espace L(X,Y) de la norme de la convergence uniforme sur A

pour laquelle il est complet. Ainsi L(X,Y) devient un espace de Banach

dont la boule unité est formée des fonctions f telles que f(A) < B.

On a donc défini un bifoncteur L : W°xB + B, son action sur les morphismes
est évidente et n'est pas détaillée.

Lorsqu'on fixe 1'espace X, on obtient un foncteur covariant
Ly = L(X,.) : B + B.
Exemples . On reconnait 1'égalité L(X,K) = X* ainsi que 1'égalité L(K,Y) = Y
qui exprime encore Ly = IB.

Foncteurs IL-représentables,

L'égalité L(X,K) = X® démontre que X est compltement déterminé (par son
dual) lorsqu'on connait le foncteur LX’ On peut retrouver ce fait par le

résultat plus général en apparence :
(3.1.1) Proposition : L'ensemble hom(L ,Ly) des morphismes fonctoriels
I LX > LV est en correspondance bijective avec 1'ensemble Hom(Y,X).
Indiquons seulement les deux correspondances, A tout morphisme fonctoriel
¢ : Ly + Ly on associe le morphisme U¢ :Y -+ X @éfini par U, = t

o = *x
tout morphisme u : Y+X on associe le morphisme fonctoriel ¢$u : LX + Ly

Et &

défini par :

(ou), : L(X,2) » L(Y,2)

(¢u)z(f) = uf y v,x-—Lf.z

On tire de 18 la notion de foncteur L-représentable. Un foncteur cova-
riant F : B - B est dit L-représentable lorsqu'il est isomorphe & un foncteur

Ly L'espace de Waelbroeck X est alors défini & un isomorphisme prés.
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_Foncteurs I-adjoints.

Etant donnés deux foncteurs covariants, l'un F : W + W, 1l'autre G : B + B,
nous dirons que F et G sont L-adjoints (F nécessairement & gauche et G & droite)
lorsqué les bifoncteurs L(F(.),.) et L(.,G(.)) sont isomorphes.

3.2 Le bifoncteur L et le foncteur LX‘

Etant donnés un espace de Banach (X,A) et un espace dec Waelbroeck
fV,B,rB) on désigne par L(X,Y) l'espace des applications linéaires £ : X + V
qui envoient A dans un homothétique du disque B. Le disque A(X,Y) formé des
f telles que f(A) ¢B, muni de la topologie de la convergence simple sur A,
constitue un disque compact (Tychonoff 1) absorbant de l'espace L(X,Y).
Ainsi L(X,Y ) devient un cbjet de W ce qui donne & L les caractéristiques
d'un bifoncteur B°X& - W bien que son action sur les morphismes ne soit pas
détaillée.

Lorsqu'on fixe X on obtient le foncteur covariant Lx = [(X,.) : W+W.
Et 1'on peut démontrer comme précéderment :

(3.2.1) Proposition : 1l'ensemble hom(LX,LY) des morphismes fonctoriels
‘ L x* LY est en correspondance bijective avec 1'ensemble Hom(Y,X).
D'ailleurs, plus directement, L(X,K) = X'. Ce qui nous autorise &

parler de foncteurs de W dans W L-représentables.

Foncteurs L-adjoints.

Etent domnés deux foncteurs covarients F : B + B et G: W + W, nous dircns

que F et G sont L-adjoints lorsque les bifoncteurs L(F(.),.) et L(.,G(.))

sont isomorphes.

3.3 Dualité de foncteurs.,

On rappelle que la dualité des catégeries B et W s'exprime & travers

les foncteurs contravariants :
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D:B->W et AW +B8,

Etant donné un foncteur F : B + B, on peut lui associer un foncteur,

dit dual de F et noté F', qui n'est autre que :
F' = DoFol : W » W

De méme, tout foncteur G : W +~ W, admet un foncteur dual, noté
G* = 0,6 D : B + B.

Si 1'on identifie les foncteurs AD et DA aux foncteurs neutres 1p et
1V respectivement, ce qui est loisible, & un iscmorphisme fonctoriel prés,
on voit que la dualité de foncteurs se calcule selon les formules :

(F)*=F et (6%)' =06

L'intérét de cette notion se résume pour nous en deux types de proposi-
tions. D'une part la conservation de l'adjonction par dualité et d'autre
part la conservation de propriétés de commutation. En effet :

(3.3.1) Proposition : Soient F : W +W et G : B + B deux foncteurs I-adjoints.

Alors les foncteurs G' : W > W et F* : B - B sont aussi L-adjoints.

Et de méme :

(3.3.2) Propositicn : Scient F : B+ B et G : W + W deux foncteurs L-adjoints.
l Alors les foncteurs GT : B + B et F' : W + W sont aussi L-adjoints.
Les démonstrations sont standard et reposent sur les iscmorphismes
(fonctoriels par rapport aux deux variebles) des espaces L(X,Y) et (Y, x*)
d'une part et L(X,V) et L(¥%,X') d'autre part.

Enfin, et sans difficulté :

(3.3.3) Proposition : Pour qu'un foncteur F : B + B comrmte aux moncmorphismes

(resp : aux &pimorphismes ; aux monostricts ; aux &épistricts ; aux
produits directs ; aux sormes directes) il faut et il suffit que

son foncteur dual F' : W + W, cormute aux épimorphismes (resp : aux
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monamorphismes ; aux &pistricts ; aux monostricts ; aux sommes
directes ; aux produits directs).

3.4 Les théorémes de comrmutation.

On sait qu'un foncteur entre deux catégories qui admet un edjoint (au
sens habituel) & gauche (resp : & droite) commuta aux limites gauches (resp :
aux limites droites). La question importante, et résolue ici, est de savoir
si ces propriétés de commutation sont encore vérifiées pour les notions de
I-adjonction et L-adjonction.

On va voir qu'il n'en est pas exactecment ainsi. Toutefois les propriétés
de commutation obtenues seront suffisamment bonnes pour cormeonder les prine
cipales propriétés des produits tensoricls (dans les catégories B et W)
que nous introduirons plus loin.

En fait on se propose de démontrer les deux théorémes de commutation
suivants :

(3.4.1) (ler théoréme de commutation). Soient F : W +Wet G : B+ B

deux foncteurs (covariants) L-adjoints. Alors F comrute aux épi-
morphismes,aux épistricts et aux sommes directes finies de la
catégorie W tandis que G cormmute aux monomorphismes, aux monostricts
et sux produits directs finis de la catégorie B. En général F

(resp : G) ne cormute pas aux scrmes directes quelconques (resp :
aux produits quelconques).

(3.4.2) (28re théoréme de cormutation). Soient ¥ : B+ B et G : W -+ W deux

foncteurs (covariants) Q-adjoints. Alors F corrmte cux épimor-
phismes, aux épistricts et aux sommes directes quelconques de la

catégorie B, tandis que 6 commute aux monomorphismes, aux monos-

stricts et aux produits quelconques de la catégorie W.
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La démonstration est longue et se développe en plusieurs parties. Elle
nécessite de nouvelles caractérisations des &pimorphismes, &épistricts et
produite dans les catégories B et W, et s'appuie essentiellement sur le fait
que le corps des scalaires K est a4 la fois un générateur et un séparateur des
catégories B et W.

A - Epimorphismes et épistricts dans W.

Soit u : (X,A,rA) > (V,B,tB) un morphisme de W.00n sait que u est un
épimorphisme si et seulement si u(X) est dense dans 1l'espace Vc et que c'est
un épistrict si et seulement si u(A) = B. Cela &tant on a, avec le théoréme
de Hahn-Banach :

(&,1) Proposition :
‘a) 8i u est un &pimorphisme, alors pour tout Ze® et toute appli-
cation f eL(Y,Z) la condition fu = O entraine la condition f = O.

b) Réciproquement si, pour fe ¥* la condition fu = o entrafne la

condition f = 0, alors u est un &pimorphisme.
(A.2) Proposition (mémes notations)
a) si u est un épistrict la condition |fulisl entrafne la condition

nrogl.

b) réciproquement si pour £feV* la condition Ifull 1 entraine

la condition iiflsl, alors u est un &pistrict.
Soient maintenant F: W + W et G : B -+ B deux foncteurs L-adjoints,
1'adjonction étant réalisée par 1'isomorphisme fonctoriel :
6 : L(F(.), .) » L(.,6(.))
Montrons que F commte aux &pimorphismes et aux épistricts, ce qui entrai-
nera que G commute aux monomorphismes et aux monostricts car le foncteur

G' admet le foncteur F* pour L-adjoint (& droite). ((3.3.1) et {(3.3.3)).
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Démontrons_seulement‘la_camgqﬁqtiqnvde»F aux épistricts la démonstration
étant analogue pour les épimorphismes. Soit donec u :X + VY un épistrict de V.
Pour voir que F(u) est un &pistrict utilisons (4,2,b) et soit f e (F(¥))®
telle que Hf.F(ul €1. L'isomorphisme 6 échange les diagrammes suivants :

R
F(X) ——— F(Y) X

. A

K G(K)

et la fonctorialité de 6 garantit 1l'égalité :
GX’K(f.F(u)) = eV’K(f).u = fiu
Or ex K et ey K sont des isométries de sorte que Uf.ut¢l. Alors, d'aprés
s b
(A,2,a), u &tant &pistrict, on a YIflgl et par suite Ufigl, ce qui termine
la démonstration.

B = Produits directs dans B.

Le corps K étant un générateur de B ((2,4,3)) un résultat catégorique
général, que l'on peut retrouver ici aisément, montre que dans la définition

catégorique du produit HXa, il suffit de limiter la "variable" Z en choisissant

(1)

pour Z une somme directe X'~’, De fagon détaillée :

(B,1) Proposition : Soient (Xa) une famille non vide d'espaces de Banach,

P un espace de Banach et P, ¢ P+ X une famille de morphismes

v, K(I) X, il existe un morphisme unique v : K(I)+ P tel

que p v = v_ pour tout a, alors P est le produit HXa dans la

catégorie B.
Reprenons maintenant les deux foncteurs l-adjoints F et G et 1'iso-
morphisme fonctoriel 6. Prouvons que G commute aux produits finis de B,

ce qui rpouvera bien que F commute aux sormmes directes finies de W, car



Espaces de Banach et dualité. 27

F* a les propriétés de G.

Soit P = HXa un produit quelconque dans B. Nous supposons pour 1l'ins-
tant la famille des indices (o) quelconque pour apercevoir 1l'instant ol la
condition de finitude intervient. Pour voir que G(P) est produit des G(Xa)
utilisons (B,l). Soient donc I un ensemble et v, : K(I)+ G(Xa) une famille
des morphismes, Pour tout i eI soit ji : K ~» K(I) 1l'inejction canonique.

S(p,) Mors v . = va'ji : K » G(Xa) est un

) — G(%) . o
morphisme de B, mails K &tant lu dans la

< 9 wldil .
\\\\\\ //////ﬂ catégorie W c'est aussi une application de

1'espace L(K,G(Xa)). Alors 1'isomorphisme

v, v .
l \\\ i A Eé’x permet de remplacer les morphismes
K G(Pa) et v ’. par le diagramme ci-contre
od Vo,i s K X ( ) est un élément de
b Py x, L(F(K),Xa). De plus :
N I ‘~’a,i“ = v, shel.
. \\\ . Le probléme est donc de savoir maintenant
\(K) ’ si 1'on peut condenser la famille (;a,ila

en une seule application ;ieL(F(K),P) telle

que p,.v: = ;a,i' On peut toujours poser,
pour z e F(K), Gi(z) = (;a’i(z)). On définit ainsi une application linéaire de
F (X) dans P, qui envoie le disque compact unité de F(K) dans la boule unité
de P, car n;a,iusl. Meis pour que ;i apparticnne & L(F(K),P) il faut encore
que ;i soit continue sur le disque compact unité de F(K). Or ce que 1l'on sait

c'est que PV, est bien continue sur ce compact, de sorte que le résultat

sera acquis chaque fois que la topologie de l'espace de Banach P sera le
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produit des topologles des espaces facteurs Xa' Or ceci n'a lieu que si P
est un produit fini. Faisons dorénavant cette hypothdse, ce qui permet d'écrire

;ieL(F(K),P). L'isomorphisme 3& p donneedone une application linéaire Vi
s

vieL(K,G(P)) et puisque :
Byl = livil = supliv, I = suplv UL

a ’ a ?
on voit, en fait, en lisant de nouveau K dans B, que v, est un morphisme

de B. Alors lorsque 1 décrit I, la famille (vi) se condense en un seul mor-

phisme v : K(I)+ P tel que v.J. = v.. La condition p v. =v_ . donne la
i i a*'1 a,i

3
condition V. = . T L5, d'ed 1! :
G(pa) Vi = Vei de sorte que G(Pa) v.j; = v,.§; d'oll 1'on tire
G(pa).v =V, . Enfin 1'unicité de v sous ces conditions résulte aisément de
l'unicité de Vi, qui détermine chaque Vi donc aussi v, ce qui termine la

démonstration.

Ainsi le ler théor@me de commutation est complStement démontré. Dans
la suite nous donnerons des exemples nombreux de foncteurs G possé&dant un
I~adjoint et ne commutant pas aux produits quelconques de B, de sorte que
la restriction aux produits finis est bien essentielle.

C - Epimorphismes et épistricts dans B.

La partie "&pique" du 2nd théoréme de commutation se demontre de la mfme

fagon une fois obtenues les caractérisations suivantes, oi u : (X,A) » (Y,B)
est un morphisme de B et (Z,C,TC) un objet variable de W :

(C.1) Proposition :

a) S8i u est un épimorphisme, pour tout f €L(Y,Z) la condition fu = o
entraine la condition f = o.

b) Réciproquement si, pour f €Y' la condition f.u = o entraine

f = 0 alors u est un épimorphisme.
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(C.2) Proposition :
a) Si u est un épistrict, la condition (fu)(A) < C entraine 1la

condition f(B) <C(C.

b) Réciproquement, si pour f €Y', la condition f.u €A° (polaire de

A) entraine la condition f «B°, alors u est un épistrict.

D -~ Produits dans W.

On sait que tout espace de Benach X est un sous~espacc (avec norme
induite) d'un espace KI (i1 suffit de prendre pour I une partie faidblement
dense de la boule unité de X'). Ceci prouve aue tout espace de Waelbroeck

(1)

est un quotient d'une somme directe X'~’, ou K est lu dans W. Ainsi K est un
générateur de W, de sorte que le propriété (B,l) cst valable aussi dans le
catégorie W.

I1 suffit donc de reprendre pas & pas la méme démonstration que précé-
demment pour prouver la dernidre partie du 2nd théoréme de commutetion. Mais
comme, dans ce cas, sur le compact unité d'un produit P = nXa, la topologie
est exactement la topologie-produit des disques corpacts Au ((2,4,d)), sans
que l'on ait & imposer de conditicn de finitude, le théoréme est valable

avec toute la généralité désirable.

4 - Produit tensoriel (projectif) d'espaces de Banach.

Nous utilisons maintenant de facon essenticlle la dualité des catégories
B et W pour définir un produit tensoriel sur B. Bien entendu on retrouve
ainsi le produit tensoriel projcctif habituel. Néanmoins la forme méme des
définitions proposées ici va nous inviter & définir dans la suite un preduit
tensoriel (catégorique) d'espaces de Waelbroeck par un procédé analogue.

4.1 L'espace de Waelbroeck B(X,Y).

Etant donn&s deux espaces de Banach (X,A) et (Y,B) on désigne par B(X,Y)



Espaces de Banach et duslité, 30

1l'espace des formes bilinéaires continues sur X»Y. On peut mumir B(X,Y) de

sa norme hebituelle et désigner par A(X,Y) la boule unité de B(X,Y). En fait
ce n'est pas cette structure normée qui va nous intéresser, et, de méme que
sur la boule unité du dual X' nous avons placé la topologie faible, consi-
dérons A(X,Y) comme un disque topologique avec pour topologie celle @ la
convergence simple sur XxY (que nous appellerons dens la suite bi-simple).

Ce faisant on considére A(X,Y) corme un sous-espace topologique du produit
topologique AAXB, ol A est le disque unité du corps K. On voit ainsi aisément
que A(X,Y) est compact et comme la topologie bi-simple est localement convexe

. . . +
et rend continue 1l'applicaticn (f,q) N

5 il est clair que Z(X,Y) est un

espace Waelbroeck.

Corme on sait classiquement que les produits tensoriels algébriques
X8 Yet X'® Y sont en dualité séparante (car X et X' d'une part, Y et Y'
d'eutre part, sont eux-mémes en dualité séparante). On en déduit

(4.1.1) Proposition :-

a) X' 8 Y'eB(X,Y)
b) X 8 Y et B(X,Y) sont en dualité séparante.

4.2 Le produit tensoriel X 8 Y.

Nous définissons X & Y corme le dual de 1l'espace de Waelbroeck B(X,Y).
Aussi :
X8 1= [3x,1)]* ; B(x,Y) = (x87y)
Avec cette définition de l'espace de Banach X 8 Y , on retrouve immé-
diatement les propriétés classigues.
En désignant par T'(A ® B) 1'enveloppe disquée du produit A @ B dans

1l'espace vectoriel X @ Y et par A & B 1a boule unité de X 8 U, on a :



Espaces de Banach et dualité. 31

(L.2.1) Proposition :

&) X ® Y est un sous-espace partout dense de X 8 Y et A ® B coincide
avec 1'adhérence de I'(A 8 B) dans X © Y.

b) Sur X8 Y la norme de X &Y(dite norme tensorielle) est exactcment
la jauge du disque absorbant T(A @ B). Elle est donnée par l'expressic

classique :

o= g Ayt

jut 1nf2nxluny1l

ol la borne inféricure est prise pour toute décomposition u = ineyi
On tire de 1& un principe de prolongement :

(h.2.2) (Principe de prolongement)

Soit f une application linéaire de X ® Y dans un espace de Waelbroeck
’Z,C,TC) telle que f{A 8 B)c AC. Il existe une application unique
fel(Xx®vY,2) qui prolonge f. De plus £(A & B) < )C.

4,3 Le foncteur BX,Y'

Etant donnés deux espaces de Banach (X,A) et Y,B) on leur associe le
foncteur BX,Y : W+ W défini par :

Pour tout (Z,C,TC) 1'espace BX,Y(Z) = B(X,Y ;Z) est l'espace des fonc-
tions bilindaires de XxY dans Z, qui envoient le produit AxB dans un homo-
thétique du disque compact C. Cet espace contient comme disque absorbant
1'ensermble A(X,Y ;2) des fonctions f telles que f(A,B)e(C, sur lequel on
place la topologie T, de la convergence bi-simple. Ce qui identifie A(X,Y¥Z)
cormme une partie fermée du produit topologique CAXB qui est cormmpect. Ainsi

B(X,Y;Z) devient un espace de Waelbroeck. En particulier on reccnnait en

1'espace B(X,Y ;K) l'espace B(X,Y) déjd introduit.
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Comme BX vy 8git de fagon &vidente swr les morphismes de la catégorie W,
LY
on voit sans peine qu'on a ainsi d&fini un foncteur covariant de W dans elle-
méme. Alors :

(4,3.1) Théoréme : A des isomorphismes fonctoriels prés on a :

(1) By = Loly = Loly

(2) B, ., _ L _
Y= %8y

Les premiéres égalités traduisent le fait évident que les espaces

B(X,Y;2) et B(Y,X;Z) sont isororphes & l'espace L(X,L(Y,Z)), dans des iso-
merphismes fonctoriels en Z. La derniére se démontre & l'azide du principe
de prolongement une fois mis en place les morphismes, inverses l'un de l'autre :

o, : B(X,%;2) » L(X 8 Y,2)

T, o+ LX 8 Y,2) » B(X,Y;7)

en définissant, pour fe B(X,Y;Z) ct g el(X 81,2 :

0,(£)(x8y) = £(x,y)
Tz(g)(xsy) = g(XQY)-

Elle exprime que le foncteur BX y est L-représentable et représenté par
3

1'espace Qe Banach X & Y. D'ailleurs cette dernidre condition détermine compléte=-
ment 1'espace X8 (vectoriellement et en norme) comme on a vu en (3.2.1).

On tire de 1d la comrmtativité et l'associativité du produit tensoriel
d'espaces de Banach, puis en faisant Z = K dans les formules (1) :
Corollaire : B(X,Y) = L(X,Y') = L{(Y,X')

4.4, Le bifoncteur 8 et le foncteur @&

En définissant par prolongement un produit tensoriel de morphismes dons

la catégorie B, on fait de ® : (X,Y) » X ® Y un bifoncteur covariant :

BxB + B et de @Y : Xv» X ® Y un feneteur covariant B -+ B,
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Le théoréme (14.3.1) peut alors se récrire, en tenant compte de 1'iso-
morphisme {fanctoriel en X et Z) entre les espaces L(X 8 Y,2) et L(X,L(Y,2)) :
(4.4.1) Théoréme : Les foncteurs 6Y : B+Bet LY : W > W sont L-adjoints.

C'est 18 le résultat le plus intéressant de la théorie. Il va entrai-
ner toutes les propriétés de commutation des produits tensoriels, puisque,
en vertu du 28me théoréme de commutation ((3.%4.2)), ona :

(4,4.2) Théoréme : le foncteur 3& commute, dans la catégorie B, eux épi=-
! morphismes, aux épistricts et aux sommes directes. Le foncteur LY
| commute, dans la catdgorie W, aux monomorphismes, aux monostricts

et aux produits.

En détaillant quelque peu les résultats relatifs au foncteur 6& on

retrouve des théorémes de Grothendieck ((1]).
(4, 4.3) T™éordme : les espaces Zi(x) 8 Yet £é(X ® Y) sont isomorphes dans
-« . . . - - PG < - 1
un isomorphisme qui associe & tout X@y 1'élément z = (zi)SZI(X 8y
donné par z; = x,8y si X = (xi).

1 1
Corollaire 1 : ZI(X) = ZI 8 x

> l - P .
Corollaire 2 : Le dual de lI(X) est isomorphe, dans la catégorie W, aux
. 1 1
] espaces B(X,ZI) et L(ZI,X').

Et aussi :

(4.4.4) Théordme : Soient uy: Xy , Y, et u, : X; + Y, des morphismes de B.

Si u; et u, sont des épimorphismes (resp : des épistricts) il en
est de méme du morphisme u,8u,.

Application & 1'étude de X © Y.

. 1
Nous savons que tout espace de Banach est un quotient d'un espace ZI’

Par ailleurs, le corollaire 1 de (kL.4.3) montre le résultat classique

1 1 1
ZIelJ = ZIxJ' De sorte que, étant donnés deux espaces de Banach X et Y et
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des épistricts :
1

¢ L > X ()

Zgix

1 .
VS ZJ + Y P(R) = In.y.

on en déduit un épistrict p= ¢y :
1 ~
p ZIXJ +X08Y
donné par :

p (V) = ¢ .8y .

V.. X
i3 174

Le choix des peints x;€X et yjeY ((2.4.2)) suffit & prouver :
(4, 4.5) Théordme (Grothendieck).
~Lheereme
Pour tout ueX ® Y, il existe deux suites x €X et Y €Y telles

—_ 1
que nxnu =1, nyhll= 1 et une suite v = (vn)eﬁ telle que :

o«
u=2Ivx
onneyn

Corollaire : Si X et Y sont séparables, les suites (xn) et (yn) peuvent
€tre fixées une fois pour toutes. Dans ces conditions
1" =
nul Inlevnl
sous la condition : u = Iv x 8y ,
nn’n
Dans le cas ol X et Y ne sont plus séparables on remarque que l'appli-
1
cation ¢ : EIXJ + X 3 Y est ouverte et transforme la boule unité ouverte
1 A
de £IxJ en la boule unité ouverte de X ® Y. Il suit de 13 que 1l'on peut
relever tout compact H de la boule ouverte de X 6 Y en un compact L de la
1
boule ouverte de LIxJ’ (Bourbaki : Top. Géné. Ch. 9. § 2. prop.18), de sorte

. ) S .
que la connelssance des compacts d'un espacc £I déetermine celle des compacts

"
de X 8 Y.
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En laissant de cdté les détails on arrive ainsi aux résultats de Grothendieck
([1]), qui apparaissent donc.corme des corollaires des propriétés catégoriques
de L-adjonction :

(4.4.6) Théordme (Grothendieck).

Soit H un compact de X 3 Y, contenu dans la boule ouverte de cet
espace. Alors il existe deux suites x X, y e¥Y vérifiant

ix i<l , Iy €, x > O, y, + o0, et une partie compacte L de Z}
contenue dans la boule cuverte de 21, telles que tout ueH puisse
s'écrire :

u = gvnxneyn

avec v = (\)n)eL.

5 = Produit tensoriel (projectif) d'espaces de Waelbroeck.

Il suffit d'opérer symétriquement en &changeant, en quelque sorte, les
catégories B et W, Néanmoins il faudra prendre quelques précautions.

5.1 L'espace de Banach B(X,Y)

Etant donnés deux espaces de Waelbroeck (X,A,rA) et (V,B,rB) nous
désignons par B(X,Y) l'espace des formes bilindaires sur XxY dent la res-
triction au produit AxB est continue, muni de la topclogie de la convergence
uniforme sur AxB,

L'espace B(X,Y) peut encore s'interpreter comme le sous-espace fermé
de l'espace de Banach C(AxB) formé des foncticns bi~disquées. Comme en b :
(5.1.1) Proposition :

a) X* @ V¥ cB(X,Y)

b) X8 ¥ et B(X,Y) sont en dualité séparante.
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5.2 Le produit tensoriel X 8 ¥

Nous le définissons comme dual de 1'espace de Banach B(X,Y) :
xey=[p(X,N]" ; BY) = (x8 n*
On a alors un théoréme de densité :

(5.2.1) Proposition : l'espace vectoriel X @ Yest un sous-espace partout

dense de l'espace localement convexe [X 8 V)c et le disque compact
absorbant de X @ Y, noté A ® B, coincide exactemcnt avec 1l'adhé-
rence du disque T(A & P).

(5.2.2) (Principe de prolengement).

Scit f ure application lin€aire de X 8 Y dans un espace de Banach
Z, dont la restriction & I'(A 8 B) est continue pour la topclogie

de A ® B. Il existc une application linfaire unique feL(X & Y,Z)

qui prclonge f.
5.3 Le fcneteur BX,V
C'est un foncteur ccvariant de B dans elle-mime. Il assccie, & tout
espace de Banach Z, 1l'espace B(X,Y;Z) formé des applicaticns bilinéaires de
XxY dans Z dont la restriction au corpact AxQ est continve, runi de la topo-

logie de la convergence uniforme sur AxB. Il opére de fagon &vidente sur
les morphismes. Lorsque Z = K, on retrouve l'espace B(X,Y).
(5.3.1) Théoréme : A des isomorphismes fonctoriels prés on & :
(1) Bx’y = LyoLy = Lyoly
(2) By y =
Les preniers égalités s'cbtiennent aisément. Pcur voir la seconde

mettons en place le morphisme :

{ Ty L(X 8 ¥Y,2) > B(X,Y;2)
t,(6) (x,y) = g(xey)
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La fonctorialité &tant immédiate il suffit de prouver que T, est un

isomorphisme. On vérifie irmédictement que t, est un iscmétrie gréce & la

yA

densité de T(A © B) dans A ® B. Il reste & voir que t, est surjectif. Soit

Z
donc feB(X,Y3;Z). En posant g(x®y) = f(x,y) on définit une foncticn linéaire
g : X8 Y ~+>7Z, Montrons qu'elle se prolonge en une fonction linéaire

zeL(X 8 ¥,2) qui sera donc telle que f = rz(é). Il suffit, avec le principe
de prolongement, de vérifier que g est continue sur (A ® B) pour la topo-
logie compacte de A 8 B. Supposons donec u + u, dans I'(A 8 B). Alors pour
tout 2'€Z' la forme bilindaire 2',f, appartenant & B(X,Y) définit une forme
linéaire (z'of)” sur X 8 ¥V telle que (2'of) (u) » (2'f) (uy). Or la res~

triction & X @ ¥V de (z',f)” est précisément z',g. Nous voyons donc que

g(u) » glu,) dans Z, pour la topclogie faible o(Z,Z'). Tirons de 1i que

g(u) + g{u,) dans Z. En effet tout provient du fait que f£(AxB) est un disque
compact H de Z de sorte que g(T(A 8 F))<cH. Or sur un compact H de Z la topo-
logie faible o(Z,Z') coincide avec la topologie d'espace de Banach de Z, ce
qui termine la démonstration.

Ce résultat exprime que le foncteur BX,V cst L-représentable et repré-
senté par l'espace de Waelbroeck X 8 Y, ce qui détermine d'ailleurs com-
plétement cet espace ((3.1.1)).

On en tire irmmédiatement l'associativité et la commutativité du produit
tensoriel d'espaces de Waelbroeck.

5.4 Le bifoncteur 8 et le foncteur éV

On définit par prolongement &vident un produit tenscriel de morphismes
dans la catégorie W, on fait de 8 un bifoncteur covariant : WxW - W et, en
fixant Y, de EV : X X8 Y un foncteur covariant : W + W,

Le théoréme (5.3.1) se réerit immédiatement, en tenant compte de 1'iso-

morphisme (fonctoriel) des espaces L(X ® ¥,Z) et L(X,L(Y,2)) :
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(5.4,1) Théoréme : Les fonctewrs @, : W +W et L, : B + B sont L-adjoints.

14 y
Ce théoreme entralne les propriétés de cormutaeticn suivantes.((3.4.1)) :
(5.4.2) Thforéme : Le foncteur §y cormute dans la catégorie W, aux &épimor-

phismes, aux Cpistricts et aux sormes directes finies. Le foncteur

Ly cormute, dans la catégorie B, aux monomorphismes, aux nonostricts

et aux produits directs finis.
Corcllaire : Soient uj: X; + ¥y et u, : X; + ¥, des morphismes de W,
| 81 u; et u, sont des épimorphismes (resp : des épistricts), il en

| est de méme du morphisme u,8u,.

PAY =
6 - Les produits tensoriels 8 et @.

6.1 Les deux morphismes fonctoriels t et Tt:

a) Etant donnés deux espaces de Banach X et Y, on sait que 1'espace
vectoriel X ® Y s'injecte dans 1l'espace B(X',Y'). Treitons ce dernier espace
comme l'espace L(Y',X). Cela revient 4 dire que tout u = I ;x.8y. €X 8 ¥
défini%t un opératewr u eL(Y',X) selon :

I;.(y') = Zli<yi,y'>xi
On vérifie instantanément 1'indgelité nuigtul”de sorte que 1'spplication

A
X ® Y > L(Y',X) se prolcnge en un morphisme X 8 Y + L(Y',X) (qui n'est plus

injectif en générel). Si 1l'on fixe 1l'espace Y, on constate la fonctorialité

en X de sorte qu'en fait on a d&fini un morphisme fcnctoriel :

-~
t o 8Y -+ LY'

P ey
Etx : XY > L(Y',X)

ty(x8y)(y') = <y,y'>x
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b) Symétriquement, &tant donnés deux espaces de Weelbrceck, notds X'
et Y' et considérés comme duals d'espaces de Banach X et Y, on met en place

le morphisme

T,y ¢ X' 8 Y's L(Y,X')

X'
Ty (X185 ") (y) = <y,y'>x'
ce qui donne en réalité un morphisme fonctoriel :
T §Y' -+ LY
La principale propriété de t et 1 se résume en :

(6.1.1) Provositicn : Les morphismes ty ¢ X 8 Y + L(Y',X) et 1, : X' 8 Y'+L(Y,X')
r—-—ﬂ—————

H
t

| sont transposés 1'un de 1l'autre.

X'

On réconnait déja dans le dual de X ®Y 1l'espece L(Y,X') et dans le
dual de L(Y',X) l'espace X' 8 Y'. De plus si u = x8 et v = x'8y"' alors
<tx(u),v> = <u,TX'(v)> = <x,x'><y,y'>
Rerarque : On pourrait traduire cette propriété en disant que les morphismes
fonctoriels t et T eux-mémessont transposés 1l'un de 1l'autre. Car la noticn
de foncteur dual, dégeagée en 3.3, trouve ici sa raison 4'é€tre puisque :
-
{ (L,)* =8
(Ly ) = 8y,
Et 1'cn passe de t : @é > LY’ A 5&, > LY par dualité (ou transposition).

6.2 Diagrarmes fonctoriels,

a) Rien n'emp@che mnintenent de décomposer canoniaquement le morphisme

tX sous la forme :

ty = Im(tX).tX.Colm(tx)

ce qui met en &vidence deux espaces de Banach ; 1'un qui est le but de

Coim(tx), 1'autre qui est la source de Im(tx).
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Corme t, se réduit & une injection sur X @ Y, on voit gue l'espace
:;33;%535, source de Im(tx) colncide avec 1l'adhérence de X ® Y dans 1l'espace
L(Y',X) = B{(X',Y'). On reconnait ici l'espace produit tensoriel € noté habi-
tuellemnent X ?Y.

Quant & l'espace X g\Y/{;(o) muni de sa norme quotient, nous le noterons
L'(Y',X). Ainsi :

(6.2.1) Définition : L'espace de Banach Ll(Y',X) est 1l'espace des applications
nucléaires de Y' dans X. Sa norme, dite norme nucléaire, est notée
Nety.

On obtient donc la décomposition :
t

X8y LY', X)
%
Py = Coim(tx) ry = Im(tx)
LY,X) —— > X@Y
%
ol l'on rappelle que Py est un épistrict, EX un bimorphisme et ry un mono

strict,

On peut d'ailleurs, ces définitions étant données, constater assez vite
que Ll(.,.) etlérsont des bifoncteurs, et que, en fixant l'espace Y, les
morphismes qui interviennent sont fonctoriels en X, de sorte que l'on obtient

un diagramme fonctoriel commutatif :

7:
|

Y Y

(D) )

-—
-—-—-—4-.-’
L]

=
Y [
'_<®»
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b) En opérant avec le morphisme Ty que 1'on décompose dans la catégorie
W on met en &vidence deux espaces de Waelbroeck. L'un, source de Imfrx,),

noté X' ® Y' est exactement 1'adhérence de X' 8 Y' dans 1l'espace localement

convexe (L(Y,X'))c = (E(X,Y))c mini du disque compact unité obtenu en prenant
1'intersection de X @ Y' avec le disque compact unité A(X,Y) de B(X,Y).
L'autre, but de Coim(rx,), est 1'espace quotient (X' @ Y')/?;,(o) muni de sa
structure d'espace de Waeclbroeck quotient, et noté Ll(Y,X').*Alors :
(6.2.2) Définition : L'espace de Waelbroeck LI(Y,X') est dit espace des
applications intégrales de Y dans X'.
Et 1'on constate aussi que L}(.,.) et @ sont en r2alité des bifoncteurs

et que 1'on & réalisé un diagramme fonctoriel commutatif, exactement dusl

du précédent :

T
®Y' LY
[ o)
LY
L ~ Y'
T

Cecl traduit en fait les 8galités :

(6.2.3) Proposition : (x § Y)' = L3(Y,X")
‘ (x' & Y")* = L1(Y',X)

c) Remarque : Ia terminologie (applications nucléaires ; intégrales)
est la méme que celle de Grotgendieck, car évidemment les notions sont les
mémes. Cependant elles sont traduites ici en respectant la dualité entre les
catégories B et W. En particulier ce procédé "réhebilité" les spplicantions

intégrales et leur fait jouer un rdle tout & fait symétrique de celui joué par

les applications nuqléaires- On pourra s'en convaincre au paragraphe 8.



Espaces de Banach et dualité. 4o

6.3, Forres bilinéaires nucléaires et formes bilinéaires intégrales.

Les espaces L1(Y',X) et L(Y,X') sont des espaces d'applications
linéaires. Il leur correspond des espaces de formes bilinéaires.
Au premier correspond l'espace de Banach, noté Bl(X',Y') des formes

bilindaires nucléaires sur X'xY', de méme que L(Y',X) correspond & B(X',Y').

Au second correspond 1'espace de Waelbroeck BY(X,Y) des formes bili-

néaires intégrales sur XxY, de m@me que se correspondent les espaces

L(Y,X') et B(X,Y).

. . A -
T. Les prodults tensoriels X 8 Y et X' 9§ Y

. X
T.1 Le produit X 8 Y

Ce produit tensoriel &tant bien connu nous ne ferons que rappeler les
propriétés les plus évidentes.

A - L'espace C{T,X)

Etant donné un espace compact T on désigne par C(T,X) 1l'espace des
fonctions continues : T + X runi de la topologie de la convergence uniforme.
C'est un espace de Banach, Lorsque X = K on pose C(T,K) = C(T) et 1'on
désigne par M(T) 1l'espace dual de C(T). Ainsi 1l'espace H(T) des mesures sur
T est essentiellement un espace de Waelbroeck.

Une démonstration classique donne :

(7.1.1) Proposition : ¢(T,X) = L(X',c(T))

Et une autre démonstration classique garaontit la densité de 1l'espace
c(X) ® T dans l'espace C(T,X) de sorte que :

(7.1.2) Théordme : C(T,X) = C(T) ® X = L(X',c(T))

On tire de 13 :
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Corolleire 1. Soient S et T deux espaces compacts. Alars :

a) ¢(s) § c(T) = c(sx1)

b) M(8) & M(T) = M(SxT).
L'égalité b) se déduit de l'égalité a) par dualité. En effet
c(sxT) = Cc(8) § C(T) = L(M(T),c(S)) = B(M(S),M(T)).
Ces formules forment évidemment la base de la théorie du produit de

mesures.,

B - Intégration vectorielle & valeur dans un espace de Waelbroeck.

La construction d'une intégrale vectorielle faible est intimement liée
& le résolution d'un probléme universel pour les applications continues
d'un compact quelconque T dans le disque compact unité A d'un espace de
Waelbreock X,

Reppelons les résultats suivants :

Désignons par A(T) le disque compact unité de M(T), c'est-d-dire
1l'ensemble des mesures de masse totale au plus €gale & 1, par A+(T)l'ensemble
des mesures positives, de masse 1 et par P l'ensemble des mesures de Dirac
€ lorsque t déecrit T. Alors :

Lerme : A(T) = T(P) ; A*(T) = C(p)

T désigne 1'enveloppe disquée fermée, C 1'enveloppe convexe fermée.

Soit maintenant £ : T + A une application continue. Alors f définit
un morphisme de B : Yo : X¥ C(T) et par transposition un morphisme de W :
0, : M(T) » X, En posant, pour p M(T).:

Qf(u) = IT £ du
on obtient un &lément de X, dit intégrale faible de f par rapport & u , et
caractérisé par :

(1) <_[T fap , x® = IT <f(t) , x® dp(t) vxteX®
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Par ailleurs la fonction € : T + M(T) qui, & teT associe sa mesure de
Dirac €, est bien continue de T dans le disque compact A(T) de M(T). Alors,
avec le lemme précédent :

(B.1) Froposition : Pour toute fonction continue £ : T + A, 1'application

§f est le seul morphisme de W rendant commutatif le diagramme :

Corollaire 1. cbf(A(T)) = T(£(T))

¢.(A(1)) = T(2(T))

Corollaire 2. Pour tout morphisme u : X+ Y on a :

u(fof an) = [p(uor)dw

(7.2) Application au produit 8,

Examinons les questions les plus importantes liées au prcduit tensoriel 8
a) Prenons pour T le disque A et pour f l'identité de A. Comme 1'appli-
cation X* + C(A) est un monostrict (isométrie) on voit que l'application
M(A) » A est un épistrict. Donc :

Tout espace de Waelbroeck X est un quotient d'un espace M(T) en 1'occur-

rence 1'espace M(A),

Fixons maintenant deux espaces de Waelbroeck (X,A,TA) et (V,B,1B) ainsi
que les épistricts :
o : M(A)+X et ¢ MB) » VY
On en déduit, en identifiant les espaces M(AxB) et M(A) € M(B) ( en asso-
ciant € 8¢, a sa,b)’ l'existence d'un &pistrict p : H(AxB) + X € V¥ (corollaire

de (5.4.2)), tel que p(ea,b) = (¢§¢)(eaeeb) = ¢(ea)8w(eb) = a@b.
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Ainsi le diagramme :

]
AXB ~——— X 8 Y
-"‘,/
e
P
rd

étant cormutatif on a nécessairement p = §g et le corollaire 1 de (B.1)
s'applique pour donner les résultats essentiels :
(7.2.1) Théordme : L'épistrict canonique o : M(AxB) + X 8 YV associe & toute

mesure A € M(AxB) 1'intégrale faible

ph = [ a8b dr(a,b)
AxB
(7.2.2) Théordme : Pour tout &lément u ¢A 8 B , il existe une mesure

AeM(AxB), positive et de masse 1, telle que
u=[ adb dr(a,b)
AxB

Il suffit de voir que A @ B coincide avec l'enveloppe convexe fermée

C(A 8 B).

Ce dernier théordme est donc un théoréme de représentation des &léments
de X 8 ¥ qui est 1l'analogue du théoréme (4,4,5) pour la représentation des
1éments de X B Y. Mais ici les séries absolument convergentes sont remplacées
per des mesures sur des compacts.

8. Applications intégreles et applications nucléaires.

Etant donnés deux espaces de Bmnach X et Y, rappelons qu'une application
nucléaire u : Y' > X est définie per la donnée d'un &1ément ueX & Y, que 1l'on
& =T N ] T = 1
peut représenter sous la forme u g)\nxneyn ol tx§ 0y n" <1 et x =4 n)ff,
selon :

1 w?) = F '
(1) u(y') g An <yh,y >X,
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la norme nucléaire de U &tant donnée par la borne inférieure des quantités
glxnl prige pour toutes les décompositions possibles du type (1).

De méme une application intégrale v : Y » X' est définie par la donnée
d'un élément veX' ® ¥', que 1l'on peut représenter par vee intégrale faible
[A,xB,x'Gy' ax(x',y') ol A est une mesure (positive si 1l'on veut) sur le
compact A'xB', selon :

(2) <v(y) , x> = fA,xB,<x,x'><y,y‘> arx(x',y")
le disque compact unité de 1'espace L1(Y,X') étant décrit lorsque A parcourt
le disque des mesures de masse totale 1.

8.1 Invariance par transposition.

Chaque application nucléaire ﬁ, élément de L(Y'X) définit une forme
bilinéaire sur X'xY¥', dite forme bilinéaire nucléaire. Il est clair que la
permutation de X' et Y' &tablit sur 1'espace BI1(X',Y') de ces formes bilinéaires
un isomorphisme d'espaces de Banach. Or cette permutation correspond exactement

i la transposition pour les applications linéaires associées., De sorte que :
(9.1.1) Proposition : La transposée d'une application nucléaire est encore
l nucléaire et de méme norme nucléaire.
Ce qui traduit les isomorphismes : L!(Y',X) = L(X',Y) = BI(X',¥').

Et de méme :

(8.1.2) Proposition : La transposée d'une application intégrale est encore
I une application intégrale.

Ce qui traduit les isomorphismes : Ll(Y,X') = L1(X,Y') = Bi(X,Y)

8.2 Caractére fonctoriel.

Nous avons affirmé 1'existence de bifoncteurs L1(.,.) et L}(.,.). En fait
il faut prouver que l'action sur les morphismes est cohérente. Ce qui se fait

immédiatement & partir des décompositions (1) et (2) :
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(8.2.1) Proposition : Soient u eL!(Y',X) une application nucléaire, ;16L1(Y1,X1 )
une application intégrale, a : X > X et 8 : Y > Y des morphismes
de B, a' : X'l + X' et 8" : Yi + Y' les morrhismes de W, transposées

de o et B.
]

' " . v
Y'lstY' u>X——“—-—>X1;YB>1 14')(i a__,xv

L'application & = a.u.8' : Y] » X, est nucléaire et dujllyg llully «
L'application v = a .;1.8 : Y+ X' est intégrale et contenue dans

le disque compact unité de L!(Y,X') lorsque v, est contenue dans

1
le disque compact unité de L (Y X}).

8.3 Application nucléaire-type.

Désignons par ZletB et £ = (£1)'eW les espaces habituels lmll et l;;.
Soit de 1l'epplication canonique, dite application diagonale :
d : W -+ I d(n) = (n,n)
On lui associe un morphisme §'de W :

6": IleN + & (5'C)n = cn,n

et par transposition un morphisme 6 de B :

1 1 - En
§: 8 >l o (GE)n”‘)zj[oSin#m

sin=nmn

Comme #6Ell; = NEl,, on voit que & est un monostrict, donc §' est un épistrict.

Désignons par (Ek) ) ou

la base canonique de £l définie par = (§

k>0 x n,k

s est le symbole de Kronecker. On sait que l'espace Iu; s'identifie &
n,k x N

Pal -
1'espace £! ® £! en i 8= 1818 t 0t eLleld,

3o associant & ¢ (Cn,m) 1'élément né;m; , enﬁemﬁl L% .Par
ailleurs l'application canonique £184! + £18£! &tant injective (ce qui signifie
que £! vérifie la propriété d'approximation : cf.9.), on peut identifier

A . . . . . .
2184} et 1'espace L1(£7,21). Ainsi 1'application diagonale d fournit un mono-

strict 4 : £ » L1(£7,p1),
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= 1 =7 £ ®c ] ur n = -
Pout & (En) e, on a AE L € 8 ce qui donne pour (nn)d’- :

Ag(n) =in € = (annn) = £.0

Résumons :

Lerme 1 : Toute suite £ €£! définit une application nucléaire A-E- eL1(£,01)
par 1'égalité Ag(ﬁ) = £.7n. L'application & : £} -+ L1(L,£!) est un
monostrict.

Une telle application A- sera qualifiée d'application nucl&aire-type.

3

L'intérét d'une telle application est bien illustré par la proposition suivante.

(8.3.1) Proposition : Pour toute epplication nucléaire u eLl(Y',X) il existe

des morphismes o : £1 + X , 8 : £! + Y et une application nucléaire-
type 45 : 27+ £ tels que u se factorise en u = a.A;.B'. Récipro=-
querent une application factorisée de cette maniére est €videmment

nucléaire.

On sait que u se représente par u = Lv_x 68

nn"n

et V = (vn)eﬁl. I1 suffit alors de définir o« et B par :

o8

eXBY, ol axpsl ; tylsl

®

easa s(2) = Fe.3,
u

a(E) =
pour vérifier 1'égalité :

Factorisation & travers un espace de Hilbert.

Un espace de Hilbert H (plus généralement un espace de Banach réflexif)
définit & la fois un objet de B, noté encore H, et un objet de ™, roté H ,
lorsqu'on place sur sa boule unité la topologie affaiblie o(H,H').

Par ailleurs, on sait, (Schatten : [31), que H& H = Ll(Ho,H) (car un
espace de Hilbert possdde la propriété d'approxiration).et que H = L(HO,H)=
= K(H,H) ol K(H,H) désigne l'espace de Banach des opérateurs compacts de H.

Cela &tant, & toute suite ¥ = (vn) ell on peut associer une suite (rn)

-+ i X = = 3
avec rn # 0, rl_1 + «, telle gque la suite A (An), An = rnvn, solt encore
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dans £!, Soit § = (o) » p, = 1/r . Alors Gec_ , V= 5.1 , et quitte & modifier
p, » ON peut supposer An;o et HAH1§1.
On 4éfinit alors les applications :

1 : £2 5> P} 1(g)
§: L2 » 1 3(E)

]
—

£ VA)

n

n
ogn

.
"
O

On voit que ¥ est un rorphisme de B, que § est un opéreteur hermitien
dont les valeurs propres o forment une suite de e Donc § est corpact et
¢ €eX(£222). Enfin il est clair que by = ¥edu¥' , ce qui donne une factorisation
d travers un espace de Hilbert séparable. En revenent & X et Y on obtient :
(8.3.2) Proposition : Pour toute application nucléaire u eLl(Y',X) il existe
{ un espace de Hilbert séparable H, des morphismes

i r : K+Xets :H~>Y

’ et une application § eL(HO,H) = K(H,H) tels que u = r.J.s'.
La situation est résumée par le diagramme cormutatif suivant :

Y 2 -X

N A
s' [n by eq r
A4, N
HQ'

¢ —» H

8.4, Applications intégrales~type.

La procédure est analogue, l'ensemble N étant remplecé par un campact
T quelconque. L'application diagonale d : T + TxT , d(t) = (t,t) donne naissance
& un morphisme §' de B.
§' : c(TxT) + c(T)
et per transposition & un morphisme § de W :

8§ : M(T) + M(TxT)

On constate aisément que &8' est un épistrict, donc § est un monostrict.
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Par ailleurs les égalités (T7.1.2)
o(Txr) = LOM(T),c(T) = c(1) & (1)
donnent par dualité :
M(T=T) = M(T) ® M(T) = L(c(T),M(T))
Et, si 1'on se souvient que M(TxT) est isomorphe & M(T) & M(T) en associant
& toute mesure ) eM(T T) 1'intégrale faible
- e 8¢, di(s,t)
on voit que 4 induit un rionostrict A :
A M(T) > L(c(T),M(T))
défini par :

A
u

fTet@et du(t) , de sorte que, pour feC(T) :

fT<f g, >e, du(t) = IT f{t)Et du(t)

"t Tt

On reconnait dans le dernier membre la mesure f.p. Donc :

Au(f)

Lemme 2 : toute mesure p ¢ M(T) définit une application intégralg AuéLl(C(T),M(T))
par 1'égalité Au(f) = f.p. L'application & : M(T) - LY(c(T),M(T))
est un monostrict de V.

Une telle application est dite application intégrale-type. Et 1l'on peut
factoriser toute application intégrale & travers une application intégrale-type
puisque :

(8.4.1) Proposition : Pour toute application intégrale ;'eLl(Y,X’) il existe
un corpact T, des morphismes a : X + C(T) ,8 : Y + C(T), et une
application intégrale-type B, ¢ C(T) + M(T) tels que v se factorise

env = a'.Au.B. Réciproguerent une application factorisée de cette

maniére est éviderment intégrale.

On sait que v est déterninée par la donnée d'une mesure p, positive si

1'on veut, sur le disque compact T = A'xB', selon :
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v(y) = [y, prysy'>x' aulx',y")

Définissons o et B par : (ax)(x',y')

<x,x'>

(gy)(x',y")

<y,y'>
Alors :
<x,a'.Au.By> = fTax.By du = <x,;y> ce qui prouve 1'égalité
v = aﬂ.Au.B et termine la démonstration.

Factorisation & travers un espace de Hilbert.

Supposons u positive et soit A la mesure proportionnelle 2 u et de
mesure totale 1. Posons H = L?(A). L'injection canonique f: C(T) » H est un
morphisme, donc sa transposée {' : H, -+ M(T) est un morphisme de W qui
associe & toute fonction geH la mesure g.A. Enfin 1'application identique 1,
de H est contenue dans 1l'espace L(H,Ho) done aussi § = p(l).lH. Alors pour
£eC(T) on a : (¢'.§.8){(f) = u(l)f.r = f.pu ce qui prouve 1'égalité ('.¢. ¥ = B

Remarquons encore que si X et Y sont séparables le compact T est métri-
sable, ce qui assure que L2()A) est aussi séparesble. anc :

(8.4,2) Proposition : Pour toute application intégrale v €Ll(Y,X') il existe
un espace de Hilbert H (séparsble lorsque X et Y sont séparables)
des morphismes r : X > H , s : Y > H, et une application QeL(H,HO),

-~

qui est d'ailleurs une homothétie, tels que v = r'.§.s.

Ce qui résume par le diagrarme comrmtatif :
v

Y ~ X'
\\r ey
/ i
s | om) 2L mT) o
/1 PN
H —»H
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8.5. Relations entre applications intégrales et applications nucléaires.

(8.5.1) Proposition : Soient E,F , X,Y des espaces de Banach, et des applicetions
applications :

P&,y 2 ,x T, g

On suppose u nucléaire, £ e L(X,E') et g ¢L(F,Y'). Alors f.u.g est

intégrele,

On peut supposer, & une homothétie prés, que f et g envoient respective-
ment les boules unité de X et F dans les compacts unité de E' et Y'. L'appli-
cation U est définie par u = Iv_x 8y €X @ Y.Posons £(x ) = a' €E' et

onnv'n n n
' = hH! ' 1 at ' -
g (yn) bl eF'. Corme Ix f<l et Py Nsl, les suites (Qn) et (bn) sont con
tenues dans les compacts unité A' et B' de E' et F'. Soit maintenant u la

mesure sur A'xB' définie par u = Iv, €.+ 8 €, , de masse totale au plus
n n

égal a Zlv b « On vérifie que 1'application v = f.u.g est justcment définie
par la mesure u, ce qui prouve que v est intégrale.

Etent donné un espace de Banach X, on peut runir son dual X' d'une
structure d'espace de Banach. Pour &éviter les confusions nous noterons alors
per X! ce dual. On reconnait en 1'espace (Xé)' le bidual habituel X", qui doit
donc €tre lu dens W, Eviderment 1'injection canonique j : X + X" est un &élément
de L(X,X"), ce qui donne le corollaire :

Corollaire:Pour les mémes hypothdses 1'application u.g : F + X définit une
application j.;.g : F > X" qui est intégrale.

La .propriété analogue avec les applications nucléaires va s'énoncer ainsi :

v f

(8.5.2) Proposition : Soit Y > X' — E. On suppose Vv intégrale et

feL(X',E). Alors l'application f.v se reldve en une application

nucléaire de Y" dans E.
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On peut supposer v(B) cA'. On sait que f(A') est un disque compact de E,

de sorte qu'il existe une suite (e )n de E telle que f{A') soit contenue

21
dans l'enveloppe disquée fermée f(en). Soit L le compact de E formé de la
suite (en)n;o’ avec e = o . Alors H = T(L) est un disque corpact de E et
f(A') cH. Soit maintenant EH 1l'espace vectoriel engendré par H dans E, ot

mini de la structure d'espace de Waelbreeck définie par le corpact unité H.
Eviderment 1l'application f : X'+ E se factorise & travers EH et 1l'application
£ X' > EH obtenue est un morphisme de W. Il suit de 13 que f.v : Y » EH est

intégrale et qu'on peut la représenter par un élérment z ¢Y' ) EH’ que 1'on

peut, 3 une homothétie prds, supposer contenu dans le corpect unité B' @ H

de Y' 8 E;e Or on sait que B' 8 H =T(B' @ H) et 1'égalitéd ¥ = T(L) donne
rapidement B' @ H = I'(B' 8 L) et mféne B' 8 H =C(B' 8 L), B étant un disque.

On est donc ramené & (7.1.B), au corollaire 1 de prop.(3,1), ol 1'on
prend pour T le compact B'xL. Ainsi il existe une mesure A sur B'xL, positive
et de masse 1, telle que , dans Y' 8 EH’ on ait :

z = fB'XL Y'8e di(y?,e)

Or B'xL = é;t B'X{en}, de sorte que A est en réalité définie par une
suite (un) de mesures positives sur B' de fagon que A = ?uneee . La suite
(4,(1)) est dans £! cer u (1) = A(1) = 1. Alors :

=7 '
z = X(f5, ¥ du )8e
Or, on peut &erire [_,y' du = p (1)y' , ou y' €B'. En résumé z s'éerit,
B n n n n
dans Y'® E; :
= Ty (1) y'®
25 Mt Yy
ce qui prouve que pour tout yeY et tout e'e¢E' (un tel e' d4finit bien un &1é-
ment de (EH)x) on a :

<f.v.y,e'> =

o8

Un(l)<y’Y£><en’e'>
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Posons alors v = un(l) et v = (vn) L£! . La formule précéilente rontre
que 1'on peut relever f.v en une application : YY + E définie par :
y" H-gvn<y",yé><en,eh-qui est nucléaire de fagon évidente.
Corolleire : Soient E,F , X,Y des espsces de Banach et des epplications :

p—E oy Y T .5

i On suppose v intégrale, f eL(X',E) et geL(T',Y). Alors f.v.g est
| nucléaire,
Car f.v se reldve en une application nucléeire Y" + E et marifestement
g indnit une application F'+ Y" qui est un morphisme de W.

9. La propriété d'approximation.

Nous ne reprendrons pas en détail le probléme d'approximation. Tous
les résultats connus actuellement se trouvent dans [l]. Disons cependant qu'un
espece Y possdde la propriété d'approximation si et seulement, pour tout
X e B, le morphisme canonique X Y -+ L(Y',X) est injectif. On sait qu'il
revient au méme de dire que, pour tout Xe B, le produit tensoriel algébrique
X 8 Y est dense dans 1l'espace L(Y',X).

Cette définition se laisse traiter fonctoriellerent. En effet dans les

diagrammes fonctoriels de (6.2), transposés l'un de l'autre :

t -
! 4
1 ! ,
P i r n} )
h 2 I -3
Y! T " Ty Y T Y

elle exprime que p est un isomorphisme fonctoriel, ou bien que r est un iso-

morphisme fonctoriel. En suivant [1] on peut donc affirmer :
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(9.1) Théoréme (Grothendieck).

Les Hypothéses suivantes sur l'espace de Banach Y sont &quivalentes :

A

a) ® = L;,
N

) 8 =Ly,
— 1

) ey, =Ly

®

a) 8y, =Ly

Lorsqu'elles sont vérifiées, on dit que Y poss&de la propriété

d'approximation.

> ~ g . &
Lorsque Y posséde la propriété d'spproximation le foncteur GY
un foncteur L-adjoint, qui n'est autre que )

yr+ De méme le foncteur §Y' posséde

posséde

un foncteur L-zdjoint qui est §Y.
En fait ces propriétés se trouvent suffisantes pour entrainer quec Y
posséde la propriété d'approximation.
(9.2) Théoréme : Les hypothdses (9.1) sont encore €quivelentes aux hypothéses
Rt A

suivantes :

N
8Y

i
| f) Le foncteur 5&, possé&de un L-adjoint.

e) Le foncteur posséde un L-adjoint.
Démontrons 1'équivalence de e) et b) c'est-d-dire 1l'implication e) + b).

A
Soit F: W > W un foncteur L-adjoint au foncteur @Y' Pour X€W et ZeB on & :

A

L(F(X),2) = L(X, 2 8 Y)

En prenant X = K, on obtient Z étY = L(F (X),Z), puis, avec 2 = K, 1'éga-
1ité Y = [F(K)1*® a'od Y' = F(K). Ainsi 2 sEY = L(Y',Z) ce qui prouve l'égalité
8y = Lyys On démontrerait de méme 1'équivalence de f) et d).

Revenons un instant au cas général ol l'on ne fait aucune hypothése sur

A

1l'espace de Banach Y. Bien qu'alors le foncteur BY

un L-adjoint, on peut voir qu'il conserve quelques propriétés des foncteurs

ne posséde pas nécessairement
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adrmettant un L-adjoint. Et de méme le foncteur 8. , conserve quelques propriétés
de commutation. En effet :

(9.3) Prcposition : Le foncteur §Y commte aux monomorphismes , aux monostricts
et aux puissances finies dans la catégorie B. Le foncteur §Y' cormute

aux monomorphismes, aux monostricts et aux puissances quelconques

dans la catégorie W,

Démonstration.a)

a) Si u : X + X; est un monomorphisme (resp : strict) de B, le diagramme

. A
commitatif : Xevy L(Y*, X)
3\1 , ! Ly
u v l J (Y',u)
Q
x1 Y > L(Y'.Xl)

ol les lignes sont des monostricts, permet de voir que u@lY est un rionoror-
phisme (resp : strict).
b) Soit I un ensemble quelcongue. On sait que 1l'espace de Banach produit

k' = «”; posséde la propriété d'approximetion. Désignons, provisoirement, pour
éviter toute confusion, par K le corps K mais lu dans la catégorie W. Alors
1'espace de Waelbroeck somme directe K(I) = (KI)' est tel que, pour X¢€ B,
1'application canonique : |

x' & k(I & L(KI,X')
soit un monomorphisme, ce qui prouve que 1l'application canonique

KD § x> x, kT
est aussi un monomorphisme. Par dualité, il en ré&sulte que l'application cono~-
nique k'8 x> L(x' ,KI)
est un €pimorphisme ce qui garantit 1'égnlité :

k' x = nix %) = ( kTG xn)*,
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Supposons maintenant l'ensemble I fini, Puisque 8_, commute aux sommes

X!
directes finies, on & 1'8galité
K0 5 x0 = (xn)(D)
d'ol KI A I
8 X=X
I1 suit de 13, gréce § i'associativité du produit 3} que

R A A 2 A AN
X ey=808y=8 (x8y) =(x8!

ce qui, pour le fonecteur 8_, termine la démonstration.

iy o)

c) Pour le foncteur

o

¥ le raisonnement est le méme, en permutant les

catégories B et W. Mais corme on sait que %?X commute aux sommes directes guel-
congues de B, 1l'hypothése de finitude pour I n'est pas & retenir. La démons-
tretion se termine en utilisant 1l'associativité du produit ® dans la catégorie
¥, (laquelle se prouve par des arguments évidents de densité).
Pour saller plus loin et examiner une réciproque il conviert de revenir
sur la notion de biduel. En réalité la correspondance X - X" d%4finit un foncteur
coveriant :
Bid : B +W
Et lorsqu'on associe & tout espace de Waelbroeck X 1l'espece de Banach Xb
obtenu en prenant pour disque unité le cormpact unité de X, on réalise eussi
un foncteur covarient :
Ban : W + B
Cele &tant on a :
(9.4) Proposition : Le foncteur Bid est adjoint & gauche au foncteur Ban.
L'égalité Hom(X,Yb) = Hom(X",Y) provient exxentiellement du fait que tout
morphisme u : X =+ Yb est continu pour les topologies faibles o(X,X') et o(V,¥™),

et de la densité€ de la boule unité de X dans le disque compact unité de X".
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On peut maintenant prouver :

(9.5) Théor®me : Pour que l'espace de. Banach Y posséde la propriété d'approxi-
metion il suffit que le foncteur gy, commute aux produits quelcon
ques de W.

Car alors §Y' commute aux limites gauches dans W. Or la catégorie W est
localement petite et poss@de un séparateur K. Un théorsme catégorique de
Freyd-Mitchell ({2], V-3, th. 3.1 et cor 3.2) assure dans, ces conditicms,
1l'existence d'un foncteur F : W > W, adjoint & gauche au foncteur §Y' . Ona
done, pour X et Z dans W :

Hom(F(X),Z) = Hom(X,Z g Y")

En faisant X = Z = K on recueille :

Hom(F(K),K) = Honm(K,Y*)
d'ol il suit 1'égalité :

Hom(K, [F(K)]™) = Fom(K,Y!)
a'ol 1'on tire ¥ = [F(K)]™ puis F(K) = Y".
Ainsi, en revenant & Z, on a :

Hom(Y",2) = Hom(K,Z © Y')
ce qui donne encore avec (9.4) :

Hom(Y,Zb) = Hom(K,Z e

Or le premier ensermble n'est autre que le disque (corpact) unité de
1l'espace L(Y,Z) et le second coincide avec le disque (compact) unité de
78 Y'. Les deux espaces de Waelbroeck L(Y,Z) et Z € Y' sont donc algébriquement
identiques, ce qui suffit pour entrainer leur égalité dans la catégarie W
puisque, de toute fagon Z ® Y' est un sous-espace de L(Y,Z). On a donc prouver
(car tous les iscmorphismes qui interviennent sont fonctoriels) 1'égelité des

foncteurs 3y, et Ly, ce qui nous raméne d l'hypothése d) de (9.1) et termine

le. démonstratien.
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Remarque 1 : Il reste, pour terminer, & poser deux gquestions non résolues.

o~
1l - Ia comrmutation du foncteur 6Y

que Y posséde la propriété d'approximaticn ?

aux produits finis de B entraine-t-elle

Ce qui géne est éviderment que le théordme cité de Freyd-Mitchell ne
s'applique pas.

2 = Le commutation du foncteur EY' aux produits finis de W (compte tenu
de la comrutation aux puissances quelconques) entraine-t-elle la corrutation
aux produits quelconques donc que Y posséde la propriété d'apprcximation ?
Remarque 2 : Il est inutile pour la question 1, de supposer que le foncteur

a 3
9, cormute aux produits quelcongues de B pour pouvoir justement appliquer

Y

le théoréme de Freyd-Mitchell. En effet, (et nous aurons ainsi un exerple
de foncteur B -+ [B admettant un foncteur ¥ + W L-adjoint et ne cormutant pas
aux produits quelcongues de B, ce qui montrera que la condition de finitude
du ler théoréme de commutation (3.4.1) est vraiment essentielle) :

., . A
(9.6) Proposition : On suppose que le foncteur €y » cu le foncteur Ly, ,

commute aux produits quelconques de B, Alors Y est de dimension
finie,
Faisons la démonstration avec le foncteur §Y' MAlors, avec le théoréne
de Freyé-Mitchell, ce foncteur admet un adjoint & gauche dans la catégori B,
soit F : B » B. Ainsi, pour X et 2 dens B on a :
Hom(F(X),Z) = Hom(X,2Z '3 Y)
Et avec X = Z = K on obtient :
Hom(F(K) ,K) = Hem(K,Y).
Posons E = F(K) €B. Ainsi :
Hom(K,Y) = Hom(K,E') = Hom(K,Eé)

desortequeY=Bl').Ma.isa.lorsavecX=KetZ=Eone.:
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N

Hom(E,E) = Hom(X, E ® Eé)
Cette égalité prouve que l'application identique 1p est un €lérent de
N
E® E% , en particulier elle est compacte, ce qui assure bien que E, et

pertant Y = Eé » est de dimension finie.
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