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UNL DEMONSTRATION DU THECREME DE LOWENHEIM-SKOLE? (h)

R. CUSIN & B BOURTOYT

ATRCDUCTION

Le théoréme de L8wenheim-Skolem est une généralisation du théorlme de
G&del concernant un ensemblce dénombrable d'inoncés. La démonstration que
nous présentons ici utilise les r3sultats logiques acquis dens la démons=
tration du théoréme de G8del. Donnons d'abord une définiticn :

Un enscrmble J d'énoncés de T est sirultanérent réalisable dans un

. %® . . . . ]

domaine I contenu éans I, s'il existe une application s de I dans I telle
. . . < . 3%

que s{J) soit contenu dans une velidation de 1z sous-logique E,

De fagen précise, nous nous proposons de démontrer :

Toute partie d€nombrable et compatidle J de E est simultanérment réelisable

dans un doroine dénorbrable.

Cette proposition permct d'obtenir & titre de corollaire le théoréme
- e Pd
généreal cherché.
N.B. Le cas od J cst fini se traite irmédictement.

En effet soit A la conjonction de tous les énoncés de J. Puisque J est
compatible, 1'énorcé 7A n'est pas démontrable, donc n'est pas universellement
valide (théor&me de G8del), Il existe au moins une validation V, de E ne

i
contenant pas 7T A. Ainsi V. contient 1%&noncé A et, & fortiori, 1l'cnsemble J.

h
CALCULS PRELIMINATRIS.

Nous allons démentrer la proposition particulidre suivante :
Si J est une partie dénombrable et competiktle de E telle que CI

(%) Conférence présentie aux "Journdes d'Algebre et Logique™ de la Faculté des Sciences de Clermont-
Ferrand (15-16 janvier 1966).



Théor2me de Lowenheim-Skolem 10
soit infini, alors il existe un domainc dénormbrable 1* tel que
IJCZIx<:I et que J soit contcnu dans une validation de la sous-
logique B,
En effet la proposition génfrale s'en déduit par le raisonnement suivent :
Soit J une partie dénombrable et compatible de E; Si C IJ est infini,
il n'y a rien a démontrer. Si [IJ est fini, les ensembles I et IJ sont
dénombrables. On peut trouver une application s de I sur une partie I' de I,

bijective de I_ sur I', et telle que [s(IJ) soit infini. Alors s(J) est

J
une partie dénombrable et compatible de E telle [s(IJ) = [Is(J) soit
infini. Appliquons le résultat de la proposition particuliére : il existe
un domeine dénombreble I* contenant IS(T) et contenu dans I (donc s applique

I dans I7), tel que s(J) soit contenu dens urne validation de E.

N . + . . .
3éme lemme fondamental : Soit E la sur-~logique de E construite sur le domaine

+ .
de I = Iufe},¢ étent un individu nouvesu. Soit V un sdc de E
ct f° une forrmle quantifiable,
) Si 3x[f*1eV, mais pour tout ael, (a/x)fx¢v, alors il existe
+ + . . c
un sdc V de E , contcnant V et 1'@noncé (e/x)fy.
b) 8i 'Vx[fX]¢V, mois pour tout ael, (a/x)f> <V, alors il existe
+ + . z 4
un sdc V de E , contenant V, mais ne contenant pas 1'énoncé (e/x)fx.
Preuve : a) Etudions le premier cas et raisonnons par l'absurde, en supposant
. . . . + .
que Vu{ (€ /x)f} soit une partie incompatible de E', c'est-d-dire
+ . . -
contenuedans asucun des sdc de E , Il existe donc une partie finie

. s . +
Vo de V telle que Voul (¢ /x)f'} soit une partie incompetible de E .
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Désignons par A la conjonction des énoncés de Vo. L'énoncé A+1(e/x)f
est démontrable dans f?ﬁ donc aussi l1l'énoncé B = A » VX[1fx] , pulsque
B ne contient pas l'individu ¢ .

Ainsi B¢E et BeT¢; par conséquent B¢EnT = T.

Comme Ae¢V, il en résulte que 13x[fx] = Vx[wfx]ev, ce qui contredit

le fait que V contient par hypothdse 1'énoncd IxIf*1.

Conclusion : L'ensemble vul(e/x)f5} est compatible, donc contenu
dans un sdc V' de ET.

b) Pour Obtenir le second résultat, il suffit de poser & = f et
d'appliquer le résultat précédent :

Ex[gx]=‘1Vx[fX]€V, mais pour tout ael, (a/x)g”™ = 7(a/x)fx¢V.

Il existe donc un sdc V+de E+ contenant V et tel que

(e/x)€" = 1(e/x)g’¢V.

Conséquence du 38me lemme : Soit B un énoncé quelconque et V un sdc de E qui

n'est pas B-validant . Alors en adjoignant un nombre au plus fini
d'individus nouvesux & I, on peut construire une surlogique E de E,
telle que V soit contenu dans un sdc B~validant de E+- (I1 suffit
d'appliquer le lemme successivement & toutes les formules quantifiables
(x/b)B, de fagon A obtenir finalemen: un sdc V+qui soit (B,b)=validant

pour tout bsIB. Le processus est fini, cer IB est fini).

La démonstration ;

1) Soit J une partie compatible et dénombrable de E avec EIJ infini.
L'enserhle I, est dénombreble, mais peut &tre fini : soit I, un domaine infini
dénombrable contenant I; et tel que (Io soit infini. J est aussi une pertie

compatible et dénombrable de la sous-logique Eo construite sur Ip : J est
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donc contenuedans un sdc Vo de Eo. L'ensemble infini (I, pout &tre partagé
en deux parties infinies disjointes K, et K .

2) Nous appliquons le 2Bme lemme (consédquence) successivement 3 tous les
énoncés Bn(neN) de l'ensemble dénombrable SJ(EO) . Nous construirons une chalne

dérniombrable de surlogiques E;l de Eo vérifiant pour tout n :

- I e 1 a T Tev o L. ' ing - 1 ? UK
{ le domaine In est dénombrable ; In In—l est fini ; In_chncIo Ko
- i i c d ' S ' t/ e ' co e hed i t-
il existc un sde V] de E, contenant V! , ct (Bl » By 5 . Bn) validan
- soit alors L, la logique construite sur I, = LJ I
nell

Il est dénombrable comme réunion dénombrable d'ensembles dénombrables.

[Il est infini car [Il contient K§ infini. TocI=I

~ L'ensemble T, des énoncés démentrahles de E, est J T (en notant T
neN
l'ensemble des énoncés démontrables de Er'l)'

En effet AeT. = il existe n tel quc AeE' = AeT NE' = T!' = Ae¢UT’
1 n 1 ™n n n n

Aekﬁ' lel = 11 existe n tel que Ac-TI'lcT - AeT..

1 1
- L'ensemble V. = LJV' est un sdec de E,. In effet
1l n n 1
. Tlch car 'I.‘r'lcvl:1 pour tout n .
.S Aet A~ BeV,, il existe n tel que A et A > '.BéVI'1 (car les sdc VI'1

forment une chaine) ; d‘ol BeVI‘1 » BeV, .
. Pour tout énoncé AeEl, soit AeV:L , Soit 1AeVl.
AéVl-} pour tout n , .t\.¢V1!l . Or il existe p tel que AeEI').
]
Donc ‘lAéVp = TAeV, .
- V, est un sde SJ(EO)—valida.nt, c'est-g-dire B -validant pour tout neN.

En effet pour tout n, Vr’1 est Bn-validant, et Vr'lch.

Conclusion : nous avons construit une surlogique B, de E, telle que :

1
[Il dénombrable ; IocIch 3 {:Il infini

I1 existe un sdc V, de E, contenant Vo et SJ(EO)-validant.
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Remarquons que V1 n'est pas nécessairement SJ(El)-validant. I1 nous
faut donec continuer le processus de la fagon suivante :
3) En utilisant les résultats du peragraphc précédent, nous construisons

une chaine dénombrable de surlogiques E_ de Eo, vérifiant pour tout n :

In déncmbrable In--lc'InCI;U [In infini

i 1 E ‘ - i .
1 existe un sde V_ de , contenant V. et SJ(Enml) velidant
- soit E* la surlogique de E4 construite sur ™* = l# In

I* est dénombrable, contient Iy , donc IJ et est contenu dans I.

- soit V* = 1E|Vn. La démonstration du paragrephe précédent permet

d'affirmer que v* est un sde de EX contenant J.

- V" et 5 (E).velidant. Bn effet, si BeS (E), il existe nel tel que

d

BeS;(E ). Le sde V . de E_,. est Bvalidant et, 3 fortiori, v® est B-validant.

n+
L) Pour terminer la démonstration, il suffit d'appliquer le corollaire
du ler lemme fondamental. L'ensemble J, &tant contenu dans un sde SJ(E*)-

validant de Ex, est aussi contenu dens une validation de K.

Quelgues conséquences.

Plusieurs théordmes se déduisent 3 titre de corollaires de la proposition
que nous venons de démontrer, Nous les groupons de la fagon suivente :

Si J est une partie dénombrable de E, les assertions suivantes sont

équivalentes :
(1) J est compatible
(2) J est simultanément réalisable dans un domaine dénombrable.
(3) J est simultanément réalisable dans un domaine quelconque.

() Toute partie finie de J est simultanément réelisable dans

un domaine gquelconque.
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Preuve ;

1 2 c'est la proposition que nous avens démontrée.
2 » 3 trivial, puisque tout ensemble dénombrable ect &quipotent & une partie
d'un ensemble infini.
3 = 1 Supposons J sirmultanémant réalissble dans un domaine 1* ; 11 existe
une application s de I dans I" telle que s(J) soit contenu dens une
validation V© de E'. Donc J est contenu dans El(Vﬁ) qui est un sde
de E (28me lemme fondemental - remarque) : J est compatible.
1<> 4 trivial en utilisant 1'équivalence 1< 3. Car pour que J soit compatible
il faut et il suffit que toute pertie finie de J soit compatible.
Retenons la forme classique :

Théoréme de Ldwenheim-Skolem : Si un ensemble dénombrable d'énoncés est

simultanément réalisable dans un domaine quelconque, il est simul-
tanément réalisable dans un domeine dénombrable.

Théoréme de compacité : Pour qu'un cnsemble dénombrable d'énoncés J soit

simultanément réalisable dans un domaine quelconque, il suffit
que toute partie finie de J le soit.

Généralisation.,

Reppelons qu'une sur-logique I'd‘une logique E est par définition, la
logique construite sur un ensemble d'individus f+, fﬂ:I, l'ensemble des
variaebles et celui des prédicats restants les mémes.

Le théoréme précédent se généralise alors comme suit :

Théoréme : Soit J un ensemble d'énoncés d'une logique E construite sur T,
on suppose en outre que Card(J) =% et Card(I) = -@38( N’O,xsis\so) 3
si J est compatible, alors, il existe une sur-logique E de E

. . . . + . . .
construlte sur un ensemble d'individus I de cardinal inférieur
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ou égal au plus grand des deux cardinaux N& et A?B, et telle que J
. . P .. <+
scit simultenément réalisable dans E 7,
Preuve : Remarquons que Card(SJ(E))é c‘?a .5’?8 = max ((Va ’NB)’ et ordonnons bien

SJ(E) : S(E) =[Be, ... , B

I s sesss]s D'aprds la conséquence du 38me lemme

w
fondamental, il existe une sur-logique Eo, de E (éventuellement Ey = E)
construite sur I, = IU{nb fini d'individus (&ventuellement vide)} et un sdc
Vo de Eo, tels que Vo soit Vg-validant. Il suffit elors de procéder par
récurrence transfinie en désignant par P(¥) la propridté suivante:

" i1 existe une sur-logique E  de E construite sur I‘(D I) ct un sde
Vl de EK qui soit B ~validant pour toutw < ¥; en outre, Ey est une sur-
logique des Ew pour w<¥, et \[,:Vw pour we¢ ¥ e

1°) P(0) est vraie d'aprds ce qui précéde.

2°) Supposons P(f) vraie pour 04¥<d et montrons P(6) :

Considérons la logique E' ccnstruite sur I' = (J I, et soit

)
v = UJ Vy 3 les IU et les V‘ formant une chalne croissante, il en résulte
0¢¥< 8
que V' est un sdc de E', et que de plus V' est B -validant pour tout ¥ ,

]

Y<6 (la démonstration est analogue & celle du cas dénombreble). Considérons
alors 1l'énoncé BcS ; d'aprés la conséquence du lerme 3, on peut, cn rajoutant
au besoin un nombre fini d'éléments & I' trouver une sur-logique E" de E'
et un sde V"GV') de E" qui soit K -velidant. Posons E" = Eg et I" % I ,
v = Ve s il en résulte que P(§8) est vérifiée.

D'aprés le principe de récurrence transfinie, P(7) est vraie pour tout
¥ . I1 suffit alors de considérer la logique o construite sur t =erIa et

Vl =L.‘va » pour affirmer que vt est un sdc de El » et que vt est SJ(E)mvaJidant,



Théoréme de Lowenheim-Skolem. 16

Remarquons dfautre part que Card(Il) Z:x Card(I

(direccte) ¢
= max (§¥ ol.(%).

)43\7&.(\28 =

1 . 1 .
En remarquant que V- n'cst pas nécessairement S_(E”)-velident, on

J

e e e - . . . 2
recommence le processus une infinité dénombrable de fois : il existe E

. 2 . .
construite sur I (DIl), et un sdc V2 de E2 tels que E2 soit une sur-logique
1 ,2 o1 2 1 .. .. . .
de By , VOV7, et V° est SJ(E Y-validant ; et ainsi de suite .... On obtient
finalement une sur-logique E+ de E et un sdc V+ de £ tel que Vt:V, et tel que

+ . + A ] ] ; ‘e
V' Soit ST(E )~velidant. IL'asscrtion concernant la cardinzlité est vérifiée
(&

puisque :
Card(I™)e Y] Cera(I™)< > max(®N ,& ) = max (& ,¥.).
\ - a’ B 0B
nelN déncrirable
Bemargue :

Le théoréme précédant prouve, cn particulier, que si l'enserble des
syrmboles utilisés (ensembles des individus, des verisbles, des prédicats,
des connecteurs) a pour cardinalité dz, alors tout ensemble d'énoncés
corpatibles est simmltanément réalissble dens un domaine de cardinalité
inféricure ou égale & a@. C'est générelement sous cette forme plus faible que le
théoréme précédent sec trouve &noncé dans le littérature.

Un corollaire irmportant du théorémc précédent est le :

Théoréme de compacité : Tout cnsemble J d'énoncés dont toute partic finie

est sirultanfment réalisable dans une logique E (construite sur I)
] P ” . . +
est simultanément réalissble dans une sur-logique E de E.
La preuve est triviale et utilise le feit que ¢(J) engendre un filtre

propre de LE/R.
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