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SUR LE THEOREME DE KHINTCHINE

Aimé FUCHS

0. Introduction :

Le préscnt travail ne prétend pas & l'originalité, il essaie tout sin-
plement de rendre un peu plus claire la démonstraticn classique du théoréme
de Khintchine et du théoréme central limite que 1'on trouvera par exemple
dans (I). L'outil essentiel dont on se servira est une application qui & une
variable eléatcire (v.a.) X associe une v. a. X' au moyen d'un processus de
Poisson. Cette application a la propriété essentielle que 1l'image corres=-
pondante X' de X est toujours indéfiniment divisible. En dehors de cette
propriété elle en posséde d'autres qui ont leur intér@t propre mais &tranger
eu sujet qui nous préoccupe, ainsi le fait de transformer un systéme de v. a.
uniformément asymptotiquement négligeables en un systéme qui a la méme pro=-
priété.

Dans tout 1l'exposé cn ne s'intéressera qu'aux lois de probabilités des
v. &. qui interviennent de sorte qu'en toute rigueur on pourrait se dispenser
de parler de v, a. et n'utiliser que la notion de fonction caractéristique.
Nous n'avons pas pensé devoir opérer ainsi, le langage des v. a. étant bien-
plus commode.

1., Reppel de guelques propriétés

Définition 1 : Une variable aléatoire (v.a.) réelle X est dite indéfiniment

divisible (i.d.) si pour tout entier n3l il existe un systéme de n
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v.a. réelles indépendantes, de méme loi de probabilités (l.p.),
s

soit (Xl seess Xn) et tel que :
X = Xl +...+Xn .

En fait nous nous intéressercns seulement aux l.p. des v.a. qui interviennent ;

ceci nous permetira d'adopter la définition légérement plus générale suivante

(I p. 2L7).

Définition 2 : Soit ¢ la fonction caractéristique (f.c.) d'une v.a. réelle X.

La l.p. de X est dite i.d, si pour tout entier n21 il existe une f.c.
¢n telle gue

o = (o))" .
On dira alors que la f.c. ¢ elle-méme est i.d.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est
que ¢A soit une f.c. pour tout »>O.

Théoréme de représentation de Lévy-Khintchine :

Soit ¢ une f.c. i.d, . Alcors ¢ ne peut s'annuler sur R et son loga=-
rithme (on prend le détermination principale) admet une représen-

tation de la forme

. . 2
Logd(t) = ivt + [o (1™ 1 ) 22E a6 (u) = (v,6)
l+u u

ol yeR et G est une fonction croissante bornée (on pose G(-=) = 0).

En outre cette représentation est unique.

Théoréme de convergence :

Soit {Xn} une suite de v.a. réelles i.d. . Associons

lui la suite des f.c. correspondentes {¢_ = (v ,G )} .
1) si X, converge en loi vers une v.a. limite X, cette limite est

elle-méme i.d. et sa f.c. ¢ peut donc s'éerire scus la forme ¢ = (v,G).
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2) Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite de v.a.

Xn converge en loi vers une v.a. limite X est que

a v T b «£,G > > <f,G> quelle que soit f

continue bornée

ol <£,6> = [o £(x) d 6(x)

2. Treitement d'un exermple.

Considérons une famille de v.a. {Xnk} n»l 3 k=1,...,n que nous dispo-

serons comme suit
11

21 22

(1)

xnl Xn2 L ] Xnn

Supposons en outre que dans chaque ligne les v.a. soient indépendentes

et adoptons pour X . (n et x fixés) 1la l.p. suivante :
1 avec probabilité P 0<pnk<l

0 avec probabilité 1 - n>l ; k=1l,.e.,n
Pnk

n n n
Posons ensuite S = 9. X . 3 o = sup p., } & Y. p. =E(S).
n k=1 nk n k=1 nk n k=1 nk n

On & alors le théor@me suivant [ef IIl.
Théoréme : Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite de v.a.

{Sn} converge en loi vers une v.a. de Poisson ®est que
an->0 _
{ () est le paramdtre de le v.a. de

+
% A>0 Poisson limite),
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Remarque :

Nous avons dcnné cet exemple parce que nous voyons apparaltre, de fegon

(r + )

2 (n + =)
<> sup P{IXnk|> e}+ 0

k=1
pour tout >0 qui est une condition imposant des restrictions sériecuses

naturelle la condition a * 0

aux v.a. X qui constituent le schéma I. C'est le condition que nous adop-
terons dens la suite lorsque nous poserons le probléme général conduisent
au théoréme de Khintchine.

3. Position du probléme :

L'exemple précédent nous amdne & poser le probléme suivant :
Probléme : Soit {Xnk} , 031l , k=1,...,n une famille de v.a. telle que
pour tout n fixé les v.sa. an""’xnn soient indépendantes et "petites en
probebilité€" en un sens que nous préciserons dans un insteant.
n
Posons Sn = QE Xnk .
a. Quelle est le classe (¥) des v.a. que 1'on peut obtenir comme limites
en loi de suites du type Sn.
b. 8i la classe (¥) n'est pas vide, et si Xe(¥), quelles sont des con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que Snég X (&£ : converge

en loi).

Précisions apportées & cc probléme :

Nous avons d&jd signalé que les v.a. {Xnk} doivent 8tre soumises & unc
condition supplémentaire, autre que la seule indépendance pout tout n fixé.
I1 est en effet facile de voir que sinon toute v.a. X pourrait &tre considérée
comme limite en loi d'une suite du type 8¢

Nous adopterons comme condition supplémentaire la condition que nous

avons renccntrée naturellement lors du traitement de l'exemple (§ 2).
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Définition : Le systéme {Xnk} est-dit uniformément asymptotiquement négligeable

(v. &« n.) si 1'on =
n
@) sup P {|X,[> e} 0 (n » =) Ve>0 .
k=1

Critdre un.a.n. {cf. III p. 302)

Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme de v.a.{Xnk}
soit u.a.n, est que, en désignant par ¢ 12 fico de X\ ¢
n
(1') Sup |¢qk (t) -1 + 0 (n » «) uniformément dans tout intervalle fini
k=1 °

de variation de t.

4, T™éordme de Khintchine : Soit {XnP} 3 n3l 3 k= 1,...,n une famile de v.a.

telle que pour tout n fixé les v.a. X .,...,X _ scient idépendentes .
nl nn o

Posons S = X .
n

81 le systdme des Xnk est u.a.n, le classe (¥) des v.a. limites
en loi de somme du type 5, colncide avec celle des v.a. i.G. .
Nous donnerons une démonstration de ce thforéme se basent sur 1'appli-

cation qui & une v.a. donnle X associe une v.a. i.d. X' de la fagon suivente :

g8 . Soit X wne v,a. de f.c. 3 assccicns lui une v.a, X' de f.c.
— 9

¢: - e¢"l

X X
¢ ¢ =t

On sait que si ¢ est une f.c. il en est de méme de ¢' = <z¢-1 (théorénme de

Finetti) et il est immédiat que 1a f.c. ¢' est i.d. .
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L'application que nous venons de définir admet 1'interprétation suivante.

Soient {Xn }une suite de v.a. indépendantes dont chacune & méme l.p.

que X et N unc v.a. dg Poisson de paramdtre 1, indépendante de la suite {Xn }.
Alors la v.a. X' = 2, X admet pour f.c. ¢' = et | ce procédé de cons-
truction de X' & pagzir de X peut se réaliser de la maniére suivente : Consi-
dérons un processus de Poisson stationnaire de paramétre 1 ; alors le nombre
de tops dans [0, 1] est une v.a., N qui est pcissornienne de paramdtre 1.
Associons au n-iéme top le v.a; X, et soit X' le sorme des effets relatifs &

]

tous les tcps se produisant dens [O,l] : alors X' =

N
X .
=1 B
En injectant de la sorte une v.a. donnée X dans un processus de Poisson
on récolte une v.a. X' qui est en outre i.d.
b . L'application X + X' que nous venons de définir est intéressante
parce que certaines propriétés essentielles de X restent conservées. Ceci
se congoit intuitivement en remarquant qu'en moyenne il y a un top dans
1'intervelle [0,1] . Un calcul élémentaire montre que
1) Si E(X) existe et est finie, il en est de méme de E(X') et
E(X) = E(X').
2) Si X est une v.a. du second ordre centrée, il en est de méme
de X' et Var X = Var X'.
¢ . Pertons & présent du systme de v.n. {X,} de (3) et faisons lui

subir l'application définie ci-dessus

'
nk
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I1 est cleir que l'on peut toujours choisir les Xﬂk de telle sorte que
pour tout n>l les v.a. Xr’ll sevoy Xr’m soient indépendantes. Cette application
est &galement intéressante dans ce cas car nous allons montrer que si la
famille {Xnk} est u.a.n. 1l cn est dec méme de la famille{Xék} . Pour le voir
nous ncus basercns sur le lemme sulvant :

Lerme : Pour tout oeC avec lal€l on a 1'indgalité
RN

e ~ 1l<je ~1].

Démonstration : Pour zoe(D on a e =1= fD e” dz

s

ol D est le segment joignant O 3 z, et orienté de O vers 2, il en résulte :

z, . , X sup Rz
le ~l|s|zo‘ sup |e?] = |z | sup &2 = |z | ezt .
z€D °" zed °
Prenons alors z, =a - il (la}s 1)

c'est-d~dire z e €(-1, 1) = cercle de centre =1 et de rayon 1

-

|

Hon

PR B

-

z
d'ol sup Rz=0¢et e ? - 1]g Izo| d'oll le lemme e remrlecartz par a -~ l.

z€D

Appliquons & présent ce lerme & la f.c. ¢k (on sait que |¢nk(t)|<l vte R)

Ot
e ™7 L 1) = for -lsle, -1
N Snxt o o

»(2) sup |e -1 = sup |¢r'1l -1l¢ sup | ¢y -1] .

k=1 k=1 k=1
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Si alors le systére {Xnk} est u.a.n. le critdre u.a.n. affirne que
n

sup |¢nk(t)~l| =+ Q(n+) uniformément dans tout intervalle fini de variation
k=1

de t. I1 en résulte alors de 1l'inégalité (2) que l'on a la méme propriété

en remplagant les ¢ Poer les ¢AF et alors le méme critére affirme que le

systéme des {ng} est u.a.n. Nous énoncerons donc
Proposition : Soit {Xnk} un systéme de v.a. {tel que pour tout n les
X,y »+re» X solent indépendantes) et gui est u.a.n. . Associons

lui un systéme de v.ea. {Xék} par l'application décrite ci-dessus.

Alors le systéme {Xﬂk} est encore u.a.n. mais en outre chaque ng est

i.d. . Donc non seulement on n'a rien perdu d'essentiel (& savoir

la propriété u.a.n.) en substituant les Xﬁk aux Xnk mais on a obtenu

une femille de v.a. i.d. , c'est-d-dire ayant des propriétés plus

riches que la famille de départ.

n n
. L‘. i 3 8 2 = l ' = _' oo
4 ssoclonssd lz sorme Sn gg; Xnk a sorme Sn E;& Xnk de v.a

indépendentes et i.d. . On sait que SA est également i.d. . Formons la
différence Log¢, - Logdy, .

Le théofémende Khintchine s'établit alors sans difficulté & partir du
lermme Ge comparzison que nous énoncerons de la fagon suivante (cf I).
Lemme :

Soit {xnk} un systéme de v.a. du type ci~dessus et que nous sup-

poserons U.a.n. . Si §,, converge en loi vers une v.a. limite X, alors

Logdg (t) = Log¢s,(t) +0
n n
cette dernicre convergence &tant uniforme dans tout intervelle fini

de variation de t.

I1 en résulte que si Logég (t) » Log¢¥(t) uniformément dans tout intervalle
o <

fini de t on a &galement Log¢s,(t) »-Log¢x(t) dans les mémes conditions. Mais
n
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d'aprés un théoréme de P. lévy ceei &quivaut & dire que S!'1 £X. Mais Sx'1 est
une suite de v.a. i.d. et 1l'on sait que la limite en loi de v.a. i.d. est
elle méme i.d. ; donc X est i.d. c.q.f.d.

5. Application au théoréme centrel limite :

I1 ressort de (4) , en utilisant les mémes notations, que si {Xnk} est
un systéme de v.a. tel que pour tout n>l les v.a. an seevy Xnn soient

indépendantes et qui est en outre u.a.n. les deux conditions suiventes sont

équivalentes :

a. S = L X X
A
(X néecessairement i.d.) 3
n
. st 3 xu Ly
= S

or Etadlir des eonditions mécesssires et suffisantes pour que l'on ait (1)
est &tadlir un théoréme central limite, On voit qu'il est Equivalent

d'&tablir des conditiong nécessaires et syffisantes pour que 1'on ait b. Mais

ce dernier point est trivial parce que la suite §; est une suite de v.a. i.d.

et que le théoréme de canvergence gque pous avons rappelé en (1) donne une
condition nécessaire et suffisente pour qu'une suite de v.a. i.d. converge en

loi vers une v.a, limite {elle«méme i.d.).

Sr'x et X €tant i.d. on peut écrire les représentations de Lévy~Khintchine

{I‘OE¢SI" = (Yn' . Gn) y,€¢R G croissante bornée

Logéy = (v, G) Yye R G croissante bornée;

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que S!'1+ X est que

2Yn—’Y

<f, 6> > <f, G> quelle que soit f continue bernée.
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On notera que les quantités Yn €t G, peuvent s'exprimer en fonction de

la 1l.p. des Xnk ; en les exprimant de cette manidre on obtient 1'énoncé
classique du théoréme central limite :

Théoréme : Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite
S =

n
N PN Xnk converge en loi vers v.a. limite nécessairement i.d.
k=1

est qu'il existe un nombre yeR et une fonction croissante bornée
G tels que

2YA —p Y

<£,6 > > <,6> quelle que soit f continue bornée.
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