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UIE CATEGORTE DUALE DE LA CATEGORIE DES ANNEAUX IDEMPOTEHTS(K)

Anne PRELLER

Nous désignons per £ Ble catégorie des anneaux booléiens et des homo-
morphismes bool€iens, par J la catégorie des ennesux idempotents ct des
homomorphismes d'anneaux. Nous dirons b-algébre (resp. i-algébre) pour un
objet de &AB(resp. de J) ¢t de méme b-morphisme et i-morphisme

Rappelons que la catigorie [EB formée des espaces booléiens et des
applications continues est &quivalente 3 la catdgorie dusle de&E et que
cette équivalence est &toblie par le fencteur contraveriant =: AR EBR
qui associe & une b-alglbre B son espace dual B et & wn b-morphisme f : Bl -3,
sa transposée £ . B: —*B’{. Le théoréme de Stone est fondamental pour montrer
que ce foncteur # est bien une &quivalence.

Halmos remarque dans "Boolean Algebras” eprds la démonstration du
théordme de Stone que la plus grende partie de la théorie reste valable si
1l'on remplace compact par localement compact.

Voild corme nous préciserons cette remarque :

1) Le théor&me de Stone reste valable pour les i-algdbres.

Soit A une i-algdbre A° < o 1l'ensemble des i-morphismes de A dans 2
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(2 désigne l'enserble {0,1} que nous considérerons soit comme b-algSbre,
soit corme i-nlgebre, soit méme comme b-espace muni de la topologie discrite).
A° est un b-espace, car il est fermé dans 2A et A¥ = 4° ~{ o} est un espace
localement corpact de dimension O . Appelons donc i-espace tout espace X
localement compact de dimension O.

Notons X© 1'i-algdbre formée des compacts ouverts de X. Le thfordme
de Stone s'énonce maintenant corme suit :

%%

a) Soit A une i-algdbre. L'application z: A + A™ qui au point aeA

associe la partie ¢(a) = {h ,heAx nla) = 1} de A¥ est un isomor-
phisme de A sur AT,

b) Soit X un i-espace. L'epplication z qui au point xeX associe

1'i-morphisne 2(x) de X dans 2 défini par 2(x)(a) = 1 < xea
est uﬁ homéomorphisme.
La catégorie des i-espaces et des applications continues n'est pourtant
pas un roddle de la catégoric duale de J.

2) La cetégorie des objets de ER su-desscous de 1 (bueSPace dual de l=a

b-algdbre 2) est &quivalente & la catégorie duale de J.

Nous le démontrerons en trois lemmes :

Lerme 1 : Le foncteur injection S {AB + J poss@de un adjoint & gauche T
qui est fidéle.

En effet, soit A une i-algébre, N est une elgétre sur le.corps 2.
Désignons par TA 1l'algébrc obtenue par adjonction d'une unité & A. C'est-d-
dire TA = Ax2 avec 1'addition : {(a,e) + (b,n) = (a+b , e+n )

la multiplication : (a,e)(b,n) = (ab+€b + na,en )
I1 est clair que TA est un anneau idempotent avec unité, que l'epplication

¢, : A~ STA définie par ¢A(a) = (a,0) est un i-morphisme injectif, et que
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¢A(A) un idéal meximal de TA. De plus, pour toute b-algébre B et tout
i-morphisme f : A + SB il existe un unigue b-morphisme h : TA + B tel
que Sh od, = f. En diagramme :

A » STA

Ceci nous garantit bien un foncteur adjoint & gauche T : J »AB ou Tf

pour T : Al > {‘.2 est défini par 1'égalité STfo¢, = ¢ A f ou en diagrarme

A § A 1 2
1 —>
STA ———= »>STA,

Comme les i-morphismes ¢, sont des monomorphismes T est bien fidéle.

En particulier nous pouvons dire avec des abus de langage évidents :
1'application ¢: A° + (TA)® qui 3 heA® fait correspondre son unique pro-

longement ¢(h) ¢ TA* est une bijection.

Lerme 2 : J est &quivalente éa:;Be s la catégorie des objets deAB au-dessus

de 2.

En effet, soit A une i-algébre et h, l1'unique bemcrphisme de TA dans 2

dont le noyau est &gal & ¢,(A).

Nous poserons donc FA = hA'

Soit f : Ay +4, un i-morphisme Tf : A, > T4, est un b-morphisme qui

rend le diagramme suivant commutatif.

TA 1

h
Tt \AlAz
i

T
AZ
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Nous poserons donc Ff = Tf,
Pour montrer que le fcncteur (covariant) P est une &quivalence nous
utiliserons le lemme de Gabriel :

1) tout objet h : B + 2 de [AB2 est isomorphe & un objet FA, en
1l'occurence & F ker h (ker h désigne ici h-l({o}).).
2) la restriction de F & HomJ(Al,Ag) est une bijection sur
Hoquz(FAl,FAa).
L'injectivité est une conséquence immédiate de la fidélité de T.

8if HoqAB2(FAl,FA2) nous avons hAzof = hAl , donc ¢A1(Al
ce qui entraine f(¢A (Al))cd)A (Az). I1 est clair ensuite que
1 2

) = ker(hA of)

-1
f =F(¢ 4 ofed, ).
2 1
Lemme 3 : La catégorie duale de ABQ est équivalente a la catégorie EBl.

En effet, corme le foncteur ® : AB -+ EB transforme le diagramme

B . 3
1 h Bl
\\\\l\‘ \\\ii\\
£ 2 £ 1
»n
h
////;/’ . B,
B
2 B,

il est bien clair que par extension le foncteur x définit une &quivalence

de ABZ dans EBl.

3) Interprétation :

Un objet a : 1 + X de st est entiérement déterminé par son but X et
le point w de X, image par o de l'unique point de 1. De méme un morphisme
f hom l(al,az) est une application continue £ : Y, + Y2(Yi but de ai) telle

EB 1

que foou, =a, , c'est-8~dire f(wl) = w,e T1 est facile de voir que l'on

définit ainsi un isomorphisme de EBl dans la catégorie JE des espaces
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booléiens pointés, catégorie dont les objets (X,w) sont des espaces booléiens
X dens lequel on a distingué un peirt et dont les morphismes sont les
applications continues entre ces espaces qui conservent le point distingué.
Avec cette nouvelle interprétetion, 1'équivalence entre J et J [E assccie

& 1'i-algdbre A 1'espace (TAF, hA) et & 1i-morphisme £ : A, =+ A, l'application

1

pointée T£* : TA; = TA? telle que fo(hf ) = h, . Remerquons encore que le
2 '1

bijection ¢ :A° » TA® qui & heA® associe sen "prolongement" ¢ (h) & TA

est un homéomorphisre et que ¢(c) = h,. 5i pour 1'i-morphisme f : A+ 4,

nous posons f° : Ag + Ai » £°(h) = hof, nous surons f° = ¢"10foo¢ et
finalement le foncteur ©: J + JIE qui & 1'i-elgdbre A associe le b-espace
pointé (A®,0) et & 1'i-morphisme f : Al > A, 1 transposée f° : Ag > Ai
est une équivelence.
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