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SUR LE PROBLEME UNIVERSEL (LIBERTE) DES ALGESRE3
DE BOOLE ET DES ESPACES DE BOOLE PAR RAPPORT AUY ENSEMBLES

Anne PRELLER

On se propose de démontrer l'existence d'algébres de Boole libres par
une méthode catégorique, méthode qui permet en méme temps de démontrer
1'existence d'espaces de Boole libres.

Dans le n® 1 on rappéle

a) la définition d'objets libres (par rapport & un foncteur) d'une

catégorie,

b) la dualité de la catégorie des algdbres de Boole et de la catdgorie

des espaces de Boole,

¢) que tout &pimorphisme des deux catdgories est une application

surjective.

Dans le n® 2 on "construit" les algdbres (espaces) libres en d8duisant
de cette construction quelques unes dc leurs propriétés.

1, Définitions , rappels.

(1.0) Sauf mention expresse du contraire tout les foncteurs considérés scront

covarients. Rappelons quc pour tout foncteur § : A + X il y a équivalence

entre

(¢) Pour tout objet X de ¥ il existe un objet TX de A et un morphisme
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¢y ¢ X > STX tels que pour tout objet A de A 1'epplication £ - 5fo9.,

de Hom(TX,A) dans Fom(X,SA) soit une bijection et

(D) Il existe un foncteur T : X + A tcl que pour tout objet A de /A il existe

un morphisme wA : TSA + A tel que pour tout objet X de X llapplication
B>V, 0olz

de Hom(X,SA) dans Hom{TX,A) soit une bijection.

Dans ces conditions, on pcut toujours supposer que les bijections
£ - qu¢x et g » wA o Tg sont réciproques l'une de 1l'autre.

Un objet B de A est dit S-libre sur un cobjet X de ¥, s'il existe un
morphisme ¢y ¢ X+ SB tel que f » Sfo¢, de HomA(B,A) dens Homx(X,SA) soit
une bijection.

MAB désignera la catégorie des algdbres de Bocle dont les morphismes
sont les applications qui conservent la conjonction, la disjonction et le
‘complément. On les appellera homomorphismes.

EB désignera la catégorie des espaces de Boole (espaces corpacts totalement
discontinus) dont les morphismes sont les applications continues.
1.1 Proposition : EB est &quivalente & la catégorie dusle de &3B.

Dérmonstration : Il suffit de définir un foncteur contravariant # de AR

dans EB qui vérifie :

1°) Tout espace de Boole X est homéomorphe & un espace A™ oll A est une
algébre de Boole.

2°) Le restriction du fencteur = a Hoq@B(A,B) est une bijection sur
HomEB(BK,Ax) ol A et B sont des cbjets quelconques de AB.

Soit donc A une algdbre de Boole, l'ensemble A" des homéomorphismes
de A dens 2 (2 désigne 1'ensemble {o0,1} considéré soit comme un objet de OB

soit corme un objet de EB) est fermé dans 1'espace de Boole 2A (muni de la
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topologie diserdtes sur 2). A® est donc un espace de Boole pour la topologie
induite appelé espace dual de A. Si f est un homomorphisme de A dans B,
désignons par f* 1'application continue de B¥ dans A¥ qui vérifie f(s) = sof
pour tout seB*, Avec ces définitions  est bien un foncteur contravariant
de AB dans EB.,

1°) Soit X un espace de Boole, le sous-enserble A des parties & la
fois ouvertes et fermées de X (appelées ofs) est une sous-algdbre de H(X),
appelée algdbre duale de X. L'epplication ¢ de X dans l'espace de Bocle A¥
définie par : |

$(x)(a) = Les xea pour tout x de X et tout a de A

est un homéomorphisme., On a donc montré 1°),

2°) Soient A une zlgdbre de Boole, A" son espace dual., A™ 1'algdbre
duale de A¥. L'epplicaticn v, de A dans A™® aéfinie par wA(a) = {x;xer®
et x(a) = 1 } pour tout a de A, est un isomorphisme, (voir({2] § 18). Pour
bune application continue a de B*® dans A¥ (B elgébre de Boole quelconque)

- . L. -1 . . . 13 3
désignons par o® 1e restriction de o 1 a o ® quil est un homomorphisme de A

dans Bxx.
1
B © o™ dWA)

car pour tout a de A et pour tout y de B® .

Alors o = (¢ ®

a(y)(a) = 1% aly)ey,(a) e yea™(y, (a))
@ y(¥7g (@®v,(2))) =1
e VW50 a® o u)a) =1 (Lo, 9)¥y)(a) = 1.
Soit meintenant f un homomorphisme de A dans B, on a
£V oy,
car pour tout aeh wné o I wA(a) = w“é (fx"l({x;xeAx,x(a) =1}))

= w—% ({y;yeB® > fﬁ(y)(a) =1}) = w-% ({y;yeBx ,Jy(f(a)) = 1})

f(a)

Par conséquent, si f et geHo%nB(A,B), si £ = gx alors £ =g .
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1.2 Proposition : Soit A une scus-algébre de B, distincte de B, alors il
existe un homomorphisme de A dans 2 qui poss@de au moins deux
extensions distinctes a B.

Démonstration : Soit xeB -A, l'ensemble des peA tels que : "p>x ou p>x' "

(x' désigne le complément de x) engendre un filtre F de A. Car O = pq ol prx
et g>x' entraine p¢q' done pex, contradiction. Soit W un ultrafiltre de A
contenant F.Uu{x} et Uu{x'} sont des parties compatibles dec B, car O = yx
{resp. 0 = y.x') avec yel entraine y'>x (xresp. y's>x') donc y'eU, contradic-
tion. I1 existe deux ultrafiltres ul s
etilf\A =U = TlgpA. I1 suffit de prendre les fonctions caractéristiques

1L2 de B avec Uu{x}eU ,liu{x'}CL%

de 1& ,112 et W respectivement.

1.2.1 Corollaire : Tout &épimorphisme de la catégorie AB est surjectif,

1.3 Proposition : Soit X un sous-espace de Boole de l'espace Y, distinct
de Y. I1 existe une application continue de X dans 2 qui posséde
au moins deux extensions & Y distinctes.

Démonstration : Les ofs de Y séparent les points et les fermés de Y. Il

existe un of U de Y qui contient X et dont le complémentaire W' est non
vide. Soit £, 1l'epplication identiquement nulle de Y dans 2, f2 la fonction
caractéristique de \L'.fl et f, fent deux applications continues distinctes

de Y dens 2 qui coIncident sur X.

1.3.1 Corollaire : Tout &pimorphisme de la catégorie ER est surjectif.

2. Existence d'algcbres et d’espaces de Boole libres.

2.0.Désignons par S le foncteur (fiddle) de AB (resp. EB) dans Ens qui &

une algébre (resp. espace) de Boole fait correspondre 1l'ensemble sous-jacent
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2.1 Proposition : L’algébre de Boole T{p} = {o,p,p',1} (resp. l'espace de

Boole T{p} = {p} ) est S-libre sur l'ensemble {p}.

Démonstration : il est clair qu'il faut poser ¢{P} (p) = p, le reste étant
évident.

2.2,Les catégories AB et BB possédent des produits directs quelconques,
donc compte tenu de 1.1, des sommes directes quelconques. (Le produit direct
de la famille vide n'est pas exclu, car l'algébre {o} et l'espace {p} sont
des objets finaux. Par conséquent, la somme directe de la famille vide est
l1'algdbre 2 dans 4B et l'espace vide dans EE ).

2.3 Proposition : Pour tout emsemble X il existe un objet TX de (AB

(resp. EB) S-libre sur X,

Dénmonstration : Tout enserble &tant une sormme dirccte de l'enserble {p} ,

c'est une conséquence de 2.2 et du

2.3.1 Lemme : Soit S un foncteur de & dans X, (X.)

. -+ une famille d'objets
171el

de X telle que

1) Pour tout ieI, il existe un objet TX; de B, §--libre sur X,

2) L X.(q.) cxiste dans X
: itHi
1€l
3) LL TX;(h;) existe dans @,
ieI
alors il existe un objet TuX, de A, S~libre sur LX, et

‘l‘( I Xi) = 1 ™
iel iel

En effet, pour tout ieIl on a 8h; o9y eHom(Xi,SuTXi), donc il existe
i

¢uxieHom( Ai,suTxi) tel que ¢uxi°qi = Shiocbxi pour tout iel.
Associons & feHom(ui Txi,A) le norphisne Sf°¢xchm(UXi s SA) et
i
composons cette application avec les trois bijections suivantes :
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S ). X. 1 .
Sf°¢uxi — (Sfo WX, o9;);,7 de Hom{LX, , SA) dans lTIHom(xl, sa)
(Sfo8ux. © 93)5e7 = (S(f°hi)”¢x.)iei’”°h‘) de T Hom(X;,SA) dens m Hom(TXi,A)
1 i 1el 1€l
(f°hi)iGI — £ de T Hom('.ll'X:.L ,A) dans Hom(ld TX; ’.A)

iel

C'est-d-dire, l'application f = Sfo¢,y est rétractable par une bijection
et, par conséquent est elle-méme une biject;on.
2.3.1. Corollaire : Tout objet de &B (resp. EB) est objet quotient d'un
objet S~libre.
En effet, S est fiddle (voir[Ll] 1.2 )
2.4, Proposition : Tout objet S~libre de A (resp. EB) est prrojectif et
un” coséparateur.

Démonstration : tcut ensemble (non vide) &tant projectif et un coséparateur,

c'est une conséquence de 1.2 et 1.3 et les deux lemmes suivants :

2,k.1. Lemme : Soit S un foncteur de A dans X vérifiant (D), alors
1/ Si T est fidéle, alors S conserve les séparatcurs. S'il existe
un objet A de A tel que SA soit un séparateur, alors T est fidéle
2/ 81 S est fiddle, alors T conserve les séparateurs. S'il existe
un objet X de X tel que TX soit un cosépareteur, alors S est fidéle.

2.4,2 Lemme : soit S un foncteur de & dans X vérifiant (D) alors

e

51 S conserve les épimorphismes, alors T conserve les projectifs.
Si X posséde un coséparateur projectif et si T conserve les pro-
Jectifs, alors S conserve les épimorphismes.

Démonstration de 2.4,1, 1/ par exemple. Soient f,g Hom (X,Y). Il y a équi-
"X

valence entre

&) TheHom(Y,SA) hof # heg

.
9

b) SheHom(Y,SA),\pAoThng, = ﬂiAoThng,
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c¢) Ih'eHom(TY,A), h'.Tf = h'.Tg
81 T est fidéle, si A est un séparateur de A et si f # g, alors il
existe bien un heHom(Y,S4) tel que hof # hog.
Si SA est un séparateur de X et si £ # g, alors il existe un h'e¢Hom(TY,A)

tel que h'oTf # h'eTg, donc aussi Tf # Tg.

Démonstration de 2.4,2, Supposons que S conserve les épimorphismes,montrons

que T conserve les projectifs : soit peHoqﬂ(A,B) un Epimorphisme et keHoqn(TX,B)-
Par hypothése, SpeHqu(SA,SB) est un épimorphisme et SkeHoqx(STX,SB). X étant
projectif, il existe feHomX(X,SA) tel que Spof = Sk oéy. I1 existe heHom(TX,A)

tel que f = Sho¢y. D'ol S(poh)o¢x = Sko¢, et Tinelement poh = k.

Supp.scns que X est un coséparateur rrcjectif de X c¢t que T conserve
tes projeciifs. Soit choqA(A,B) un épimorphsime ; si les morphismes
g » ggeHogK(SB,Y) sont distincts, il existe feHomx(X,SB) tel quegg,,f # Boof
car X est un coséparateur. Il existe heHomA(TX,B) tel que Shy¢y = T .
Done gloSh o by # geoSho¢x.TX étant projectif, il existe un k dans HoqA(TX,A)
tel que pok = h. Donc gloSpaSKb¢x # 8,0 SpoSko¢y et par conséquent
g,05p # g,05p c'est-d-dire Sp est un &pimorphisme.
2.4.3 Corollaire : Pour tout objet S-libre TX de AB (repp.EB)

1'application éX : X ~» STX est injective,

Démonstration : par exemple 1'ensemble 2 est un séparateur de Ens, donc

(2.4.1, 1/) T est fidsle.

2.4 b Corollaire : Un objet de AB (resp. EB) est projectif si et seule=~
ment si il est le retract d'un objet S-libre.

2.4.5 Corollaire : les algdbres compldtes et compldtement distributives sont
injectives dans AB ; les espaces de Camtor sont injeetifs dans EB.

Démonstration : une telle algdbre est isomorphe & $(X) = oX pour un certain
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ensemble X, Or 2X est 1'algébre duale du S-libre TX de EB. De méme, l'espace
de Cagxor EX est l'espace duval du S--libre TX de AB.
2.5. Proposition : Si TY est une algdbre (resp. espace) S-libre sur 1l'ensemble

X, la partie q)X(X) engendre (resp. est partout dense) dens TX.

Démonstration : TX est alors aussi S-libre sur ¢>X(X), c'est donec une
conséquence de 1.2 et 1.3.

2.6. Proposition : S8i TX = TY, alors Card X = Card Y (velable pour AB et EB)

Démonstration

~ cas AB : l'espace dual de TX est 2}:. 8i ™ = TY alcrs on a aussi
o = 2%, 81 X est fini, alors Y aussi et Card(X) = card (Y). Si X est infini,
alors Y aussi et le cardinal de l'ensemble des ofs de EX est celui de X. Donc :
Card(X) = cerd(TX) = card(TY) = cara(Y).

- cas BB : si TX = TY, alors P(¥) est isomorphe & B (Y), les atomes
de 0 (X) sont en bijection avec les atomes de 48 (Y), c'est-2-dire
card(X) = card(Y).
2.7. Remorgue : l'espace de Boole libre sur l'enserble X est le compactifié
de Stone-Cech B(X) de l'espece discret X. D'abord $(X) est totalement
discontinu. Il suffit de vérifier que les ofs séparent les points. Scient
10 U.2 avec
xel; , yeU,, ‘U.ln'LL2 = @ la trace de chacun des ces ouverts sur X est

done x et ye (X , x # y. I1 existe deux cuverts U

non vide,

Soit h le prolongement par continuité & p(X) de la fonction caractéris-
tique de u.;n X. L'of W =h"Y( {1}) contient x et ne contient pas y. Ensuite
si Y est un espace de Boole quelconque, & toute application f de 1'cnsemble
X dans Y, correspond cenoniquement une epplication continue de 1'espace

discret X dans l'espace compact Y qui se factorise donc par une application
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continue unique h de B(X) dans Y, c'est-d-dire f = hody ol Oy désigne 1'in-

jection cancnique de X dans $(X).
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