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ESPACES VECTORIELS BORNOLOGIQUES

H. Buchwalter

Divers mathématiciens ont introduit, depuis guelgques années,
des structures non topologiques sur les espaces vectoriels appelées
2 rendre les ml&mes services que les structures topologiques. Ainsi
fleurissent les notions de pseudo-convergence et de pseudo-topologie
dans [6] . Une synthése a été mise en forme par L. Waelbroeck, [8]
ol les espaces portent le nom d'espaces 3 bornés convexes. Un
rapprochement avec la théorie des espaces localement convexes est
esquissé dans [10] oll 1'on trouve aussi un catalogue des problémes
ouverts (qui sont nombreux ') ainsi que le point de départ de
diverses applications (algébres & bornés de L. Waelbroeck ;
différentiabilité ; espaces de fonctions analytiques).

Les espaces vectoriels admettront toujours comme corps de

base 1o corps K, qui désignera indifféremment le corps IRdes

rf218 ou le corps € des complexes.



1. CATEGORIE IEVB DES ESPACES VECTORIELS BORNOLOGIQUES .

(1.1) Catégorie IBOR des espaces bornologiques.

(1,1,1) . Un objet de IBOR est défini par la donnée d'un ensemble X
et d'une famille ® de parties de X, dites bornées, vérifiant :

(B) ® est un recouvrement de X, hérgditaire, stable par réunion

finie.

Cela signifie aussi que toute partie finie de X est bornée,
que toute partie contenue dans une partie bornée est bornée, et
que la réunion de deux parties bornées est bornée.

On dit souvent que % définit sur X une bornologie.

Les morphismes de IBOR sont les applications bornées, c'est-
a-dire les applications f : (Xl,Tbl) M (X2/B 2) telles que
f(ﬁ)l)c‘%z, qui transforment donc toute partie bornée en une
partie bornée.

(1,1,2) Orxdre sur les bornologies.

Sur un m8me ensemble X une bornologie A est dite plus
fine qu'une bornologie ® 1lorsque R ¢®, Cela signifie encore que
1'application identique 1x de X, est un morphisme de (X, A) dans
(X,®).

Il est clair que la relation "4 plus fine que " structure
l'ensemble de toutes les bornologies sur X en un treillis achewé.

Sur X, la bornologie la moins fine, ou bornologie grossiére

est celle pour laquelle X est borné. La bornologie la plus fine,
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ou bornologie discreéte n'admet pour bornes que les parties finies

de X.

Il ne nous sera pas utile de poursuivre 1'étude de la
catégorie IBOR. Remarquons sculement qu'on pourrait facilement
définir sur cette catégorie les nctions de sous-espace, espace
quotient, produit quelconque et somme quelcongue.

Exemples. 1. Soient (X, A) et (Y, %) deux espaces bornologiques.
Sur 1l'ensemble HomIBOR(X,Y) on peut placer une bornologie associée

aux bornologies A et B , Il suffit d'appeler bornées les parties

P de Hom(X,Y) qui sont formées de fonctions uniformément bornées.

Ce sont en fait les parties "équil~-wnées" de Hom(X,Y), c'est-
ad-dire telles que, pour tout A€ , 1'ensemble P(A)= UJ f(A) soit
fep
un élément de » .
2. Soient E,F deux espaces uniformes. L'ensemble
X= ﬁu(E,F) des applicaticns uniformément continues de E dans F est
naturellement muni d'une bornologie &€ , pour lagquelle les bornés

sont les ensembies uniformément équicontinus.

(1.2) Catégorie IEVB des espaces vectoriels bornologicues.

Soit E un espace vectoriel. Sur le corps de base K il existe
une bornologie naturelle associde 3 la valeur absolue de K (ce qui
montre qu'on pourrait procéder de m@me avec un corps valué quel-

congue) .

On dit gu'une bornclogie ® sur E est vectorielle (o compa-

tible avec la structure vectorielle) si les applications (& ,x)— Ax

de K xE dans E et {(x.y} = x+y de ExE dans E sont bornées.
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Cette définition sous-entend que l'on a placé sur les produits KvE
et ExE des bornologies produits évidentes, ol les parties bornées
sont celles contenues dans un produit de parties bornées.
Il est facile de constater que ® est une bornologie vectoriell:
sur E si et seulement si 1l'axiome (BV) suivant est satisfait :

(BV) D est un recouvrement héréditaire de B, stable par homothétie,

somme vectorielle, et passage 3 l'enveloppe &écuilibrée.

Un objet de la catégorie IEZVB des espaces vectorizls bornolo-

gigques est un_espace vectoriel E muni d'une bornologiz vectoriell

® . Les morphismes sont les applications linéaires et bornées.

Dans un evb E il existe un systéme fondamental de bornés
formé de parties équilibrées.
Exemple. Soit E un espace vectoriel topologigue {evi). Les rarties
bornées de E au sens vectoriel topologique, forment une bernologie
vectorielle sur E. Il import=> de remarquer qu'on obtient 13 unc
‘bornologie tout & fait particuliére vérifiant 1l'axiome de dénom-
brabilité suivant.

(D) Pour gu'une partie B de @ soit bornée il suffit gue toute

suite de B soit_bornée.

(1 ) Produits, sous-espaces et quotients dans la catégoric IEVB.

On peut définir sur la catégorie .IVB les notions de sous-
espace, espace quotient, produit, somme directe, limite projective,
limite inductive. Pour la rapidité de 1'exposé ncus nous 0nfc.iONS

de définir ce qui nous est indispensakle pcur poursiivre.
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(1,3,1) Espace produit.

Soit E= Tl E, un espace vectoriel produit d'une famille
iel
quelconque (non vide) d'espaces vectoriels Ei' Lorsque les Ei sont
munis de bornologies vectorielles ’bi il existe sur E une bornologie
vectorielle ® unique, la moins fine de toutes les bornologies
rendant bornées toutes les projections pri:E'—*’Ei. Les bornés

de ® sont les parties de E contenues dans un "borné élémentaire”

B= TTBi, ol, pour tout islI, Bi est borné dans Ei. On constate :

(1,3,1) Proposition. Pour qu'une application linéaire u:F — E;
d'un evb F dans E soit bornée il faut et il suffit que

toutes les applications composées ui=priou:F“—’ Ei'

solert bornées.
(1,3,2) Sous-espace.

Soient E un evb et F un sous-ecpace vectoriel de E. On peut
munir F d'une bornologie vectorielle unique, la moins fine parmi

celles rendant bornfe l'injection canonique j:F — E. Une partie

BeF est bornée si et seulement si B est bornée dans 1'espace E,

ce qui montre encore que les bornés de F sont exactement les traces

sur F des bornés de E.

(1,3,3) Espace quotient

Soient E un evb et H un sous-espace vectoriel de E. L'espace
quotient E/H est muni d'une bornologie vectorielle unique, la plus

fine parmi celles rendant bornée la surjection canonigque ¢ :E ~~ E/M

Une partie B¢E/H est bornée si et seulement si il existe une partie



bornée AcE telle que Be %(A). Alors :
(1,3,3) Proposition. Pour qu'une application linéaire u:E/H —™ F,
de E/H dans un evb F, soit bornée il faut et il suffit

que la composée v=us@ :E—> F soit bornée.

(1,4) Convergence bornologique.

On introduit une notion de convergence pour les suites d'un
evb E, dite convergence bornologique (ou encore convergence locale
au sens de Mackey) par la définition suivante :

(1,4,1) Définition. Dans un evb E une suite (x ) converge bornolo-
giquement vers O s'il existe un borné B et une suite (¢ n)

de scalaires, tendant vers O, tels que, pour tout n,

X & &€ B.
n n
Comme il est loisible de choisir B équilibré, on peut supposer
si 1'on veut, que la suite (:n) est positive et décroissante vers O.
Une suite (xn) convergeant bornologiquement vers O est notée :
M ; M Y
xn, 0. On dit que xn—* X lorsque (xn - X)="0 ;

Lés propriétés de convergence bornologique sont résumées en :

(1,4,2) Proposition. a) Soit E un evb. Si xn"M"' x.yn"y"‘ y, et si

?n—“kdans le corps K, alors (xn+yn)"'bi* (x+y) et
Ax M Ax.
nn
b) Soit F un autre evb. Si u:E —» F est ug
morphisme et si xn—M-b 0 dans E alors u(xn)—g* 0 dans F.

c) Réciproquement si F est un espace vectoriel

topologique et si u : E —> F est une application: linéaire

qui transforme toute suite xn‘—'bi“ O dans E en une suite



u(xn) bornée dans F, alors u est bornée.

Démontrons seulement c). Si u était non bornée, il existerait
un borné A¢E tel que u(A) ne soit pas borné dans F. On pourrait donc
trouver un voisinage de O dans F, soit W, tel que, pour tout
n:u(A) ¢ nW, et par conséquent une suite a €A telle que u(a )¢ nW.
La suite bn=n-l/2.an convergerait bornologiquement vers O dans E
et la suite image u(bn) ne serait pas bornée dans F, ce qui est
absurde.

Remargque. Dans ¢) on ne peut supposer que F est un evb quelconque.

Toutefois si F egt un evb vérifiant la condition. (D) de (1,2), une

application linéaire u:E —> F est bornée d&s qu'elle transforme

toute suite bornée de E en une suite bornée de F.

De toute fagon on déduit de la proposition précédente le

résultat important :
(1,4,2,1) Corollaire. Pour qu'une forme linéaire sur un evb E soit
bornée il faut et il suffit qu'elle reste bornée sur

toute suite de E convergeant bornologiquement vers O.

(1,5) Parties b-fermées d'un evb.
(1,5,1) Définition. On dit qu'une partie H d'un evb E est bornolo-

giquement fermée (ou b-fermée pour simplifier) si les

conditions xan et xd-ﬂ*'x entratnent x¢H.

Par une vérification évidente, on obtient:

(1,5,2) Proposition. a) Dans un evb E une réunion finie et une
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intersection quelconque de parties b-fermées sont b-fermées.
b) Soit F un autre evb. Si u:gE —* F est un

morphisme, l'image réciproque par u d'une partie b-fermée

de F est b-fermée dans E.
Remarque. On pourrait avec a) définir la b-fermeture d'une partie
P guelcongue de E comme 1'intersection des parties b-fermées de E
contenant P. Mais en général un point de cette b-fermeture n'est
pas limite bornologique d'une suite de points de P. C'est pourguoi
aussi on ne considére pas sur E la topologie dont les parties
fermées sont les parties b-fermées de E.
(1,6) Espaces vectoriels bornologiques séparés.
(1,6,1) Définition. Un evb E est dit séparé lorsque tout sous-
espace vectoriel borné est nul.

Cela revient a dire qu'il n'y a pas, dans E, de droite bornée,

ou encore & postuler l'unicité de la limite de toute suite bornolo-

giquement convergente. On constate aisément ;

(1,6,2) Proposition. a). Un produit E=TTEi d'evb séparés E, est un

evb séparé.

b) . Soit E un:evb. Pour qu'un evb quotient E/H

soit séparé il faut et il suffit que H soit un sous-

espace vectoriel b-fermé de E.

c) Un sous-espace F d'un evb séparé E est séparé.

Démontrons ). La condition nécessaire se raméne, compte tenu de

(1,5.2,b), & prouver que dans un evb séparé F, le sous-espace nul
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est b-fermé, ce qui est facile. Pour la condition suffisante, soit

K ¢ (x) une droite bornée de E/H. Il existe un borné AcE tel que
K¢ (x)e ¢(A), donc KxcA+H, ce qui entraine xe':"l'.A+H et prouve
l'existence d'une suite an-H telle que x&J&‘ x. Comme H est b-
fermé on a xe¢H d'odl P (x)=0 ce qui termine la démonstration.
On peut interpréter différemment (1,6,2) en disant que, dans une
&evb E les sous-espaces vectoriels b-fermés sont exactement les
noyaux des morphismes u:E — F dans des evb F séparés.

(1,7) Bornologies vectorielles sur Kn.

On dit qu'un evb E est presque-complet si toute suite qui
vérifie bornologiquement la condition de Cauchy est bornologiquement
convergente. De toute évidence :

(1,7,1) Proposition. Tout sous-espace vectoriel b-fermé d'un evb
presque-complet est un evb presque-complet. Réciproquement

dans un evb séparé tout sous-espace vectoriel presque-

complet est b-fermé.

On peut maintenant démontrer que sur un espace vectoriel de
dimension finie, il n'existe qu'une seule bornologie vectorielle
séparée. Pour cela :

(1,7,2) - Tout espace vectoriel hornologique ~éparé de
dimension 1 est isomorphe au corps K des scalaires.

Soit E=Ke,e#0, un evb de dimension 1. L'application u:E—* K
définie par u(Ae)=2A est une forme linéaire bijective. Comme u-1

est bornée il suffit de prouver que u est bornée. Soit B un borné
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€équilibré de E ; alors u(B) est équilibré dans K. Si u(B) n'était
pas borné dans K on aurait nécessairement u(B)=K d'od B=E, ce qui
est absurde puisque E est séparé.

On tire de 1la :

(1,7,3) Théoréme. Pour qu'une forme linéaire u sur un evb E soit
bornée il faut et il suffit que son noyau soit b-fermé
dans E.

La condition étant nécessaire, montrons qu'elle est suffisante.
Si H=Keru est b-fermé, E/H est un evb séparé de dimension 1, donc
isomorphe au corps K, dans un isomorphisme v tel que u=vef , ce
qui montre bien que u est bornée.

Alors :

(1,7,4) Théoréme. Tout evb séparé E de dimension finie n est isomor-
phe & 1l'espace K",

Raisonnons par récurrence sur n en utilisant le fait que K est
ﬁn corps valué complet, donc un evb presque-complet.

Soit (ekbleksn,une base de E. Tout x de E s'écrit :

X= Z:uk(x)ek ol w, est la forme linéaire gieme coordonnée.

Fixons k ; le noyau Ker.uk est un hyperplan de E, de dimension
(n-1), séparé, donc isomorphe a Kn—1 en tant que sous-evb de E,
d'apreés l'hypothése de récurrence. Comme Kp_l est presque~complet
puisque K l'est (évident), Ker.u est aussi presque-complet, donc

k

b-fermé dans E, (1,7,1). Alors u, est une forme lin€aire bornée sur

E, d'aprés (1,7,3). L'application u=(uk) de E dans Kn est

l1<¢k<n’
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-1
donc bijective et bornée. Comme u est trivialement bornée cela

suffit.

2. CATEGORIE EBC DBS :&.V BORNOLOGIQUES CONVEXES.

De m&me que les espaces localement convexes (elc) se particu-
larisent parmi les evt il conviént d'étudier de fagon plus détaillée
les evb stables par passage & l'enveloppe convexe et du m&me coup
4 l'enveloppe disquée.

Dans toute la suite nous appelons disque un ensemble équilibré
convexe et nous désignons par T['(A) 1l'enveloppe disquée de A.

Ces evb convexes sont nommés ici ebec ; ils forment une catégorie
IEBC, dont les morphismes sont encore les applicatibns linéaires et
bornées. Un objet de IEBC est donc un espace vectoriel E muni d'une
famille B de parties de E vérifiant 1'axiome :

(BVC) B est un recouvrement héréditaire de E tel que, pour tous
Ae® Be® et AeKon ait A(AUB)e B

Il est clair que dans un ebc il existe un systéme fondamental

de parties bornées formé de disques.

(2,1,1) Sous-espace. Il suffit de remarquer que la bornologie induite
sur un sous-espace vectoriel F par un ebc E est une bornologie

convexe.

(2,1,2) Egpace produit. De m&me un produit vectoriel bornologique

d'ebc est en fait un ebc.
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(2,1,3) Limite projective

On suppose que I est un e‘nse‘:ﬁble préordonné, filtrant & droité
pour un préordre ¢ . On peut ne pas supposer que I est filtrant ;
cependant nous introduisons cette condition pour parfaire la
symétrie avec la notion de limite inductive.

Un syst@me projectif (ou spectre projectif) d'ebe, indexé

par I, est une famille (Ei,'n‘ ij) ol les Ei sont des ebc et les

uij:Ej-—* Ei des morphismes, définis pour ic<j et vérifiant :

(LPl) Pour tout i, nii est 1l'application identique de Ei'
LP La condition i¢j¢k =, , o ,
( 2) igj entratne Tik i3 ° 3k

Soit L un ebc. On se donne des morphismes ui:L——" Ei tels que,

pour i¢j on ait : u, = ﬂ:ij ouj. L'application ﬁ=(ui) de L dans le

produit F=T{ E; est un morphisme tel que, pour isj on ait :

(TLij%prj - pri)oq = 0.

. - - .
Soit donc Hij Ker..(‘l’tijaprj Pri) le noyau, dans l'espace
produit F, de 1l'application n:ijoprj - pr,. Puisque Im.-\-.l-e.Hij on
a aussi Im GecE= nH o
1$j14j
Désignons par w l'injection canonique de E =™ F, et par ﬂ'i
1'application composée ’n’i=prio1t : BE—* Ei.Plac;ons sur E la

bornologie induite par celle de F, qui fait de E un ebc, sous-

espace de F. On constate que :

. les applications LR E —* Ei sont des morphismes tels cur

our iéj, o it : W,=717,,
.E...__. J _fl_& i TrlJO trj
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. l‘agglicationls : L —" F, se factorise a travers E, en

U =1eu 00 u:L —" E est un morphisme tel que, pour tout i,

=M,
Uit titw
Tout cela se résume par le diagramme commutatif de morphismes :

L

/N

"/'.:.- '.....‘.'....
N
. E /’E\a Ejl
1 £ J - RN \
s Y
\\\\ Y
g
% ;Ei

Ainsi le systéme (E,vci) est solution d‘un probléme universel

qu'il est inutile d'énoncer explicitement.
L'ebc E s'appelle limite projective du systeme projectif

(Ei' T..). On le note lorsqu’aucune confusion n'est a craindre

ij
concernant les w,.,E= lim E, .
ij ¢ i
Remarques. 1. Les morphismes 1ci étant les restrictions 2 E des

morphismes pr, de projection 1la condition x=0 dans E est équivalente
a2 la condition : pour tout i,'ﬂi(x)=0 dans Ei'

2. Les bornés de E sont les parties contenues dans un
-1
"borné élémentaire"” B = f:}iti (Bi) ol, pour tout i, Bi est borné

dans Ei'

3. E s'identifie exactement aux éléments x=(xi) du
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produit TTEi qui sont "cohérents", c'est-a-dire tels que, pour
i¢j, on ait : x.= W  (x.).
ig¢j Xi= T (xj)

4. La propriété universelle de E servira souvant a
construire E a3 un isomorphisme prés.

Notons les ré&sultats :

(2,1,3,1) Proposition. Pour qu'une application linéaire v:G —* E,

d'un ebc G dans E, soit bornée il suffit que, pour tout
i, 1'application V.= ﬁiev : G —* Ei' soit bornée.
(2,1,3,2) Proposition. Si les Ei sont tous des ebc séparés, leur

limite projective E est séparée et b-fermée dans le

produit TfEi.

Cela résulte du fait que chaque espace Hij est b-fermé dans
le produit TTEi, qgui est un ebc séparé.

Enfin rappelons une propriété algébrique :

(2,1,3,3) Proposition. Si tous les morphismes Kij sont injectifs

il en est de m2me des morphismes TCi.

(2,2) Espace quotient. Somme directe. Limite inductive.

(2,2,1) Espace gquotient.
Il est bien clair qu'un quotient E/H d'un ebc E est encore

un ebc.

(2,2,2) Somme directe.

Soit E= @ Ei un espace vectoriel somme directe d'une famille
ieI
quelconque d4d'ebc Ei' Il existe sur E une bornologie vectorielle

convexs unique, la plus fine parmi celles rendant bornées les
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injections canoniques Qi:Ef_-* E. Les bornés de E sont les parties
de E contenues dans l'enveloppe disquée d’'une réunion finie d'images
de bornés des espaces Ei' c'est-a-dire qu'un systéme fondamental
de bornés dans E est formé des disques B=1[7( F_J 91‘31’) ol J est
une partie finie quelconque de I et, pour iﬁJ?egi un borné quel-
conque de Ei'

On voit aisément :
(2,2,2,1) Proposition. Soit F un ebc. Si u:E —> F est une appli-

cation linéaire, pour qu'elle soit bornée, il faut et

il suffit que toutes ses restrictions u,=u, eiin“* F,

soient bornées.

Ramarque. Lorsque I est un ensemble fini, la somme directe <:) E

i
cofncide bornologiquement avec le produit 'TrEi. Cette affirmation
permet de voir que, dans le cas général, un borné de E= C:) Ei
est une partie de E, contenue et bornée dans un espace
E_ = (:) E.= 11 E , o) J est une partie finie de I. A ce titre,
J i | i

ieJd ieJ

si tous les Ei sont séparés, il en est de m&me de tous les EJ

de sorte que E ne possé&de aucune droite bornée.

Ainsi :

(2,2,2,2) Proposition. Une somme directe d'ebc séparés est un
}ebc séparé.

(2,2,2) Limite inductive.
Stit I un ensemble préordonné filtrant a droite pour un

préordre ¢ . Un systéme inductif (ou spectre inductif) 4'ebc,
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indexé par I, est une famille (Ei . T‘ji) ol les Ei sont des ebc

et les nji : Ei——> Ej des morphismes, définis pour igj, et

vérifiant :

(LIl) . Pour tout i, m,, est l'application identique de E, .

] I <4 e
(LIz) La condition i<j¢<k entratne LA x° Tji

Soit L un ebc. On se donne des morphismes u, : E,—" L, tels

gue, pour ié€j, on ait : u, = uj°nji' L' application unique

u = (ui) telle que, pour tout i : 'ﬁoei =u; est un morphisme

de la somme directe F = @Ei dans L. La condition : u, = ujo thi
pour i¥j , imposée aux morphismes u, se traduit par :

i¢ j = Y -0,0,.) =0
i¢] u.(ei jo Jl)

Soit donc N,, = Im(®6, - €., M,.) 1l'image, dans F, de
ji i 73 ji
1'application (6, - ©.,17,.). Puisque N..< Ker.u , on a aussi
1 J Ja J1
NcKer.u od N = 5 Nji est le sous-espace vectoriel de F engendré
par tous les N,..
ji
Désignons par ™ 1'application canonique : F—F/N = E ,
par ‘rci 1'application composée ﬂi= ?Loei : Ei --» E, Plagons sur

E

F/N la bornologie quotient, qui fait de E un ebc.

On constate que ;

. les applications 1ci : Ei ——» E sont des morphismes tels
e our i€j , o i ., =MW T .
que, p J n ait 7(1 Jo i
. 1l'application u : F—»1, se factorise & travers E, en

W =uonw ol u:E — L est un morphisme tel gug, pour tout i,

on ait : u, = uomw .,
R i i
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Tout cela se résume par le diagramme commutatif de morphismes :

ﬂ&i

._..
hY
5,

B

Lol “/ / = \

N
e o

\
, \\\
£
1 3

Aussi le systéme (E,vti) est solution d'un probléme universel

/
13
wy
/

S

4

qu'on se dispense d'expliciter. L'ebc E s'appelle limite inductive
des ebc E;. On le note généralement E = 1lim E, .

1 — 1
Remarques. 1. Le morphisme t: @ Ei———'- E étant surjectif, on voit
que E est vectoriellement engendré par les sous-espaces 71i(Ei)-

i i &9 = T .
Mais pour i<¢j on a Tti(Ei) 5° Eji(Ei)C ﬂa(Ej)

Par suite, E est réunion filtrante des sous-espaces “1(Ei)°
2. Pour les m8mes raisons les bornés de E sont exactement
les ensembles de la forme B = 'mi(Bi) ol i est fixé quelconque, et

B. borné dans E, .
i i

Citons encore les résultats :

(2,2,3,1) Proposition. Pour qu’une application linéaire v : E —» G
de E dans un ebc G soit bornée il faut et il suffit que,

pour tout i, 1l'application v, = Vem, : E -G, soit

bornée.



19

(2,2,3,2) Proposition. Si tous les morphismes nji sont injectifs
il en est de mé&me des morphismeé <ti.

Mais il n'est pas toujours vrai qu'une limite inductive d'ebc sef
soit séparée. La question est résolue avec :

(2,2,3,3) Proposition. Pour que E = fiﬂ. Ei soit séparé il faut et
il suffit que, pour tout i, Ker.ﬂ'.i soit un sous-espace
vectoriel b-~fermé de Ei'

La condition est nécessaire puisque, lorsque E est séparé, (0)
est b-fermé dans E, donc Kér.TCi l'est aussi dans Ei. Réciproquement
soit xeE tel que Kx soit borné. On peut trouver un indice i et un
borné Bic:Ei tels que x = Ei(xi) et Kxc ui(Bi)' Alors, pour tout
entier n , xie'i .Bi + Ker.;mi., ce qui entrafne, Ker.Tl:i étant
b-fermé, x, € Ker. 'ﬂ:i donc x=0.

On déduit de 13 :

(2,2,3,4) Proposition. Lorsque les applications ni sont toutes

injectives E est séparé si et seulement si tous les Ei

sont séparés.
Car Ker.'rf—i étant nul dans Ei . Ker.Tti b-fermé signifie
exactement que Ei est séparé.

Lorsque toutes les n.i sont injectives, on a en fait, avec

(2,2,3,2) la situation suivante :

(2,2,3,5) E est un espace vectoriel réunion filtrante de sous-espaces
vectoriels E. sur lesquels existent des bornologies convexes 13i

-

telles que Eic‘.Ej -> ’.bic '3’3. . Sur E la bornologie est définie par
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la famille B =|_Jﬁi, elle est sévarée si et seulement si toutes
les ?ﬁi le sont.

Nous verrons que tout ebc peut s'obtenir de cette fagon et
méme que, dans le cas séparé, on peut choisir pour les Ei des
espaces normés.

(2,3) Disques complétants dans un espace vectoriel.

Dans un espace vectcriel E on associe a tout disque A de E

1l'espace vectoriel E_ = _JAA , qui est l'espace vectoriel engendré
A¥O
par A. On munit cet espace EA de la semi-norme jauge de A :
X €E p,(x) = inf 2
A A x e AA

A0

(2,3,1) Définition. On dit que A est un disque normant (resp :

complétant) lorsque EA est un espace normé (resp : un
espace de Banach) .

Dire que A est normant signifie encore que A ne contient
aucune droite.

L'ensemble des disques de E est un treillis pour l'inclusion,
avec les opérations AAB = ANB et AvB = I'(AUB). En fait on
utilise aussi la somme vectorielle(A + Bl Comme T(AuB)c(d + B)R2T(AUB)
on a E(A+B) = ETKAUB) et sur cet =gpace commun les semi-normes
p(A+B) et pF(AUB) sont éguivalentes 3e sorte que (A + B) et T'(AuB)

sont simultanément normants ou complétants.

(2,3,2) Proposition. Soient A =t B deux disgues d'un espace

vectoriel E . Alors :
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a) Eangy = Ey00Eg g Ea+n) = Ea * By

b) pAnB(x) = M?x(pA(x):pB(x))

c) P(A+B)(X) = . =i2f+ zMax(pA(y),pB(F$
yeEA,zeEB

Les vérifications sont évidentes avec la définition d'une
jauge.
Convenons maintenant une fois pour toutes de choisir sur un

produit E = E_ x E_ de deux espaces E

1 2 et E_,, semi-normés par des

1 2

semi~-normes respectives P, et P, la semi-norme produit

P = Max(pl,pz) définie par : p(xl,xz) = Max(pl(xl),pz(xz)).
Cela étant :

(2,3,3) Proposition. Soient A et B deux disques d'un espace vec-

toriel E.

a) La suite d'espaces semi-normés :

u v
E (AaB) EyxEpg —— B (A+B) 0

O v

ol u et v sont définies par u(x) = (x,x) et v(x,y) = x-y

est exacte.

b) Ssi q est, sur EAx.EB la semi-norme produit, alors
[

Panp = Qou est la semi-norme induite et ést

P (a+B)

la semi-norme quotient .
Le fait que la suite est exacte est bien connu (¢f : Bourbaki
Algébre linéaire) et se retrouve aisément. Quant 3 la partie

métrique de la proposition elle résulte de (2,3,2).
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En suivant une suggestion de L. Waelbroeck on intrcduit

3
°

(2,3,4) Définition. Deux disques A et B d'un espace vectoriel E

sont dits associés lorsque leur somme (A+H est un disque

normant.

Dans ce cas, évidemment, A et B sont déja des disques normants.

La proposition (2,3,2) conduit alors au critére suivant
(2,3,5)

.
.

ropositieon. Soient A et B deux disques de E. Pour que

A et B soient associés il faut et il suffit que E

(AnB)
soit fermé dans E. xE

B

En effet, en tant qu'espace semi-normé, E

est isométrique
(A+B) st iso q

. f - -q- ’
au quoﬁlent (EA"EB)/E(AnB)’ donc E(A+B) est séparé, c'est-a-dire

normé, si et seulement si E

E
(2aB) est fermé dans EA’<
On déduit de 13 sans difficulté

(2,3,6) Théordme. Soient A et B deux disque complétants cde E. Pour
que A OB soit complétant il faut et il suffit gque A et B

soient associés. Alors (A+B) est complétant.

Pour étudier 1l'image d'un disque complétant par une application

linéaire, on voit, en préliminaire :

(2,3,7)

roposition. Soient E,¥ deux espaces vectoriels et u :

. E_"'F
une application linéaire. Pour tout disque A de E 1l'espace

semi-normé Fu(A) est isométrique 3 l'espace semi-normé

quotient EA/N ol N = (Ker.u)n E,.

La restriction d B s
eu a E, opére de A dans Fu(A) et elle est

surjective. Son ncyau est exactement N ce qui assure 1l'isomorphisme
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algébrique Fu(A) LS EA/N. Mais, pour y ¢ F, (a)

p (y) = inf A= inf  (( inf A)) = inf p, (x) .
u (8] yeru(d) y = u(x) xelrA y = u(x) A

Comme application :

(2,3,8) Théoréme. Soient E,F deux espaces vectoriels et u : E~>F

une application linéaire. Si A est un disque complétant

de E, u(2) est un disque complétant de F si et seulement

si c'est un disque normant de F.

Il est maintenant extr@mement tentant d'appliquer les résul-
tats donnés par (2,3,6) pour retrouver sous une forme simplifiée
et plus générale un théoréme de Grothendieck ( [4] , Intr.IV.4.th.RA).
(2,3,9) Théoréme. Soit (Bn) une suite de disques complétants dans
un espace vectoriel E. Soit A un disque complétant de E,

associé a tous les Bn’ On suppose Ac:LJBn. Alors il

existe un entier m tel que A soit absorbé par Bm.

Avec (2,3,6) on voit que Hn = et un espace de Banach.

E

(0B ) ,
L'injection jn : Hn-d> EA est une application linéaire continue
de l'espace de Banach Hn dans l'espace de Banach EA' L'hypotheése
AcUB assure : = |J 3 .

v n EA Jn(Hn)
Ainsi EA est réunion dénombrable de sous-espaces jn(Hn)’

D'aprés le théoré&me de Baire, 1l'un, jm(Hm), de ces sous-espaces
est non maigre dans EA' Alors jm est une application linéaire

cont inue entre deux espaces de Banach dont l'image est non maigre.

Cela assure, avec un théor@me de Banach, que jm est surjective,
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donc bijective et continue, donc un isomorphisme (avec le théoréme
des isomorphismes de Banach). Il résulte de 13 qu'il existe M>O
tel que AlﬁBMD)JA ce qui signifie que Bm absorbe A.
(2,4) Disgues bornés dans un ebc.

Lorsque E est un ebc il existe dans E un systéme fondamental
de bornés formé de disques A. La famille
des disques bornés de E est ordonnée par inclusion et pour AcB,

1l'injection ltB

A :EA-—-v E_ est bornée. Comme E est réunion des

B

espaces E,, on a :

(2,4,1) Proposition. Tout ebc B est limite inductive des espaces
semi-normés EA' lorsque A décrit les disques bornés de E
(ou un systéme fondamental de disques bornés) .

Si E est un ebc séparé, c'est la limite

inductive des espaces normés EA.

Dans un ebc séparé, deux disques bornés sont toujours associés
car leur somme est bornée. Les théorémes (2,3,6) et (2,3,8)
donnent donc :
(2,4,2) Proposition. a) Soient A et B deux disques bornés corplétants
d'un ebc séparé E. Alors AnB , (A+B) et ['(AuB) sont
des disques bornés complétants.

b) Soient F un autre ebc séparé et u : E —>F

un morphisme. L'image u(A) d'un disque borné complétant

de E est un disque borné complétant de F.
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On voit, avec cette proposition, que la famille ch des

parties de E contenues dans un disque borné complétant définit
sur E une bornologie plus fine que la bornologie initiale de E.
I1 suffit pour s'en assurer de voir que 150 est un recouvrement
de E. Mais, E étant séparé, tout disque borné qui est enveloppe
disquée d'une partie finie de E est complétant, comme il résulte
aisément de (1,7,4).

(2,5) Ebc complets.

Ils ccnvient d'étudier les ebc séparés tels que leur bornologie

:

cofncide avec la bornologie ch, soit

(2,5,1) Définition. Un ebc E est dit complet s'il est déja séparé

et s'il posséde un systéme fondamental de bornés formé

de disques complétants.
Evidemment un ebc complet E est la limite inductive des

espaces de BanachEA, lorsque A décrit l'ensemble des disques bornés

complétants de E.

Les résultats de stabilité sont excellents puisque :

(2,5,2) Proposition. a) Soient E un ebc complet H un sous-espace
vectoriel b-fermé de E. Alors H et E/H sont des ebc

complets.

b) Un produit, une somme directe, d'ebc

complets est un ebc complet.

c) Une limite projective d'ebc complets est

compléte. Une limite inductive d'ebc complets est compléte
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pourvu qu'elle soit séparée.

Il suffit de conjuguer les résultats concernant la séparation
avec ceux concernant les disques bornés complétants.
Exemple. Si E est un espace localement convexe séparé et gemi-
complet (toute suite de Cauchy de E est convergente), il est
facile de vérifier que tout disque borné et fermé de E est
complétant. Ainsi les bornés de E définissent sur E une bornologie
compléte.
(2,6) Les b-tonneaux dans un_ebc séparé.

On voit aisémént que dans un ebc E, une partie H est b-fermée
si et seulement si, pour tout disque barné AcE, la partie HOE

A

est fermée dans l'espace semi-normé EA'

(2,6,1) Définition. On dit qu'une partie T de E est un tonneau

bornologique (ou un b-tonneau) lorsque T est un disque

apsorrant b-fermé.

Exemple. Un tonneau dans un espace localement convexe est déja
un b-tonneau pour la bornologie associéé ; la réciproque étant
généralement fausse.

On sait qu'un résultat important de Bourbaki ( [1] . g 3.n°4
lemme 1) concernant les tonneaux conditionne le théoréme de Banach.
Steinhaus. On obtient ici une généralisation naturelle avec :
(2,6,2) Théoréme. Dans un ebc séparé E, tout b-tonneau absorbe

tout disque borné complétant.



27

En effet si A est un disque borné complétant T,k = TnEA est

A

un disque absorbant fermé dans 1l'espace de Banach EA' C'est un

tonneau de EA’ donc un voisinage de O, puisque EA est tonnelé.
Il en résulte que T, contient un ensemble PA, pour p>0, ce qui
signifie que T absorbe A.
(2,6,2,1) Corollaire. Dans un ebc complet, tout b-tonneau est
bornivore (c'est-a-dire qu'il absorbe tout borné).
Voila un résultat qui a son utilité dans une étude bornolo-
gique des espaces d'applications linéaires bornées Hom BC(E,F).

IE
(2,7) Les ebc dénombrables.

(2,7,1) Définition. Un ebc E est dit dénombrable s'il est séparé

et posséde un systéme fondamental dénombrable de disques

bornés.

Ainsi un ebc dénombrable est déja une limite inductive
dénombrable d'espaces normés. Nous allons voir que ces ebc jouent,
en théorie des ebc, le mé&me r8le que les evt métrisables en théorie
des evt. En particulier on obtient des théoreémes tout a fait
analogues au théoréme du graphe fermé et au théoréme des isomor-
phismes de Banach. D'ailleurs ces résultats ont été indiqués, dans
un contexte différent et un peu moins général, par Grothendieck

( (4] . Intr. IV.4. th. B). Il ne faut donc pas s'étonner gue

l'outil essentiel soit le théoréme (2,3,9).
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(2,7,2) Définition. Dans un ebc E, on dit qu'un disque A est

associé 3 la bornologie de E lorsque A est associé a

tous les disques bornés de E.

Il suffit d'ailleurs, pour que A soit associé a la bornologie
de E, qu'il soit associé a tous les disques bornés d'un systéme
fondamental de bornés de E.

Remarquons qu'un diéque A associé a la bornologie de E est
déja normant. Enfin, dans un ebc séparé tout disque borné est
associé a la bornologie de E.

Le théoréme (2,3,9) rappelé a pour conséquence immédiate :
(2,7,3) Théoréme. Dans un ebc dénombrable et complet tout disque

complétant A associé 3 la bornologie de E est borné.

En application, démontrons le théoréme du "graphe fermé" qu'il
convient ici d'appeler th. du graphe b-fermé § Pour cela les
préliminaires évidents suivants sont nécessaires :

(2,7,4) Fgggggigigg. Soient E,F deux ebc et G un sous-espace vec~
toriel du produit ExF. Pour que G soit b-fermé dans ExF
il faut et il suffit que, pour tout disque borné AcE et
tout disque borné B¢F, le sous espace vectoriel Gn(E xFB)

A

soit fermé dans 1l'espace semi-normé EAxFB.

(2,7,5) ggggggigigg- Soient E,F deux ebc , u ¢ E=F une application

linéaire. G le graphe de u. Pour tout disque borné AcE

et tout di ' -
1sque borné BcF 1'espace seml. normé F(u(A)+B)

est isométrique & l'espace semi-normé quotient
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(EA\(FB)/(Gn(EA xFB))--

Cette dernidre proposition s'obtient & partir de (2,3,7)
appliqué 3 la fonction linéaire v : ExF —» F, définie par
vi(x,y) = u(x)~y , et au disgque borné A»B de ExF, compte tenu de
1'égalité G = Ker.v et de l'isométrie d'espaces semi-normés
(ExF) g™ En Fy-

On tire de 13, en conjuguant (2,7,4) et (2,7,5) :
(2,7,6) Théoreéme. Soient E,F deux ebc, u : E —>» F une application
linéaire, G le graphe de u. Pour que G soit b-fermé dans

ExF il faut et il suffit que, pour tout disque borné

A ¢E, u(A) soit un disque associé a la bornologie de F.
Puis tout naturellement :

(2,7,7) Théoréme du graphe b-fermé.

Soient E un ebc complet, F un ebc dénombrable et complet

U : E —» F une application linéaire. Pour que u soit

bornée il faut et il suffit gque son graphe G soit

b-fermé dans ExF.
La condition est trivialement nécessaire (car F est séparé).
Montrons qu'elle est suffisante. Mais G étant b-fermé dans ExF,

pour tout disque borné AcE, que l'on peut supposer complétant,

u(A) est un disque de F, associé 3 la bornologie de F, donc
complétant, ((2,3,8)), donc borné ((2,7,3)).

Comme conséquence évidente :
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(2,7,8) Théoréme des isomorphismes.

Soient E un ebc dénombrable et complet, F un ebc complet.

Toute application linéaire u : E —» F bijective et

bornée est un isomarphisme.
En effet le graphe G“.l de u-l est b-fermé dans ExF puisque
c'est aussi le graphe G de u.
(2,7,8,1) Corollaire. Soit E un ebc complet. € il existe dans E
un disque borné A absorbant, E est un espace de Banach.
Comme on peut supposer A complétant 1l'injection E, —»E est

A

bijective et bornée, donc un isomorphisme.

3. LES FONCTEURS T ET B .

(3,1) Foncteur B.

Nous désignons par E LC la catégorie des espaces localement
convexes (non nécessairement séparés), les morphismes étant
évidemment les applications linéaires continues.

A tout elc E associons l'espace vectoriel sous-jacent, muni de la
structure bornologique définie par les bornés de E, au sens vectoriel
topologique, c'est-a-dire les parties de E absorbées par tout
voisinage de O. On obtient ainsi un ebc gue nous notons BE. Il

est clair que, toute application linéaire continue entre deux elc
transformant les bornés en bornés, on a l'inclusion, en général

stricte :

3,1,1
(3,1,1) HomIELC(E,F) cnommac(l_aE,g.F)
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Autrement dit la correspondance B est exactement un foncteur
covariant de la catégorie IELC dans la catégorie IEBC
(3,2) Foncteur T

Sur un ebc E il existe une topologie & localement convexe
unique qui est la plus fine de celles rendant bornés (au sens
topologique) les bornés de E. Les voisinages de O_pour % sont
les parties de E contenant un disque bornivore (c'est-a-dire
absorbant les bornés de l'ebc E) . L'espace localement convexe
obtenu est désigné par TE. Il admet un systéme fondamental de
voisinages de O formé de disques bornivores.
On vérifie sans difficulté l'inclusion

(3,2,1) (E,F) c Hom (TE, TF)

Hom w ac IELC

qui exprime que T est un foncteur covariant de la catégorie IEBC

dans la catégorie IELC.

Exemple. Si E est un ebc complet, TE est un elc tonnelé. En effet,

tout tonneau U de TE est un b-tonneau de E car la convergence
bornologique dans E entrafne la convergence dans TE. A ce titre
U est bornivore dans E, d'aprés (2,6,2,1) ce qui veut dire que
c'est un voisinage de O dans TE.

(3,3) Relations entre B et T.

(3,3,1) En général, étant donné un elc E, la topologie de
1'espace TBE est plus fine que celle de E, c'est-a-dire que

1'application lE, identique de E, est un morphisme de TBE dans E :

1_
E EEE —>» E
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(3,3,2) De méme, pour un ebc E, la bornologie de BTE est moins
fine que celle de E. Alors lE est un morphisme de E dans BTE :

lE 3 E — ?E[_‘E.

(3,3,3) Les relations importantes (et é&videntes) sont :

2 TBT =

BTB = B

1.3

et melles ont pour conséqucnces les égalités :

Hom, . (BTE, BTF)

IE " BC

HomIEBC(gE, BF)

{ Hom__. . (TE, TF)

H (TZ'§, TBF)

"E1C
(3,3,4) On peut voir gue B est un foncteur adjoint & croite a T ce

gqui ee traduit par 1l'Ccalité

H (E, BF) = Hom (TE, F)

M BC ELC -

valable pour tout ebc E et tout elc F.

Pour démontrer cette égalité il suffit de prouver l'inclusion
Hom (E, BF) c Hom(TE,F), 1'inclusion inverse étant triviale. Or soit
u une application linéaire bornée de E dans F ; pour tout W, voisi-
nage de O disqué dans F, u_l(W) = V est un disque bornivore de E,

donc un voisinage de O dans TE.

(3,3,5) Elc bornologiques et ebc topologiques.

Les relations (3,3,3) invitent a étudier les elc E tels que
E = ggE. On sait que ce sont exactement les elc bornologiques et
nous conservons cette dénomination.

Pour un elc quelconque, TBE est évidemment un elc bornologique

dit elc bornologique associé 3 =.
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Par analogie, nous dirons qu'un ebc E est topologique
lorsque E = BTE.Lorsque E est quelconque, BTE est dit ebc topo-
logique associé a E.

Il est clair, avec (3,3,3) que, pour tout elc E, BE est un

ebc _topologigue, de m&me que, pour tout ebc E, TE est un elc
bornologique.

(3,4) Conditions de séparation.

On sait que dans un elc E une droite est bornée si et seule-
ment si elle est contenue dans 1l'adhérence de l'origine. Cela
signifie qu'un elc E est géparé si et seulement si 1'ebc BE est
séparé.

Par contre un ebc E peut 8tre séparé sans que l'elc TE le soit.
Divers contre-exemples ont été donnés parmi lesquels citons ceux
de L. Waelbroeck ( [9] ) et de G. Marinescu~-C. Foias ([7)) qui
établissent que la topologie de TE peut mé&me &tre grossiére en
prenant pour E un ebc complet.

Ceci nous améne a la définition :

(3,4,1) DPgfinition. Un ebc E est dit topologiquement séparé

(ou t-séparé) si et seulement si TE est un elc séparé.
On trouve dans la note citée de Marinescu-Foias une condition
nécessaire et suffisante, malheureusement peu maniable, pour qu'un

ebc soit t-séparé. Nous utiliserons le critére suivant, évident

par lui-m&me.
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(3,4,2) Proposition. Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un ebc E soit t~-séparé est qu'il existe sur E une
topologie localement convexe séparée ¢ telle que les

bornés de E soient déja bornés pour ¢ .

Désormais nous nous limitons a 1l'étude des ebc t-séparés,
formant la catégogie IEBCtS. Si IELCS désigne la catégorie des
elc séparés, l'essenéiel est de voir que le foncteur B opére de
IELC:; dans IEBCts tandis que le foncteur T opére de IEBCts dans
IELCS.
4. LA DUALITE.
(4,1) Le dual d'un elc séparé.

Etant donné un elc séparé E, nous désignons son dual par
E', réservant la notation E au dual algeébrique de E. On sait que
E' = HomnBLC(E,K) est 1l'espace des formes linéaires continues sur
E. Il n'existe pas de topologie unique naturellement associée 2
la topologie de E. Par contre si l'on choisit d'appeler bornés
dans E' les parties de E' contenues dans le polaire d'un voisinage
de O de E (autrement dit les parties équicontinues de E'), on obtient
une Dbornologie sur E', bien attachée & la topologie de E.

DPans toute la suite E' désiqne donc le dual de E muni de
sa bornologie équicontinue.

Comme toute partie équicontinue de E' est fortement bornée
le critére (3,4,2) assure que E' est un ebc t-séparé. De plus

toute partie équicontinue étant contenue dans un disque faiblement
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compact, donc faiblement complet, donc complétant, on a :

(4,1,1) Proposition. Pour tout elc séparé E, le dual E' ést un

ebc t-séparé complet.

Exemple. Le dual E' d'un elc métrisable est un ebc t-séparé
dénombrable et complet.

(4,2) Comparaison _entre E' et le dual fort Ek,

Nous désignons par E}a le dual fort de 1l'elc E, muni de sa
topologie forte. Il s'agit de comparer les elc TE' et Eb et

les ebc E' et BE' . D&ja :

P
(4,2,1) ogition. Pour que E' = BE's il faut et il suffit que
E soit un elc infratonnelé.
Car en effet E est infratonnelé (ou quasi~-tonnelé) si et
seulement si toute partie fortement bornée de E' est équicontinue.
Puisque tout voisinage fort de Eb ., choisi disqué,
absorbe les parties fortement bornées, donc aussi les parties
équicontinues, on voit que la topologie TE' gs ius fine
topologie fcrte. Cependant elle n'est pas tellement plus fine
puisque :
(4,2,2) Proposition. Pour tout voisinage disqué W de TE' le

bipolaire W°° (adhérence de W pour la topologie faible

o- (E',E)) est un voisinage fort.
Car W absorbe les parties équicontinues, donc son polaire W°
est absorbé par les voisinages de O dans E, c'est-a-dire que W°

est borné dans E (plus précisément dans BE). Ceci exprime que W°°
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est un voisinage fort. Ainsi :

(4,2,2,1) Corollaire. Pour que TE' = E%, il faut et il suffit
que tout disque de E' absorbant les parties équicontinues
contienne un disque faiblement fermé (pour o-(E',E))
absorbant les parties égquicontinues.

Chacune des conditions §E'9 = E' ou TE' = E'p entraine
l'une ou 1l'autre des deux conditions équivalentes TBE|y = TE'
ou BTE' = EEb . Pour voir ce que signifie exactement la pro-
priété BTE' = gEb} » remarquons que les ebc BTE' et BE'
vérifient tous deux la condition (D) de (1.2). Il en résulte
qu'ils sont identiques dé&s qu'ils ont les m&mes suites bornées.

Comme la bornologie de BE'y est moins fine que celle de BTE’,

car la topologie de Eb -est moins fine que celle de TE', on a :
(4,2,3) Proposition. Pour que BE' = BTE' (ou TE' = I§E$ )
il faut et il suffit que toute suite fortement bornée

de E' soit bornée dans QIE‘.

Ce n'est pas encore trés probant. Cependant :

(4,2,3,1) Corollaire. Si toute suite fortement bornée de E' est
éguicontinue alors TE' = QEEE . c¢'est-3-dire que TE'
est exactement l'elc bornologique associé au dual fort
Ek de E.

(4,2,3,2) Corollaire. Si toute suite fortement bornée de E' est
€équicontinue, pour que TE' = Ek il faut et il suffit

que le dual fort E& soit bornologique.
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Remarques. 1. La condition "toute suite fortement bornée de E'
est éguicontinue” est plus générale que celle choisie par
Grothendieck dans sa définition des espaces (DF) ( [2] ). On
voit bien ici en quoi elle généralise la condition "E est
infratonnelé".

2. Pour un espace métrisable non distingué E (il en
existe 1) on a BE'y = E' car E est infratonnelé, mais aussi
TE' # Eh, car Eb n'est pas bornologique ( [2], th. 7).

3. Un sort tout a fait spécial semble &tre réservé
aux elcs ééparés E tels gque 1'on ait a la fois E' = EEW‘ et

TE' = Eh . Il s'agit des elc séparés infratonnelés dont le dual

fort est bornologique. Leurs propriétés premiéregsont exposées

dans [2].

(4,3) Le duzl d'un ebe t-séparé.

Soit E un ebc t-séparé. Nous désignons son dual par E® .
C'est l'espace E* = HomIEBC(E,K) des formes linéaires bornées
sur E. Puisque E est t-séparé, E° n'est pas réduit a (o) :; plus
précisément E et Ex sont méme en dualité séparante comme il
résulte de 1'égalité (3;3,4) qui donne ici 1'égalité algébrigue
E' = (IE)'.

Sur E © on place la topologie de la convergence uniforme
sur les bornés de E. Comme ces bornés de E sont déja faiblement

bornés, pour la dualité entre E et E . i1 est clair que Ex

devient un elc séparé dont un systéme fondamental de voisinages
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de O est formé des polaires des bornés de E. Comme on prouve

facilement que E” est m&me complet, on a en résumé :

(4,3,1) Proposition. Pour tout ebc t-séparé E, le dual E® est

| un elc séparé et complet.

Exemple . Le dual E¥ d'un ebc dénombrable t-séparé est un espace
de Fréchet.

L'égalité algébrique E X = (TE)' a des conséquences inté-
ressantes. Remarquons d'abord qu'on peut la renforcer en une

égalité bornologique par :

(4,3,2) Proposition. Pour tout ebc t-séparé E on a :
B(E *) = (TE)"

En effet les bornés B de §(E*) sont absorbés par le polaire A°
de tout borné de E ; alors B° absorbe A°°, donc aussi A, ce qui
prouve que c'est un voisinage de O dans TE, de sorte que B<B°®°
est un borné de 1l'ebc (TE)'. Réciproquement un systéme fondamental
de bornés dans (TE)' est formé des polaires V°, ol V décrit
l'ensemble des disques bornivores de E ; nécessairement V° est
absorbé par le polaire A° de tout borné A de E, donc est borné

dans §(E X ).

La topologie de l'elc TE est bornologique et compatible avec

la dualité entre E et E = . Cette remarque assure que TE cofncide

avec la topologie de Maciey 't(E,E"), de sorte que BTE est

exactement la bornologie formée des parties faiblement bornées de E.
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Réciproquement, étant donnée une dualité séparante (F,G) entre
deux espaces vectoriels, il n'est pas vrai, en général que G
coincide avec l'espace des formes linéaires faiblement bornés
sur F, Cependant :
(4,3,3) Proposition. Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'il existe sur F une bornologie t-séparée telle que

F'= G est que la topologie de Mackey <T€(F,G) soit

bornologique.

On peut rechercher quelles sont les bornologies convexes sur
F, compatibles avec la duélité entre F et G { c'est-a-dire dont
le dual F© est identique & G) . Le probléme n'est pas résolu ici.

Cependant on peut dire que de telles bornologies lorsqu'elles

existent, sont nécessairement t-séparées et conduisent toutes 3

la méme topologie TF qgui est la topologie de Mackey T (F,G)
(de m&me que toutes les topologies localement convexes compatibles
avec la dualité entre F et G conduisent 2 la m&me bornologie BF).
De plus on a vu que sur F la bornologie faible est la moins fine
des bornologies convexes compatibles. Il y aurait lieu de recher-
cher s'il existe une plus fine bornologiec convexe compatible et
dans 1l'affirmative de la caractériser.

Tout ce qu'on peut ajouter ici est que, pour toute bornologie
convexe compatible il en existe une autre, plus fine, qui est

encore compatible. Cela résulte de :
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{¢,3,4) Proposition . Soit E un ebc t-séparé dont la bornologie egt
A et le dual E* . Les parties de E contenues dans
1'enveloppe disqule d'une suite convergeant bornolo-
gigquement vers O forment une bornologie convexe Eb

sur E, plus fine que B, compatible avec la dualité

entre E et E .

C'est une simple conséquence de la proposition (1,4, 2c)
on en tire
(4,3,5) Proposition. Le dual E* d'un ebc t-séparé B est un elc
séparé et complet lo?squ'on le munit de la topologie
¢, de la convergence uniforme sur les suites de E

tendant bornologiquement vers O.

Ce n'est autre que (4,3,1) appliqué 2 la bornologie B, .
b 3
D'ailleurs sur E la topologie 3, est liée d'assez prés a la

dualité puisque :

(4,3,6) Proposition. Si E est un ebc t-séparé complet, sur E¥ 1la
topologie %, est compatible avec la dualité entre E- et E.
Cela va résulter immédiatement du théoréme de Mackey

lorsqu'on aura vu que tout disque B,€ D, est faiblement rela-
tivement compact. Soit donc B_ = ﬂ(~{xn§) 1'enveloppe disquée
d'une suite xn-—§+ O. Puisque E est complet il existe un disque
borné complétant A tel que x — O dans l'espace de Banach EA'

La suite (xn) est donc relativement compacte dans E,. de sorte

que son enveloppe disquée fermée E; (dans EA) est compacte, car
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EA est un espace de Banach. Puisque A est borné dans E, il est
aussi faiblement borné ; par suite la topologie faible «(E,E™)
induit sur EA une topologie séparée moins fine que celle d'espace
de Banach. Alors B,, compact dans E. est aussi faiblement compacf.
ce qui termine la démonstration.
(4,4) Ebc polaires.

Il convient d'introduire une classe particuliére d'ebc
t-séparés E, qui contiennent assez de bornés relativement a la

dualité.

(4,4,1) Définition. On dit qu'un ebc t-séparé E est polaire

lorsque pour tout disque borné B de E, le bipolaire

B°°, relativement & la dualité entre E et Ex ., est

encore borné.

Il existe donc, dans un ebc polaire, un systéme fondamental

de bornés formé de disques faiblement fermés. Cette information

se précise par :

(4,4,2) Proposition. Dans un ebc polaire et complet E tout disque
] borné faiblement fermé est complétant.
Car un disque B borné et faiblement fermé, contenu dans un
disque borné complétant est lui-m&me un disque complétant.

La proposition peut se traduire encore en disant que dans

un _ebc polaire complet il existe un systéme fondamental de bornés

formé de disques complétants faiblement fermés.
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Remarques. 1 La démonstration de (4,4,2) peut se faire facilement
si l'on voit que dans un ebc t-séparé tout disque borné faiblement
fermé A colIncide exactement avec la boule unité de 1l'espace normé

EA.

2. Lorsque E est un ebc polaire il ccgvient de rem-
placer la bornologie ®,de (4,3,4) par la bornologie ii>engendrée
par les enveloppes disquées faiblement fermée des suites de E
convergeant bornologiquement vers 0. Il est clair quefi% donne_
le mé&me dual que?®,, donc le m&me dual que la bornologie ® initiale

sur E, d'od il suit que B, est une bornologie polaire. Si 1l'on

——

remarque encore que ® ,®, et ® ont les mémes suites bornologi-

—

guement convergentes, il est 'facile de vérifier que B et 'So sont
simultanément des bornologies complétes (alors qu'on ne peut
affirmer que la m&me prOpriété»est vraie entre ®et ®,, ni qu'elle
est vraie entre D et ii lorsque ® n'est plus supposée polaire).

3. Les ebc polaires se rencontrent fréquemment en
pratique. En particulier, pour tout elc séparé E les ebc BE et E'
sont _polaires. C'est bien évident pour BE. Pour E', il suffit de
voir que toute partie équicontinue disquée, fermée pour < (E,E)
est & fortiori fermée pour d"(E'.(E')x ).

Cela étant on a :

(4.4,3) Proposition. Soit E un ebc polaire. Si E* est un elc
l bornologique, E est un ebc topologique.

L'égalité de (4,3,2) affirme que B((BTE)®) = (TBTE)' = (TE)".



43

Ainsi E¥ ot (§'}"E)x sont deux elc ayant le m&me support vectoriel

et les m&mes bornés (car §(Ex)

(TE) ') . Comme la topologie de

(§'_1_‘E)x est plus fine gue celle de E” . lthypothése que EX est

bornologique assure 1l'égalité. Cette égalité signifie encore que

tout borné de BTE est contenu dans le bipolaire B°° d'un borné B

de E, autrement dit que E = BTE puisque E est polaire.

(4,4,3,1) Corollaire. Tout ebc dénombrable et polaire est topologique
Il semble que ce soit 1la 1'analogue convenable della pro-

priété assurant que tout elc métrisable est bornologique.

(4,5) La b-réflexivité pour les elc sgéparés.

Scit E un elc séparé. Son dual E' est un ebc polaire, dont
le dual (E')x est un elc séparé et complet. Nous dirons gue (E')x
est le bidual bornologique (ou b-bidual) de E et lorsque E = (E*)"
gue E est bornclogiquement réflexif (ou b-réflexif) .

Dans le cas général, on a E c(E')x.. D'ailleurs E est un
sous~espace topologique de (E')x puisque sur ces deux espaces la
topologie est celle de la convergence uniforme sur les parties
équicontinues de E'.

Comme (E')x = (TE')' (&gz2lité algebrique), et que la topo-
logie de TE' est plus fine que la topologie forte 8(E!E) nous
voyons que le bidual E" = (Eb )' est contenu dans le b-bidual.

X
(E')” , étant complet, contient aussi le complété ﬁ de E.

En résumé :
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E p 3
(4,5,1) . E c < (E')
Ell
Aussi tout espace baréflexif est complet (ce qui n'a pas
lieu nécessairement avec la semi-réflexivité) . D'ailleurs on
a la caractérisation suivante :
(4,5,2) Théoreéme. Tout elc séparé b-réflexif E est complet,
semi-réflexif et son dual fort Eks est bornologique.
Réciproquement si toute suite fortement bornée de E'

est équicontinue (en particulier si E est infratonnelé),

si E est semi-réflexif et si E'p est bornologique

alors E est b-réflexif.
Si E est b-réflexif on a E = ﬁ = B" = (E')x . De plus la
topologie TE' est compatible avec la dualité entre E' et E ce qui
prouve qu'elle cofncide avec T(E',ﬁ) et $>(E',E); Aussi E'y = TE'
est bornologique. Réciproguement si E = E" et si E'¢ est borno-
logique on a TE' = E'g en vertu de l'hypothése sur E ((4,2,3,2))
et par suite (E')x = (TE')' = E" = E.

On tire de la des résultats intéressants prouvant que la
b~réfléxivité, notion plus naturelle que la semi-réfléxivité,

peut jouer un rdle en théorie des elc.
(4,5,3) Proposition. Si E est un elc métrisable, ou bien si E est

un espace (DF) de Grothendieck, alors E est bréflexif

si et seulement si il est semi-réflexif.
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Si E est métrisable, il est infratonnelé et l'on sait que la dual
fort d'un elc métrisable semi-réflexif (ou réflexif peu importe)
est bornologique ( [2] , th.7), d'ou le résultat. Si E est un
espace (bF), son dual fort Eﬂp est un espace de Fréchet, donc
bornologique. Comme toute suite fortement bornée de E' est équi-
continue, on voit, avec (4,2,3,2), que, plus généralement,

E‘E' = E'ﬁ d'olu :

X
Si E est un espace (DF), son b-bidual (E') cofIncide alqe-

briguement avec son bidual E",_et topologiguement si E est infra-

tonnelé.

A partir de la proposition (4,3,6) on va pouvoir généraliser
quelque peu des théorémes de G. K8the ( [5] § 28.7 et [10] :
caractérisation des espaces bornologiqueg).

Remarquons d'abord que dans E' une suite xé est bornologi-
quement convergente vers O s'il existe dans E un voisinage de O,
soit V , et une suite ( &n) de scalaires tendant vers O, tels que
:Ur1¢ EnV°. Cela signifie encore que la suite x'n converge unifor-
mément vers O sur un voisinage convenable de l'origine dans E.
(4,5,4) Proposition. Soit E un elc séparé. Le b-kidnal (E')x de
E est algébriquement identique au complété &2 E pour

la topologie &, de la convergence mniforme sur les

suites de E' convergeant bornologiquerment vers O.
- - x
Il suffit de voir que E est partout dense dons (E') pour

- . . x .
la topologie ¢, , puisque pour cette topologie (E') est déja
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complet, d'apreés (4,3,5). Or cela résulte du théoréme de Hahn-
Banach et du fait que le dual de (E*)” pour la topologie %, est
exactement E', puisque E' est un ebc t-séparé complet ((4,3,6)).
(4,5,5) Théoréme. Uh elc séparé E est b~réflexif si et seulement
si il est complet pour la topologie %, de la convergence

uniforme sur les suites de E' convergeant bornologiquement

vers O.

On end&uit deux informations généralisant les prop. 9 et
10 de G. Kbthe ( [10] : caractérisation des espaces bornologiques) .
(4,5,6) Proposition. Un elc métrisable est réflexif si et seu-
lement si il est complet pour la topologie &, de la

convergence uniforme sur les suites de E' convergeant

bornologiquement vers O.

D'ailleurs E étant infratonnelé, une suite x'n-JE+-O dans E'’
si elle est bornologiquement convergente vers O dans BE'g .
Lorsque E est un espace de Fréchet on retrouve le résultat de
G. Kbthe.
(4,5,7) Proposition. Un espace (DF) de Grothendieck (en particulier

un espace normé€) est réflexif si et seulement si il est

complet pour la topologie de la convergence compacte

sur son dual fort.
Pour un elc E qui est un espace (DF), E' et BE'z ont les
mémes suites bornées, donc les m@mes suites bornologiquement conver-

gentes vers 0. Mais Eb étant métrisable (c'est un espace de
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Fréchet) les suites bornologiquement convergentes vers O sont
exactement celles qui convergent (topologiquement) vers O. De
plus (E'f( = E" car TE' = Eb, ., ce qui permet de terminer en
appliquant le théoréme de Banachs Dieudonné ( [1]: Ch.IV.§2, cor 1
de prop.7), puisque E" est dual d'un espace de Fréchet.
(4,6) La réflexivité pour les ebc t-séparés.

Soit E un ebc t-séparé. Son dual E* est un elc complet dont

le dual (E®)' est un ebc polaire complet. Nous dirons gque ()

est le bidual de E et lorsque E = (E)' (&galité bornologigue)

que E est un ebc réflexif.

Dans le cas général on a E c(E™)'. Comme les bornés de (EX) "

sont les bipolaires (dans (E*)') des bornés de E, on voit que E

est un sous-cbc de (E*)' seulement lorsque E est polaire.

Puisque les bornés de (E”)' sont relativement compacts pour
la topologie faible <r((E*)',EK) on voit que si E est réflexif,
il posséde un systéme fondamental de disques bornés qui sont
compacts pour < (E,E*). Réciproquement si tout borné A de E est
contenu dans un borné B, disqué, compact pour cr(E,E"), alors
B est fermé dans (E¥)' pour o((E)',E*), donc égal a son bipolaire
dans (E¥)', ce qui prouve facilement 1'égalité E = (EX)'. on
obtient aussi 1l'équivalent du théoréme de Mackey-Arens.
(4,6,1) Théoréme (Mackey-Arems). Pour qu'un ebc t~séparé E soit
réflexif il faut et il suffit qu'il admette un systéme

fondamental de bornés formé de disques faiblement

compacts.
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Remargue : Contrairement & ce qui se passe pour les bomés d'un
elc E semi-réflexif on ne peut garantir ici que tout disque
faiblement compact‘est borné. Cela tient au fait que l'ebc E,
m&me réflexif, n'est pas nécessairement topologique.

(4,6,1,1) Corollaire. Un ebc E réflexif est nécessairement
polaire et complet. Il admet m&me un systéme fondamen-
tal de bornés qui sont complets dans l'elc TE.

En effet, E a un systéme fondamental de bornés qui sont
faiblement compacts, donc faiblement complets, donc complets
pour TE.

Il est évident que le dual d'un elc b-réflexif est un_ebc

réflexif et que le dual d'un ebec réflexif est un elc b-réflexif.

On sait qu'en théorie des elc on peut affirmer, sous
certaines conditions, (par exemple : E est quasi~-complet et la
topologie est <T(E,E')) qu'un elc E est réflexif si et seulement
si son dual fort l'est.

On peut établir ici des résultats analogues.

(4,6,2) Proposition. Soit E un c¢lc complet. Pour que E soit b-

réflexif il faut et il suffit que son dual E' soit un

ebe réflexif.

La condition étant nécessaire, montrons, pour la suffisance,

la pfopriété plus générale,
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(4,6,3) Proposition. Si un elc séparé E a son dual E' réflexif

alors le b-bidual (E')x de E cofncide avec le complété

E ae E.

Cela est évident, puisque (E')”" est complet, que E est un
sous-espace de (E")* , et que E et (E')x ont méme dual E .
(4,6,4) Progositién. Soit E un elc t-séparé admettant un systéme
fordamental de bornés qui sont complets dans l'elc TE
(en particulier E est complet). Pour que E soit réflexif

il faut et il suffit que E" soit un elc b-réflexif.

Pour démontrer la suffisance, voyons d'abord que 1l'hypothése
assure qué E est polaire, donc un sous-cbc de (Ex ) ' . Puisque E*
est un elc b-réflexif la topologie Q(Ex)' n'est autre que la
topologie forte de (Ex)'. Ses voisinages sont donc les polaires,
dans (Ex ', des bornés de §Ex. Or §E%= (TE)', de sorte que les
voisinages de O dans (Ex)' sont les bipolaires, dans (Ex)‘, des
voisinages de O dans TE.

Autrement dit si l'on pose F = (E*)', on voit que E est un
sous-ebc de F et TE un sous-elc de TF.

D'ailleurs F est réunion des bipolaires B°°, dans F, des
bornés B de E. Mais rien n'emp&che de supposer que ces bornés B
sont disqués et complets dans TE, donc disqués et fermés dans TF.
Il reste 3 voir que dans ces conditions B = B°°, Or B°° est
1'adhérence de B, dans F, pour toute topologie sur F compatible

avec la dualité entre F et Ex, en particulier pour TF puisque
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E® est b-réflexif. L'égalité B = B°° provient alors du fait que
B est fermé dans TF.
Remargque. Il semble que 1l'on puisse affaiblir les hypothéses

sur E sans pour autant aller jusqu'a supposer seulement E polaire

et complet.
En conjuguant (4,6,2) et (4,6,4) on obtient :

(4,6,5) Proposition. Soit E un ebc t-séparé admettant un systéme

fondamental de bornés qui sont complets dans TE.

Pour que E soit réflexif il faut et il suffit que son
bidual (E™)' le soit.

(4,6,6) Proposition. Soit E un elc séparé complet tel que toute
suite fortement bornée de E' soit équicontinue et dont
le dual fort Eﬂv est bornologique. Alors, pour que E

soit b-réflexif il faut et il suffit que son b-bidual

(') 1le soit.

On voit, avec (4,2,3,2) que TE' = h . Ceci assure qu'il
existe dans E' un systé&me fondamental de disques bornés qui
sont complets dans EE', puisqu'en effet, .on peut les choisir
faiblement compacts, donc féiblement complets et & fortiori
fortement complets. I1 suffit, pour terminer 4'appliquer succes-
sivement (4,6,4) et (4,6,2).
Remarque. Il se peut que (4,6,6) soit valable pour tout elc
complet séparé. Pour le voir il faudrait amélicrer (4,6,4).

Cependant on sait déja que, dans le dual E', d'un elc séparé E,
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toute partie équicontinue faiblement fermée est fortement complete
Mais on ne peut garantir,d partir de 1la, qu'une telle partie est
compléte dans TE'. C'est pourtant le cas si 1l'on sait que la
topologie TE' admet un systéme fondamental de voisinages de O
qui sont fermés dans E} . Seulement cette condition est tres
difficile & vérifier. On retiendra ici qu'elle est toutefois
valable lorsque E est un elc métrisable comme il résulte d'un
théoréme de Grothendieck ( [2]: th. 6). On obtient donc, en
reprenant la démonstration de (4,6,6).
(4,6,7) Proposition. Pour qu'un espace de Fréchet E soit réflexif

il faut et il suffit que son b-bidual (E')"~ le soit.

Pour E et (E')%, gui sont des espaces de Fréchet, la b-
réflexivité colncide avec la réflexivité, c'est ce qui donne le
résultat. La proposition est & rapprocher de celle affirmant qu'un
espace de Fréchet est réflexif si et seulemenﬁdéon bidual E" l'est
( [5] : § 29.2.4). Elle en différe dans la mesure od E" et (E')

sont différents ce qui est le cas lorsque E n'est pas distingué,

car alors E; n'est pas bornologique.

Enfin, citons, pour terminer, une conséquence immédiate de
(4,6,6) .
(4,6,8) g;gggg;gigg. Soit E un espace (DF) infratonnelé et complet.

Pour que E soit semi-réflexif il faut et il suffit que

son bidual BE" le soit.
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On sait,que, pour un espace (DF), on a l'égalité algébrique

. Si E est infratonnelé 1l*égalité est vérifiée topo-

logiquement, de -sorte que (E‘)x est aussi un espace (DF). Alors

pour E et E",

semi-réflexivité et b-réflexivité cofncident, et il

suffit d'appliquer successivement (4;6,2) et (4,6,4).

[1]

(2]

[3]

(4]

(5]

(el

(7]
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