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SEMINAIRE )U 65 FONCTEURS D'EQUIVALENCE
DY*ALGEBRE 8 DANS UNE CATEGORIE
1 -19¢ par A.Roux

1, Généralités.
(1,1) Définition :

Soit M un objet d'une catégorie €.

On appelle foncteur dvéquivalence sur M un foncteur isomorphe
a un foncteur contravariant de € dans IEns, G( ,M)} tel que pour tout
objet X de €, G(X,M) soit le graphe dtune relation d!équivalence
sur Hom{X,M),

Une relation d'éoguivalence sur M est un foncteur d'éguivalence
sur M représentable; un représentant d'une relation dtéquivalence
est appelé un couple d'écuivalence sur M, Par définition un couple
d'équivalence sur M est donc un couple de morphismes R::§===M de
méme sourca et de but M, tel que pour tout objet X de € ltapplica~
tion de comp054ntqs (Hom(x,rl),ﬁom(x,rz)) de Hom(X,kx} dans l'ensenm-
ble produit Hom(X,M) x Hom(X,M) soit une injection dont l'image ssc
le graphe G(X,M) d'une relation d*équivalence sur Hom!X,M).

r! r
Des couples dféquivalence R':;—%:--:B M et R’:—-:;:]—-:.&N qui pour tout
2 2

objet X de € déterminent le méme graphe d'écuivalence G(X,M) sur
Hom(X,M) sont dits équivalents, Il revient au méme de dire qu'ils

représentent la méme relation d'équivalence sur M, X-msG(X,M)},
dfou

Pour que deux coupléb d?sguivalence sur M soient écuivalents,
i1l faut et il suffit qutil existe un isomorphisme compatible de
1tun sur ltautre @ ¢ R'—=R, tel que ri = rl.Q et ré = rz.O.

La donnée d'une relation d'écuivalence sur M revient donc & la

donnée d'une classe de couples d!écuivalence sur M "écuivalents",
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(1,2) Proposition. Soit R =s===% M un couple dtéquivalence sur un
[~
objet M tel que le produit direct (MﬂM,pl,pz)

existe; le morphisme i § R-—+ MnM de composan-
tes (rl,re) est un monomorphisme,
Il existe donc une correspondance biunivoque entre les rela-

tions d'équivalence sur M et les sous~objets i : K — MiM tels que
Pyl
K ==;;=§= M soit un couple dtéquivalence sur M; un tel sous-objet
2° .
de MnM est appelé un graphe dtéquivalence sur M, et on identifie un

graphe dféauivalence avec la relation df'&quivalence qu'il définit,

(1,3) Proposition, Soit i ¢ K — MM un sous-objet du produit direct
(MnM,pl,pZ) tel que le produit fibré (P,el,eg)
Pqoi
de K ::5&? M existe; pour que i § K ——MrM
e
~
soit un graphe dtéquivalence sur M il faut et
il suffit que :
a) il existe un morphisme s : M — K sectionnant
Py+1 et py.i (pl.i.s =1y = p2.i.s), ce aui est
égquivalent 3 : il existe s ¢ M — K factorisant

le morphisme ciagonal SV M- MaM (i,.s =AM).

b) il existe un morphisme T 3K K symetrisant
> 3 ‘ * - »
le couple (pl.l,pz.l,(pj.l.a‘K Ppeis J # k) ce
qui est éguivalent &:ltinvolution de symetrie
g ¢ MaM —=» MM de composantes (p‘,pq) (pj.¢ = pk)
K ®
particulier dK est aussi une involution,

induit un morphisme ¢, ¢ K —= K («,i = i-“k); en

c) il existe un morphisme ce passage e: P — K

tel que pj'i°P = pj'i‘Pk; (p est alors le noyau
i b, .1
du couple de morphismes K ::5-1;3:2 M,
9.

2.Morphismes compatibles.
(2,1) Diéfinition. Soient G( ,M') et G( ,M) des foncteurs d'équiva-
lence sur des objets M' et M de €; on dit qu'un morphisme f M!'-=M
est compatible avec G( ,M') et G( ,M) si le morphisme fonctoriel
Hom{ ,f)xHom( ,f) induit un morphisme fonctoriel G( ,f) de G( ,M?)
dans G( )M)o
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Cela revient 4 dire que pour tout objet X de €, l'application
Hom(X,f)xHom(X,f) de Hom(X,M')xHom(X,M?) dans Hom(X,M)xHowm(X,M)
envoie le sous-ensemble G(X,M') dans le sous-ensemble G(X,M). Si

£ ¢t M! > M est compatible avec G( ,M') et G( ,M), le morphisme
fonctoriel G( ,f) cutil détermine est unique,

(2,2) Proposition. Soient G( ,M') et G( ,M) des relations dtécuiva-

Si 6

lence sur M' et M, et £ ¢ M'" —» M un morphisme

compatible; pour tous couples d!'équivalence
ri : r
R? ====% M! et R =<5 K dcéfinissant G( ,M?)
2 2 :

et G( ,M), il existe un unique morphisme
O’ J = 1,2. Ré"‘
ciproquement, si f est un morphisme de M' dans

f ¢ R'-—- R tel que f,rt = r,.f
o J J

M, et s'il existe un morphisme fo ¢ Rt—R tel
que les relations de commutation ci-dessus
soient vérifises, f est compatible avec G( ,M')
et G( ,M); de plus si s' ¢ R¥—+» M! (resp.ssR-—M)
est la section commune A ri et ré {resp. & r

1

ot rz), on a 8.f = fo.s'.

sM') et G{ ,M) admettent des graphes d'equivalence

i ¢ XV - M'rM? et i ¢ Ko MrM, et si £ ; M?'-— M est compatible,
Ye morphisme fo t KV ——=K est induit par le morphisme fef de¢ M¥nM?
dana MuM (f=f.it = i.fo).

(2,3) Proposition, Soit f : M'!—-» M un morphisme compatible avec

Remarque 3

des relations d'équivalences définies par des

r! r
couples R! =ﬁf%t M* et R ::fgt'Nb et soit
2 2

fo $: R'——=R, le morphisme défini par f ¢

a) si f_ est un épimorphisme, il en est de m@me
de f;

b) pour que f soit un monomorphisme, il faut et
il suffit que £ en soit un, et (M',s',f) est
alors le produit fibré de (R',fo} et (M,s) au-
dessus de R,

il est évident que f : M?' ——» M est compatible avac tout
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foncteur dvéquivalence G( ,M!') sur M! et lz plus grande relation
dtéquivalence sur M,

(2,4) Définition., Un foncteur dVécuivalence D?( ,M) sur M est dit
pius fin qu'un foncteur dtéquivalence G( ,M) sur » si e morphisme
identique 1y est compatible avec G'( ,M) et G( ,l4), ctest & dire
si pour tout objet X de €, G'(X,M) & G(X,M),

De fagon évidente on a :

Pour cutfune relation d'4Squivalence E' sur M soit plus fine
qutune relation dtéquivalence I sur 2, il faut et il suffit que

rJ r
to Rig | S 1 = afini
pour des couples dtfcauivalence R ~—7§?: M et R -;i:t M définissant

E!' et E, il existe un (mono)morphisme compatible 8 = (1M)o : Rf—wR
(rj.O == rs).

La re¢lation de finesse est trivialement une relation dtordre
sur la classe E(M) des relations dvéquivalence sur M et une rela-
tion de préordre sur la classe des couples d'éguivalence sur M, la
relation d'4cuivalence associée étant la relation définie ci-aessus
de couples dtéquivalence sur M %équivalents", Dans le cas ol le
produit direct =M existe, la relation d'ordre définie entre deux
relations d'éaquivalence sur M stidentifie & la relation dtfordre
opposée & la relation de %Wfactorisation® de leurs graphes d'équiva~
lence dans la classe des svus-objets de ¥wM,

(2,5) Proposition, Soit E(M) la classe dez relations dtéguivalence

sur M i 1.
a) M rfi: M est un couple d'équivalence défi-
M

nissant le plus grand élément de E(M);

b) le produit direct MwM (quand il existe) est

un couple d'écuivalence sur M définissant le plus
petit élément de EB(M);

c) si la catégorie des objets au dessus de M=l
est a 2-produits directs, (M) est réticulé (et
s'identirie & unc sous-classe de la classe réti-
culée (pour l'ordre oppnse) des sous-cbjets de

M M);

d) si la catdégorie des objets au dessus de MwM

est a produits directs quelconquec, et si E(M)
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est un ensemble, ct'est un treillis complet.,
Remarque : dans la suite on notera Eo(M) la plus fine relation d'é-
quivalence sur M et Gl( yM) (resp. El(M)) le foncteur d'dquivalence
(resp. la relation d'squivalence) le moins fin sur M,

3. Image réciprogue dfune relation d'<cuivalence.

(3,1) Soient G( ,M) un foncteur d'équivalence sur M, et £ ¢ Mt — M
un morphisme; pour tout objet X de € l'image réciprooue par
Hom(X,f)xHom{X,f) du sous-ensemble G(X,M) de Hom(X,M)xHom(X,M) est
un sous-ensemble Gf(X,M'\ de Hom(X,M*)xHom(X,M'), graphe dfune re-

lation dt'éguivalence sur Hom(X,M'); dc plus, si u ¢ X' -— X est un

morphisme, l'application Hom(u,M!)xHom(u,M?) envoie le sous-ensem-
ble Gf(X,M') dans le sous-ensemble Gf(X',M'); on définit ainsi de
fagon évidente un foncteur dfécuivalence sur M' noté Gf( SJMt) .
Définition. Avec les notations ci-dessus, le foncteur dt!équivalence
Gf( sM?) sur M!' est appelé l'image reciprocue par f du foncteur
dténuivalence G( ,M) sur M.

Il est évident cue f définit un morphisme fonctoriel de
Gf( yM?) dans G( ,M), de sorte que f est compatible avec Gf( SJM1)
et Gf( sM)., Plus précisément :
(3,2) Proposition., Il existe un isomorphisme fonctoriel entre
Gf( sM?') et le moins fin des foncteurs dtéquiva-
lence G( ,M') sur M' tel cue f soit compatible
avec G( ,M") et G( ,M).
La proposition suivante fixe la représéntabilité du foncteur
Gf( »M?) lorsque G( ,M) est une relation d'équivalence :

(3,3) Proposition. Si les produits directs (M'HM',pi,pé) et

(MﬂM,pl,pZ) existent, et si la catégorie des
objets au dessus de MwM est & R-produits directs
1'image rsciprocue par un morphisme f : M! -——M
dfune relation dté¢cuivalence G( ,M) sur M est
une relation dtsquivalence Gf( ,M?) sur Mt;
le graphe dtécuivalence de Gf( ,47) est l'image
réciprocue par fa»f du graphe d'é&quivilence de
G( ,M),
En particulier l'image réciprogue par f de la relation d'equi-
valence la moins fine sur M est la relation df#fquivalence la mouins
fine sur Mt,
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4., Relation d'éacuivalence associce & un morphisme.
(4,1) Définition. Soit f ¢ M — N un morphisme de €; on appelle fonc-
teur d'équivalence associé 4 f le foncteur fl( ,M) dtéquivalence sur

M image réciproque par f de la relation d'equivalence la plus fine

1
sur N (définie par le couple N f:fg=‘ N).

N
Mmr —£ o
Si u{ lv est un diagramme commutatif dans €, pour tout
M F N
ogjet X de € 1l'application HomX,u)xHom(X,u) envoie le sgus-ensemble

r£*(X,M') de Hom(X,M')xHom(X,M') dans le sous-ensemble f (X,M) de
Hom(X,M)xHom(X,M), par suite u ¢ M! —= M est un morphisme compatible
-1 -1

avec £9( ,M') et £ ( ,M) car il définit un morphisme fonctoriel de
-1 -1
£r( ,M') dans £ ( ,M), dtou

(4,2) Proposition. f - Fl( sJM) définit un foncteur covariant de

la catégorie des morphismes de € dans la %"catégo-
rie" des foncteurs contravariants de € dans IEns.

(4,3) Proposition. Soit f : M —+N un morphisme de €; pour gu'un cou-

r

ple R ::géz M soit un couple d'écuivalence défi-
2

nissant l%image réciprocue par f de la plus fine

relation d'équivalence sur N, il faut et il suffit

r
que R :=¥%=t M soit un produit fibré du couple de
2

morphismes M =:§:: N.
On note alors (Rf,rl,re) ce produit fibré, et Ef la relation

dtéquivalence Tl( sM): £ est compatible avec les couples d'équivalence

r 1
R =1z Met N = N et le morphisme f_ ¢ R, —— N défini par f
£ ry 1N o} £

est égal A f.rl = f.rz; sis ¢+ M ~-----oRf est la section commune a r

1
et r,, on a trivialement f = f,.r

S = fer

' ) *
1 208y dvou
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Corollaire 1, Pour cue f ¢ M —=N soit un monomorphisme, il faut et
il suffit cue le foncteur dticuivalence associé & f soit la plus fine
relation d'équivalence sur M; pour que f soit un épimorphisme, il
faut et il suffit que fo = f.rl = f.rz en soit un (dans le cas ou
fl( »M) est une relation dtéquivalence).
Corollaire 2, Soit € une catégorie 4 2-produits fibres; le foncteur
dtéquivalence associé¢ a tout morphisme f : M -—» N est une relation
dtéquivalence E, admettant (Rf,rl,rz) comme représentant, et f-msRg
définit un foncteur covariant de la catégorie des morphismes de €

dans la catégorie €, M'-*—fl—. N?
Plus précisément : soit ul iv un diagrarme commutatif,
' M =g N

- u ¢ M'-— M est un morphisme compatible avec Rf, et Rf;
- si u, Ray ==> Ra est le morphisme définit par u, si u, est
un monomorphisme (resp. un epimorphisme) il en est de méme de u, la

réciproque 4tant exacte (resp.si festoun menemorphisme);

- 81 v ¢ N'e—w N est un monomorphisme, Ef,est l1'image récipro-
que par u de Eee

Corollaire 3. Soient M -£;-N &+ P des morphismes de C

a) Ef est plus fine que Eg g S M, et lui est identique si g est
un monomorphisme;

.

b) Eg £ est l'image réciprooue par f de Eg, donc f est compatible
avec Eg £ (et a fortiori Ef) et E

[

g
(4,4) Définition. On dit qu'un foncteur d?sécuivalence G{ ,M) sur M

est réalisable, s'il existe un morphisme f de source M tel que
G( ,M) = fl( yM)e. On dit alors que f réalise le foncteur d'équivalen-
ce G( ,M),

Pour que des morphismes de méme source f et g réalisent le méme
foncteur d'équivalence sur M, il faut et il suffit qu'ils admettent

les mé&mes couples diagonaux (ctest & dire f.u = f,v equivalant a
S.u = g.V).

(4,5) Proposition. Soit Er(M) la classe des relations dt'32quivalence

réalisables sur M :

a) la plus fine relation d'éguivalence sur M est
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réalisable (par 1.);

b) si € admet un objet final L et si ie produit

direct MnM existe, la moins fine relation dt'équi-

valence sur M est réalisable (par oM);

¢) si € ot la catégorie des objets au dessus de M
sont & 2-produits fibras, Er(M) est réticulé a
gauche;

d) si € posséde un objet final, est A produits
fibrés quelconqgues, et si Br(M) est un enscmble
cl'est un treillis achevé,

Tous les résultats et toutes les définitions que l'on a exposés

ci-dessus se dualisent de fagon immédiate; on obtient par dualité

ies notions de relations de coéquivalence, de couple de coéguivalen-

co, etCese

S5 Foncteur conoyau associé & un foncteur dtéouivalence,

(5,1) 30it G( ,M) un foncteur df4guivalence sur un objet M de C,

Pour tout objet Y de € soit QG(M,Y) le sous-ensemble de Hom(M,Y)
composé des morphismes compatibles avec G( ,M) et EO(Y), ctest a

dire l'ensemble des y ¢ M —=» Y tels que pour tout objet X de €, et
tout élément (x,x') de G(X,M) on 2it y.x = y.x'; si v 3 Y! —+» Y est un
un morphisme de €, l'application Hom(M,v) envoie le sous-ensemble
QG(M,Y') dans le sous-ensemble QG(M,Y); soit QG(M,V) ltapplication
ainsi définie de QG(M,Y') dans QG(M,Y); il est évident cue lton dé-

finit ainsi un foncteur covariant QG(M, ) ¢ Y-ﬂA~9QG(M,Y) de € dans
Ens, et que pour tout Y de € l'injection canonicque de QG(M,Y) dans
Hom(M,Y) définit un morphisme fonctoriel de QG(M, ) dans Hom(M, ).

Si f : M'—= M est un morphisme compatible avec les foncteurs
d'éaquivalence GX ,M') et G( ,M), pour tout objet Y de € ltapplica-
tion Hom(f,Y) envoiz le sous~ensemble QG(M,Y) de Yom(M,Y) dans le
sous~-ensemble QG,(M',Y) de Hom(M?,Y), et il est facile de voir que
l'on d4finit ainsi un morphisme fonctoriel de QG(M, ) dans QG,(M', ).

(5,2) Définition. Si G( ,M) est un foncteur d'équivalence défini sur

M, le foncteur QG(M, ) défini ci-dessus est appelé le fonctceur co-
noyau associé au foncteur dtiguivalence G( ,M).
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La représentabilité du foncteur QG(M, ) dérend évidemment du
foncteur d'équivalence G( ,M); si on ne suppose rien sur ce foncteur
le seul risultat obtenu est le suivant :
(5,3) Proposition. Soit M un objet dtune catégorie € tel que 3
a) la classe Q(M) des objets quotients de M forme un ensemble de
cardinal et ; _
b) tout couple de morphisme de méme source et de but M admet un
conoyau;
c) la categorie des objets au dessousde M est & b-sommes directes
( bae);
alérs le foncteur conoyau associé a4 tout foncteur dtequivalence sur
M est représentable; un représentant cde QG(M, ) est obtenu coume
somme fibrée de ltensemble des conoyaux q; 3 M-—oQi des couples de
morphismes (x,x') de G(X,M) pour tout objet X de €,

Guand il existe,un représentant du foncteur QG(M, } est le don-
née d'un épimorphisme q ; M — Q compatible avec G( ,i) et E_(0),
et tel que pour tout morphisme y : M - Y, compatibie avec G( ,M)

et E_(Y), il existe un unique morphisme ¥ t Q —=Y tel que y = ¥eQe

S1 qqy M'——*-QG,est un représentant du foncteur conoyau asso-
cié &4 un foncteur d'équivalence G{ ,M!') sur M' et q; 3 bi-——QG un
représentant du foncteur conoyau associé & un foncteur d'équivalence
G( ,M) sur M, tout morphisme f : M!-—= M compatible avec G'( ,M')
et G( ,M) définit un unioue morphisme f

— 0

1 ¢ QG' G tel que
fl’qG' = qG.f, et en particulier si f est un épimorphisme, il en

est de m8me de fl.

(5,4) Définitinn, On appelle conoviu du foncteur d'écuivalence G( ,M)

un représentant Qg ¢ bi——»QG du foncteur conoyau associf au foncteur

6( ,M); en général le conoyau de G( ,M) sera identifié & 1ltobjet
gquotient de M représentant la classe de lt'épimorphisme autil définit.
Soit Qg M-~'OG le conoyau dtun fo?cteur dt:iquivalence sur

M; le foncteur d!écuivalence réalisable aa( M) est le plus fin des
foncteurs d'equivalence réalisables cur M moins fins que G{ ,M), d'ou

(5,5) Proposition, Si Qg $ M.u*'QG est le conoyau dtun foncteur

d?équivalence réalisable sur M G( ,M), qq réalisc
G( lM)o
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r
(5,6) Proposition, Soit R :géz M un couple d'equivalence sur M
2

d2finissant une relation d'équivalence E sur M;

pour gu'tun morphisme q ¢ M —= O so0oit un conoyau
de E, il faut et il suffit que q soit un conoyau
(ou que (M,qg,q) soit une somme fibrée) du couple

r
de morphismes R :§£=s M (rl,r2 admettant une
: 2

section commune, pour tout couple (yl’y2) diago-
nal é’(rl,rz), on a y, = ya).
Corollajire, Soit M un objot dtune categorie € tel que la catégorie
des oojets au dessous d¢ M soit & R2-sommes directes; alors le fonc-
teur conoyeau associé & toute relation dtéquivalence E sur M est re-
présentaple; un representant est obtenu comme somme fibrée dfun
couple d'écuivalence sur M définissant E,
(5,7) Définition. On dit gutun foncteur d¥équivalence G( ,M) sur M
est gffectif si :
a) ¢( ,M) admet un conoyau Qg 3 M -0
b) G( ,M) est 1l'imsge réciproque par 9o de la plus fine relation

dtéguivalence sur QG’ i.e. G{ ,M) est le foncteur diéquivalence as=-
gocié a Qp e
(5,8) Proposition. Pour qufun Toncteur d'équivalence G( ,M) sur M

soit eifectif, il faut et il su?fit que G( ,M)

admette un conoyau et soit réalisable.
Corollaire., Pour ocufune ralztioun dtéquivalence E sur M soit effective
11 faut et il suffit quz E admette un conoyau ap 3 M-, et cue

r
pour tout couple df'équivalence R '=?;=t M définissant E, le diagram-
D
r 2
me R ==i= M ==g=x (; soit stable (il suffit d'ailleurs qutil soit
2

stable & gauche, étant déja stable & droite par la condition précé-
dente),

(5,9) Difirnition. On dit qu'un morphicme @ ¢ M-— $ est un épimorphi-
sme strict (resp. effectif) si q est Lz conoyau de son foncteur dté-
quivalence associé (resp. et si ce foncteur cst une ralation drtéqui-
valencs), En particulier, pour qutui épimorphisme strict soit effec-
tif, il faut et il suffit que le piowunit fibré Mw.M existe.

On reviendra par la suite sur ces Jéfinitions,
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6. Décompesition des morphismes par épimorphismes stricts ou effec-
tifs dans certainas catégories,

(6,1) Soit £ 3 M —- N un morphisme d'uie catdégorie €; si le condyau
du foncteur d'équivalence associe & f, qp ¢ M-~ 0., existe, f se
factorise de fagon unicue sous la forme f = f.qf; de plus on notera
gue pour cque f soit un monomorphismeo il faut et il suffit que 1y
soit un con@yau de la relation dté&quivalence associée a f,

pafinition, On dit gutune zatéegorie € est une categorie admettunt

une décomprsition 4 droite stricte si tout foncteur dvéquivalence
rdalisable dans € admet un conoyau,

(6,2) Théorgme, Soit € une catdégorie telle que pour tout objet M de
€ : a) la classe £°(M) des objets quotients de M qui
gont conoyaux dc¢ couples do morphismes de méme sour-
ce et de but M soit un ensemble;

b) tout couple de morphismes de méme source et
de but M admette un conoyau;
c) 12 catégorie des objets au dessous de M soit
A a-sommes directes, avec ot» Card(Q°(M));
alors € est une catégorie admettant uno décomposition
a droite stricte,
On remarquera que les conditions
b?') € est & 2-sommes fibrées;
ct) pour tout objet M de € et tout cardinal B tel que Ok &

Card(Q°(M)), € est 4 % -gsommes directes;

entrainent les conditions b) et c),

(6,3) Théordme. Une citégorie & 2-sommes et produits fibrés est une
catégorie admettant une décomposition & droite
stricte,

Pour des raisons évidentes on dit alors que € admet une décompo=
sition & droite effective,

(6,4) Proposition. Soit € une catégorie admettant une décomposition

& droite stricte; pour tout merphisn: £ ¢ M — X
de ¢, il existe une unigque décomposition de £
sous la forme f = ?;qf o gy 3 M —> Do ost un

objet quotient strict de M, conoyau du foncteur
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dftdauivalance associé a4 £,
Ds plus, f-AnAOQf ast un foncteur covariant de la catégorie

des morphismes de € dans la catégorie €, i,e. ¢ pour tout diagramme
fr

M -7 ..~ NV
!
commutatif de € ul Jv le norphisme u § M! >} (compatible
M —% N
~1 -1

avec £'( ,Mt') et £ ( ,M) définit un unique morphisme Q(u) 3 Qev—* Qs
tel que Q(u).qp, = qpeu et F.0(u) = v.Ti,
Corollaire 1, Si u ¢ M'~—+M est un épimorphisme, il en est de méme
Qe

de Q(u); si les produits fibrés (R',r!,ré) ge Mo =:€£=3 Qf, et

qe )
(R’rlsra) de M :ﬁ?:t Qf existent (i.e., si qf,et Qe sont des épi-~
morphismes effectifs) et si le morphisme u, ¢ R' —= R défini par u

est un épimorphisme (il en est alors de méme de u), (Qp ,Q(u),qf)

est somme fibrée de (qf,,u), et par suitey(uw) est un épimorphismc,

f L]

Corollaire 2, Soient M —x— X -é~* P des morphismes de € ¢
a) Qe ¢ M —rQ. factorise q

g f ¢! M~ Qg £ ctest 4 dire gue dans

o(M), Qg.f est plus petit que Qp et lui est égal si g est un monomor=-

phisme; -1 -

b) £ ¢t M — N (compatible avec g.f( ,M) et g ( ,N) définit un unigue

o

morphisme C(f) 3 Qg.f-—*-Qg tel cue Q(f).qg.f = qg.f et .1 = T.0(F);
en particulier, si f est un &épimorphisme il en est de méze de C(f).

Il est évident yue toutes les propositiocns et définitions données
ci-dessus se dualisent facilement : foncteu: de coéguivalence surun
objet M, relation et couples de coéquivalences, noyau d'un foncteur
de coéouivalence et monomorphisme strict et effectif, En particulicer ¢
(6,5) Thioréme. Une catégorie & 2-sommes et produits fibrés est une

catégorie admettant une decoziposition a4 droite et
& gaucne stricte (et méme effective),

(6,6). Proposition, Soit € une catégorie admettant une décomposition
a droite et 3 gauche stricte; pour tout norphisme

f ¢+ M-—>N il existe une unique décomposition de
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f sous la forme f = if.;‘.qf ol
Qg ¢ biwq-Qf es3t un objet quotient atrict as M
conoyau du foncteur diécuivailence associé a £
(ou f.qz);
ip0 ¢ Ke—> X est un sous~objet strict de N, noyau
du foncteur de co2quivalence associe a £ (ou if.f);
%: Qf--Kf est l:unique nmorphisme determiné par
f tel qus f = if.f.%f:

De plus f ~nsf <st un fonecteur covariant de

la catégorie des morphismes de C dans ellc-méme,



